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Durée : 2h.
Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction a la justification des réponses.
Les exercices sont indépendants.

1.
(a) Soit ¢ € G (R).
+oo
Bo(-V) = [ o(-ved
0
(changement de variable t=-v) = / o(t)e' (—dt)
0
0
= B(t)e'dt.
Donc la densité de —V est ¢ € R — 1;<pe’.
(b) La densité de la somme de deux variables indépendantes est la convolée des deux den-
sités. Calculons la fonction de y :
inf(0,y)
/ e_(y_g”)ly,mzoemlmgodx = / e~ WD)y
R —00
B eQinf(O,y)
= e T
La densité cherchée est donc y € R — %exp (—y + 2inf(0,y)).
2.

(a)
— Pour tout = € [0;7], si x ¢ {0,7} 71+((Si2f(¥;)n — 0. Donc on a convergence vers 0
© n—oo

pour p.t. x.

— Attention, piége, [J 1 (sinz)”

Wdz = 400 pour n impair (se démontre en utilisant un

(sinx)™ < 1
14+(cosz) | — 140

N’importe quelle tentative de majoration dans cette question rapporte 1 point.

=1.

développement limité). On ne peut majorer que pour n pair :

Donc par théoréme de convergence dominée, la limite cherchée est (pour n tendant vers
+o0 par valeur paire) 0.

2
— Pour tout z € R, n"—fl — x, et par continuité des fonctions carré, \/» XD, €xp (— (n”—fl) ) —
n—oo

e_l‘Q, Vx € R.

2 2
— Pour tout z € R, Vn, (n”—ﬁ) > 9”2—2 donc exp (— (%) ) < o—o2/2 qui est inté-

grable sur R.
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Donc par théoréme de convergence dominée, la limite cherchée est

/e_zz/zdac = 2.
R

(a) ‘%‘ < |yl, Vz,y > 0 et cette fonction est d’intégrale finie (fol ydx = y) donc F est
bien définie.
(b) Soit M >0,

— Pour tout « €]0;1] (donc pour p.t. z de [0;1]), y —
Yy e Y,

1—e %Y
€T

est dérivable de dérivée

— Pour tout y > 0, 2 — 1=¢"" est intégrable sur [0;1] (c’est la question précédente).

— Pour tout 0 < y, e~ < 1 qui est intégrable sur [0; 1].

Donc par théoréme de dérivation, F' est dérivable, de dérivée :

1

F'(y) = /e_mydx
0
1—e™Y

Y

4. Soit € > 0, P(|X — Xp| > €) = E(L|x_x,|>)-
— Pour pt. w € Q, 11 x(w)-x, (w) — 0
n—oo

— Pour tout n, Vw, 1|x(w)-x, () < 1 qui est d’espérance finie.
Donc par théoréme de convergence dominée, P(|X — X,,| > €¢) — 0.
n— o0

(a) Soit ¢ € C;f (R?),

E(@U,V)) = E(o(X -Y,Y))

1 (x — y)2
T — — = Py .
. é(xr —y,y) 5 P < 5 y ) 1y>odxdy

Changement de variables : v =z —y,v =y, © = u + v,y = v (ce changement est bien
un difféomorphisme de R? dans R2. Matrice jacobienne

i

2
E(o(U,V)) = . </5(u,v)\/i277T exp (—UQ - v) 1,>odudv .

Donc

Donc la densité du couple (U, V) est (u,v) € R? — \/% exp (—“72 — U) 1,>0.

(b) Cette densité est le produit d’une fonction de u et d’une fonction de v donc les variables
U,V sont indépendantes.



