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Documents et calculatrices interdits.

La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justi�cation des réponses.

Les exercices sont indépendants.

(1)

(a) Classe récurrente : {4, 5, 6}. Classe transitoire : {1, 2, 3}.

(b) On résoud le système (avec a, b, c ≥ 0)
a +b +c = 1

3
4b + 1

2c = a
a = b

1
4b + 1

2c = c

et on trouve la probabilité invariante : [0, 0, 0, 2
5 , 2

5 , 1
5 ].

(c)

P1(XT+1 = 6) =
∑

1≤i≤6

P1(XT+1 = 6|XT = i)P1(XT = i)

= P1(XT+1 = 6|XT = 3)× 1
(Markov fort) = P3,6 = 1/2 .

(d) Il su�t de montrer que 6 est apériodique. Pour tout n ≥ 1, (Pn)6,6 ≥
(P6,6)n > 0.

(e) Si on part de 6, la chaîne reste dans {4, 5, 6} et est irréductible. Comme
l'espace est �ni, la chaîne est récurrente positive. Comme elle est de
plus apériodique, P6(Xn = 6) → 1

5 quand n → +∞ (la valeur de la
probabilité invariante en 6).

(f) Puisque la chaîne restreinte à {4, 5, 6} est récurrente positive, E4(τ) =
1

(2/5) = 5
2 .

(2)
1
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(a) Soit f ∈ C+
b (R), notons X la variable dont on cherche la loi, U la

variable uniforme générée par le programme.

E(f(X)) = E(f(−j log(U))

=
∫ 1

0

f(−j log(u))du

(x = −j log(u)) =
∫ 0

+∞
f(x)(−1

j
e−x/jdx)

=
∫ +∞

0

f(x)
1
j
e−x/jdx

donc X est de densité x ∈ R 7→ 1x≥0
1
j e−x/j (la loi exponentielle de

paramètre 1/j).

(b) Notons X1, X2, . . . U1, U2, . . . V1, V2, . . . les variables générées successi-
vement dans une boucle � while �du programme (la correspondance
entre les lettres est immédiate). Soit Y la loi des variables y générées
pae la boucle for. Nous avons ici un algorithme de Monte-Carlo qui
approche :

E(Y ) =
+∞∑
j=1

E(Xj1V1,...,Vj−1≥3/41Vj<3/4)

(indépendance) =
+∞∑
j=1

E(Xj)(P(V1 ≥ 3/4))j−1P(Vj < 3/4)

=
+∞∑
j=1

j

(
1
4

)j−1 (
3
4

)
(calcul vu en cours) =

4
3

.

(3)

(a) Soit f ∈ C+
b (R). Avec des notations évidentes, nous avons :

E(f(V )) = E(f(2U − 1))

=
∫ 1

0

f(2u− 1)du

(v = 2u− 1) =
∫ 1

−1

f(v)
1
2
dv .

Donc la densité cherchée est v ∈ R 7→ g(v) = 1−1≤v≤1
1
2 .

(b) On remarque que ∀x, f(x) ≤ 4
π g(x) donc cet algorithme est un échan-

tillonage d'importance qui donne des y de loi de densité f .



(c) On reconnaît un algorithme de Monte-Carlo qui approche (changement
en x = cos(u))∫ 1

−1

x
√

1− x2
2
π

dx =
∫ 0

π/2

2
π

cos(u) sin(u)(− sin(u)du)

=
2
π

[
(sin(u))3

3

]π/2

0

=
2
3π

.

(4)

(a) L'appel à transition(x) renvoie y de loi Rx,..

(b) L'appel à densite(x,y) renvoie la valeur de Rx,y.

(c) Calculons d'abord pour x 6= z (toujours avec des notations évidentes)

Pxz = P
(

Y = z, U ≤ min
(

1,
πzRz,x

πxRx,z

))
(par indépendance) = Rx,z ×min

(
1,

πzRz,x

πxRx,z

)
= min

(
Rx,z,

πzRz,x

πx

)
.

(d) Remarquons que Rx,z > 0, Rz,x > 0 (∀x, z adjacents) donc Px,z > 0
(∀x, z adjacents) donc P est irréductible.

(e) ∀x, y

πxPx,y = πx min
(

Rx,y,
πyRy,x

πx

)
= min (πxRx,y, πyRy,x)

(symétrie) = πyPy,x .

(f) ∀y ∑
x∈E

πxPx,y =
∑
x∈E

πyPy,x

= πy .

(g) La chaîne est irréductible dans un espace �ni donc elle est récurrente
positive. Comme elle est de plus apériodique, nous avons (∀x)

P(Yn = x) −→
n→∞

πx .


