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Documents et calculatrices interdits. La plus grande importance a été accordée

lors de la correction à la justi�cation des réponses. Les exercices sont

indépendants.

Les copies ne sont corrigées qu'après présentation de la carte d'étudiant.

1. Véri�ons les trois points de la dé�nition.

� µ est bien à valeurs dans [0;+∞].
� µ(∅) = Card(∅) = 0
� si B0, B1, . . . sont deux à deux disjoints, B0 ∩ A,B1 ∩ A, . . . sont eux
aussi deux à deux disjoints, donc

µ(B0 ∪B1 ∪ . . . ) = Card ((B0 ∩A) ∪ (B1 ∩A) ∪ . . . )

=
∑
i≥0

Card (Bi ∩A)

=
∑
i≥0

µ(Bi) .

2. Notons fn : x ∈ [1;+∞[7→ x2+nx
x4+nx3 .

� Pour tout x ≥ 1, fn(x) −→
n→+∞

1
x2 .

� Pour tout n ≥ 0 et pour tout x, fn(x) ≤ x2

x4+nx3 + nx
x4+nx3 ≤ 1

x2 + 1
x2 =

2
x2 . Et x 7→ 2

x2 est intégrable sur [1;+∞[.

Donc, par théorème de convergence dominée,
∫ +∞
1

fn(x)dx −→
n→+∞

∫ +∞
1

1
x2 dx =

1.

3. (a) Notons, ∀x > 0, ∀y ∈ [π; 2π], f(x, y) = sin(xy)
y .

� ∀x > 0, y 7→ f(x, y) est intégrable sur [π; 2π]
� ∀y ∈ [π; 2π], x > 0 7→ f(x, y) est dérivable de dérivée ∂f(x,y)

∂x =
cos(xy)

� ∀x, y,
∣∣∣∂f(x,y)

∂x

∣∣∣ ≤ 1 et la fonction constante égale à 1 est intégrable

sur [π; 2π]
Par théorème de dérivation globale, F est dérivable.
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(b) Et par ce même théorème, nous avons

F ′(x) =
∫ 2π

π

cos(xy)dy

=
[
sin(xy)

x

]2π

π

=
sin(2πx)− sin(πx)

x
.

4.

(a) On commence par écrire : x = u + v, y = −v. La matrice jacobienne
est

J =
[

1 0
1 −1

]
.

Nous avons donc

I =
∫

R2
e−u2−v2

| − 1|dudv

(b) Par Fubini-Tonelli :

I =
∫

R

(
e−u2

∫
R

e−v2
dv

)
du = (

√
π)2 = π .
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