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Travaux pratiques (avec un exercice) numéro 2 : corrigé du 1.

On se donne (Xi, Yi, Ui, Vi)i≥1 i.i.d. avec X1, Y1, U1, V1 indépendants, X1 de loi
de densité f , Y1 de loi de densité g, U, V ∼ U([0; 1]). Notons pour tout i, Ai =
{Uif(Xi) ≤ g(Xi)} ∪ {Vig(Xi) ≤ f(Yi), Uif(Xi) > g(Xi)} (Ai est un événement)
et T (ω) = inf{i : ω ∈ Ai}.

Pour toute fonction φ ∈ C+
b (R),

E(φ(Z)) =
∑
i≥1

E
(
1i=T (φ(Yi)1Uif(Xi)≤g(Xi) + φ(Xi)1Vig(Yi)≤f(Yi)1Uif(Xi)>g(Xi))

)
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∑
i≥1

E
(
1Ac

1
. . .1Ac

i−1
1Ai(φ(Yi)1Uif(Xi)≤g(Xi)

+φ(Xi)1Vig(Yi)≤f(Yi)1Uif(Xi)>g(Xi))
)

(par indépendance) =
∑
i≥1

P(Ac
1)

i−1E
(
1Ai(φ(Yi)1Uif(Xi)≤g(Xi) + φ(Xi)1Vig(Yi)≤f(Yi)1Uif(Xi)>g(Xi))

)
=

∑
i≥1

P(Ac
1)

i−1E
(
φ(Yi)1Uif(Xi)≤g(Xi) + φ(Xi)1Vig(Yi)≤f(Yi)1Uif(Xi)>g(Xi)

)
.

Calculons

E
(
φ(Yi)1Uig(Xi)≤g(Xi) + φ(Xi)1Vig(Yi)≤f(Yi)1Uif(Xi)>g(Xi)

)
=�

x,y∈R

�
u,v∈[0;1]

(
φ(y)1uf(x)≤g(x) + φ(x)1vg(y)≤f(y)1uf(x)>g(x)

)
dudvdxdy

On va utiliser les résultats suivants.

• Pour tous a, b ∈ R+, a + b − a ∧ b = a ∨ b. (Rappel : a ∨ b = max(a, b),
a ∧ b = min(a, b).)

• Pour tout x ∈ R,
� 1

0
1uf(x)≤g(x)dx = (f∧g)(x)

f(x) ,
� 1

0
1uf(x)>g(x)dx = 1 −

(f∧g)(x)
f(x)

1



La quantité ci-dessus est alors égale à�
x,y∈R

φ(y)
(g ∧ f)(x)

f(x)
f(x)g(y) + φ(x)

(
1− (g ∧ f)(x)

f(x)

)
(g ∧ f)(y)

g(y)
f(x)g(y)dydx =

�
x,y∈R

φ(y)(g ∧ f)(x)g(y) + φ(x) (f(x)(g ∧ f)(y)− (g ∧ f)(x)(g ∧ f)(y)) dxdy =
�

y∈R
φ(y)g(y)dy ×

�
x∈R

(g ∧ f)(x)dx +
�

x∈R
φ(x)f(x)dx×

�
y∈R

(g ∧ f)(y)dy

−
�

x∈R
φ(x)(g ∧ f)(x)dx×

�
y∈R

(g ∧ f)(y)dy =
�

x∈R
φ(x)(f ∨ g)(x)dx×

�
y∈R

(g ∧ f)(y)dy .

En prenant φ constante égale à 1, on trouve

P(A1) =
�

x∈R
(f ∨ g)(x)dx×

�
y∈R

(g ∧ f)(y)dy .

Nous avons donc

E(φ(Z)) =

�
x∈R φ(x)(f ∨ g)(x)dx×

�
y∈R(g ∧ f)(y)dy

1− P(Ac
1)

=

�
x∈R φ(x)(f ∨ g)(x)dx�

x∈R(f ∨ g)(x)dx
.

Donc Z est de densité

x ∈ R 7→ (f ∧ g)(x)�
y∈R(f ∧ g)(y)dy

.


