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Contrôle no 2, sujet B (durée : 3h)
Documents, téléphones et calculatrices interdits. La plus grande importance sera accordée lors de
la correction à la justification des réponses (il faut en particulier justifier les programmes). Les
exercices sont indépendants. On ne tiendra pas compte dans la correction des erreurs de syntaxe

en R .

Exercice 1. à On s’intéresse à I =
∫ +∞
2

sin(x)
x(log(x))2 dx .

(1) Donner deux manières de calculer I (de manière) approchée par une méthode de Monte-
Carlo.

(2) Écrire en R un programme appliquant une des deux méthodes ci-dessus. On notera σ2 la
variance de la méthode.

(3) Trouver un nombre de boucles n (qui s’écrit comme une fonction de σ2) telle que la méthode
ci-dessus approche I à 0, 02 près avec une probabilité ≥ 0, 99 (il n’est pas nécessaire de
simplifier l’expression trouvée).

Exercice 2.

(1) Soit la densité de probabilité g : x ∈ R 7→ 1]1;+∞[(x)× 1/(x(1+ log(x))2). Écrire en R un
code qui permet de simuler une variable aléatoire de densité g.

(2) Soit
f : x ∈ R 7→ 1]1;+∞[(x)× inf(log(x), 1)/(Zx(1 + (log(x))2)) ,

avec Z =
∫ +∞
1

inf(log(x), 1)/(x(1 + (log(x))2))dx. Trouver une constante C telle que
f(x) ≤ Cg(x) pour tout x.

(3) Écrire en R un programme qui simule une variable aléatoire de loi de densité f .

Exercice 3. Soit f : R2 → [0; +∞[ une densité de probabilité. Soit g : R2 → R (telle que∫
R2 g(x, y)f(x, , y)dxdy est bien définie). Soient

m(x) =

∫
R
f(x, y)dy , h(x) =

1

m(x)

∫
R
g(x, y)f(x, y)dy .

Soit (X,Y ) une variable aléatoire à valeurs dans R2, de densité f .

(1) Montrer que E(h(X)) = E(g(X,Y )) (on demande de refaire une démonstration du cours).

(2) Montrer que E(h(X)2) ≤ E(g(X,Y )2) (on demande de refaire une démonstration du
cours).

Exercice 4. Soit S10 l’ensemble des vecteurs (r1, r2, . . . , r10) avec {r1, r2, . . . , r10} = {0, 1, . . . , 9},
c’est à dire les vecteurs de taille 10 dont les composantes sont des éléments de {0, 1, . . . , 9} et
pour lesquels chaque nombre de {0, . . . , 9} apparaît exactement une fois dans les composantes.
Par exemple : (2, 3, 7, 6, 8, 9, 0, 1, 4, 5) ∈ S10. Soit Q un noyau de transition sur S10 défini par

Q((r1, . . . r10), (s1, . . . , s10)) =
1

10

s’il existe i dans {0, 2, . . . , 9} tels que rk = sk pour k ∈ {0, . . . , 9}\{i, (i+1)[10]} 1et s(i+1)[10] = ri,
si = r(i+1)[10] ; et

Q((r1, . . . r10), (s1, . . . , s10)) = 0

1. Rappel : k[10] est le reste de la division euclidienne de k par 10
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sinon. On remarque que cette transition est la transition qui échange deux coordonnées successives
au hasard. Soit M : S210 → R+. Soit (c(1), c(2), . . . , c(N)) ∈ {0, 1, . . . , 9}N (N est un entier
quelconque). Soit

ψ : (r1, . . . , r10) ∈ S10 7→
N−1∏
i=1

M(rc(i), rc(i+1)) .

Soit Z =
∑

x∈S10 ψ(x).

(1) Montrer que Z est finie.
(2) Montrer que Q est irréductible et symétrique.
(3) Soit π0 loi sur S10 telle que π0(x) = ψ(x)/Z pour tout x. Écrire en R un algorithme de

Metropolis de proposition Q et de loi cible π0. On notera (Yn) la chaîne de Metropolis.
(4) Soit f une fonction S10 dans R. Proposer une méthode de Monte-Carlo pour calculer∫

S10 f(x)π0(dx) de manière approchée.
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Figure 0.1. Table de la loi normale


