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6.4.1 Lois discrètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
6.4.2 Lois continues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Introduction

Le but de ce cours est d’introduire les notions de théorie de la mesure qui seront utiles
en calcul des probabilités et en analyse. Il est destiné aux étudiants qui veulent poursuivre
leurs études dans un master à composante mathématique. Pour un cours plus complet, se
reporter à la bibliographie.

Informations utiles (partiels, barêmes, annales, corrigés, . . .) :
http ://math.unice.fr/∼rubentha/cours.html.

PRÉREQUIS : Pour pouvoir suivre ce cours, l’étudiant doit connâıtre, entre autres, les
développements limités, les équivalents, les études de fonction, le dénombrement, les nombre
complexes, la théorie des ensembles., les intégrales et primitives usuelles, la trigonométrie
. . .etc . . .
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Chapitre 1

Dénombrement (rappels)

1.1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1.1. Injection.
Soit E,F des ensembles, f : E → F est une injection si ∀x, y ∈ E, f(x) = f(y) ⇒ x = y.

Définition 1.1.2. Surjection.
Soit E,F des ensembles, f : E → F est une surjection si ∀z ∈ F , ∃x ∈ E tel que f(x) = z.

Définition 1.1.3. Bijection.
Soit E,F des ensembles, f : E → F est une bijection si f est une injection et une surjection.

Proposition 1.1.4. Soient E,F,G des ensembles. Soient f : E → F , g : F → G. Alors [f
et g injectives] ⇒ [g ◦ f injective].

Démonstration. Soient x, y tels que g ◦ f(x) = g ◦ f(y). L’application g est injective donc
f(x) = f(y). L’application f est injective donc x = y.

Définition 1.1.5. On dit qu’un ensemble E est dénombrable s’il existe une injection de E
dans N. Dans le cas où F est infini, on démontrer qu’il existe alors une bijection de E dans
N.
(Cela revient à dire que l’on peut compter un à un les éléments de E.)

Exemple 1.1.6. Tout ensemble fini est dénombrable.

Exemple 1.1.7. Z est dénombrable car l’application

f : Z → N

k 7→

{
2n si n ≥ 0
−2n− 1 si n < 0

est bijective (donc injective).

0 1 2 3−1−2−3

0 2 413

Fig. 1.1 – Énumération des éléments de Z.
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2 CHAPITRE 1. DÉNOMBREMENT (RAPPELS)

Exemple 1.1.8. N× N est dénombrable car l’application

f : N× N → N

(p, q) 7→ (p+ q)(p+ q + 1)
2

+ q

est bijective (donc injective).

0 1

2

9

5 8

74

3 6

Fig. 1.2 – Énumération des éléments de N× N.

Exemple 1.1.9. L’ensemble Q est dénombrable. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Proposition 1.1.10. Si on a E0, E1, . . ., En, . . .des ensembles dénombrables alors E =
E0 ∪ E1 ∪ E2 ∪ · · · = ∪

n≥0
En est un ensemble dénombrable.

(En d’autres termes, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.)

Démonstration. S Pour tout i ≥ 0, Ei est dénombrable donc ∃fi : Ei → N injective. Soit

F : ∪
n≥0

En → N× N

x 7→ (i, fi(x)) si x ∈ Ei

Cette application F est injective. L’ensemble N×N est dénombrable donc il existe g : N×N →
N injective. Par la proposition 1.1.4, g ◦ F est injective. Donc ∪

n≥0
En est dénombrable.

1.2 Exercices

Tous les exercices de ce chapitre n’ont pas un lien direct avec le cours. Par contre, ils
constituent des révisions nécessaires à la suite du cours.

1.2.1 Énoncés

1) Rappel : Si f : E → F et A ⊂ F , f−1(A) = {x ∈ E : f(x) ∈ A}. Si C ⊂ E, f(C) =
{f(x), x ∈ C}.
On considère l’application f : R → R, x 7→ x2.

(a) Déterminer f([−3,−1]), f([−3, 1]), f(]− 3, 1]).

(b) Déterminer f−1(]−∞, 2]), f−1(]1,+∞[), f−1(]− 1, 0] ∪ [1, 2[).

2) Calculer les limites suivantes :

(a) limx→0
sin(x)

log(1+x)

(b) limx→+∞
(
1 + 2

x

)x
(c) limx→0

1−cos(x)
x sin(x)
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(d) limx→0
1−(1+x)α

1−(1+x)β pour α, β > 0.

3) Calculer les intégrales suivantes :

(a)
∫ +∞
0

x2e−xdx

(b)
∫ +∞

e1
1

(log(z))2zdz

(c)
∫ 1

0
1

(2−x)(1+x)dx

(d)
∫ π/4

0
cos2(x)+sin2(x)

cos2(x) dx.

4) Intégrales de Wallis
Pour tout n ∈ N, on pose :

In =
∫ π/2

0

sinn(x)dx .

(a) Calculer I0 et I1.

(b) Donner une relation de récurrence entre In et In+2.

(c) En déduire que :

∀p ∈ N, I2p =
(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

2p(2p− 2) . . . 2
π

2
et I2p+1 =

2p(2p− 2) . . . 2
(2p+ 1)(2p− 1) . . . 1

.

(d) Montrer que ∀p ∈ N, I2p+1 ≤ I2p ≤ I2p−1. En déduire que limp→+∞
I2p

I2p+1
= 1.

(e) En déduire la formule de Wallis :

lim
p→+∞

1
p

[
2p(2p− 2) . . . 2

(2p− 1)(2p− 3) . . . 1

]2
= π .

(f) Montrer que ∀n ∈ N, In ∼
n→+∞

√
π
2n .

1.2.2 Corrigés

(1) (a) f([−3,−1]) = [1, 9], f([−3, 1]) = [0, 9], f(]− 3, 1]) = [0, 9[.

(b) f−1(] − ∞, 2]) = [−
√

2,
√

2], f−1(]1,+∞[) =] − ∞,−1[∪]1,+∞[, f−1(] − 1, 0] ∪
[1, 2[) = {0}∪]−

√
2,−1] ∪ [1,

√
2[.

(2) (a) sin(x)
log(1+x) ∼

x→0+

x
x = 1 →

x→0+
1

(b)
(
1 + 2

x

)x = ex log(1+ 2
x ) et x log

(
1 + 2

x

)
∼

x→+∞
2x
x →

x→+∞
2 donc par continuité de la

fonction exp :
(
1 + 2

x

)x →
x→+∞

e2

(c) 1−cos(x)
x sin(x) = (x2/2)+o(x2)

x2+o(x2) ∼
x→0

x2

2x2 = 1/2

(d) 1−(1+x)α

1−(1+x)β = αx+o(x)
βx+o(x) ∼

x→0

αx
βx = α

β

(a) on intègre par parties :∫ +∞

0

x2e−xdx = [−x2e−x]+∞0 +
∫ +∞

0

2xe−xdx

= 0 + [−2xe−x]+∞0 +
∫ +∞

0

2e−xdx

= [−2e−x]+∞0 = 2

(b) changement de variable : t = log(z), z = et, dz = etdt∫ +∞

e1

1
(log(z))2z

dz =
∫ +∞

1

1
t2
dt

= [−1/t]+∞1 = 1
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(c) on décompose 1
(2−x)(1+x) = 1/3

2−x + 1/3
1+x (toujours possible pour une fraction ratio-

nelle à pôles simples) et donc :∫ 1

0

1
(2− x)(1 + x)

dx =
[
−1

3
log(2− x) +

1
3

log(1 + x)
]1
0

=
1
3

log(4)

(d) changement de variable : t = tan(x), x = arctan(t), dx = 1
1+t2 dt∫ π/4

0

cos2(x) + sin2(x)
cos2(x)

dx =
∫ π/4

0

1 + tan2(x)dx

= [tan(x)]π/4
0 = 1

(3) (a) I0 =
∫ π/2

0
1dx = π

2 , I1 =
∫ π/2

0
sin(x)dx = [− cos(x)]π/2

0 = 1.

(b) On intègre par parties pour tout n ≥ 2 :

In+2 =
∫ π/2

0

sinn+1(x) sin(x)dx

= [− sinn+1(x) cos(x)]π/2
0 + (n+ 1)

∫ π/2

0

sinn(x) cos2(x)dx

= (n+ 1)(In − In+2)

d’où In+2 = n+1
n+2In.

(c) Démonstration par récurrence de la formule pour I2p (démonstration similaire pour
I2p+1) :
– c’est vrai en p = 0
– si c’est vrai jusqu’au rang p alors I2p+2 = 2p+1

2p+2I2p = (2p+1)(2p−1)...1
(2p+2)(2p)...2

π
2

(d) ∀p ∈ N, ∀x ∈ [0, π/2], 0 ≤ sin2p+1(x) ≤ sin2p(x) ≤ sin2p−1(x) donc par intégration
∀p ∈ N, I2p+1 ≤ I2p ≤ I2p−1, donc 1 ≤ I2p

I2p+1
≤ I2p−1

I2p+1
= 2p+1

2p , donc

lim
p→+∞

I2p

I2p+1
= 1

(e) on déduit de la question précédente : limp→+∞
π
2

[
(2p−1)(2p−3)...1

2p(2p−2)...2

]2
(2p + 1) = 1,

d’où la formule de Wallis

(f) On fait la démonstration pour n impair . Soit n = 2p+ 1 :

I2p+1 =
2p(2p− 2) . . . 2
(2p+ 1) . . . 1

=
√
p

2p+ 1

√
1
p

(
2p(2p+ 2) . . . 2
(2p− 1) . . . 1

)2

∼
p→+∞

1√
2(2p+ 1)

√
π .



Chapitre 2

Théorie de la mesure

La théorie de la mesure est l’outil utilisé pour modéliser le hasard.

2.1 Tribus et mesures

2.1.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble Ω que l’on appellera « univers ». Il contient tous
les aléas possibles.

Définition 2.1.1. Une famille A de parties de Ω est une tribu (sur Ω) si elle vérifie

1. Ω ∈ A
2. A ∈ A ⇒ Ac ∈ A (stabilité par passage au complémentaire)

3. A0, A1, A2, · · · ∈ A ⇒ ∪n≥0An ∈ A (une réunion dénombrable d’éléments de A est
dans A)

Remarque 2.1.2. On rappelle que :
– Ac := {x ∈ Ω : x /∈ A}
– Une tribu est un ensemble de parties. Ces parties sont appelées « événements ».

Proposition 2.1.3. Stabilité par intersection dénombrable.
Soient A une tribu et A0, A1, A2, · · · ∈ A, alors ∩

n≥0
An ∈ A.

Démonstration. On note pour tout n, Bn = Ac
n. Donc, par définition d’une tribu, Bn ∈ A,∀n

et ∪
n≥0

Bn ∈ A.

∩
n≥0

An = ∩
n≥0

Bc
n

=
(
∪

n≥0
Bn

)c

( par définition ) ∈ A .

Exemple 2.1.4. Pour n’importe quel ensemble Ω, A = {∅,Ω} est une tribu.

Exemple 2.1.5. Pour n’importe quel ensemble Ω, , A = P(Ω) (les parties de Ω) est une
tribu.

Proposition 2.1.6. Soit A ⊂ P(Ω), il existe une tribu notée σ(A) telle que si B est une
tribu telle que A ⊂ B alors σ(A) ⊂ B.
On dira que σ(A) est la plus petite tribu contenant A, ou encore que σ(A) est la tribu
engendrée par A.

5



6 CHAPITRE 2. THÉORIE DE LA MESURE

Définition 2.1.7. Soit l’ensemble de parties de R suivant :

A = {]a, b[: a, b ∈ R ∪ {+∞,−∞}}

(c’est l’ensemble des intervalles ouverts). La tribu σ(A) s’appelle la tribu des boréliens et se
note B(R).

Exemple 2.1.8. Soit [a, b] intervalle fermé de R. Les intervalles ]−∞, a[, ]b,+∞[ sont dans
B(R). La famille B(R) est une tribu donc ] − ∞, a[∪]b,+∞[∈ B(R) (stabilité par réunion
dénombrable), et donc aussi (] −∞, a[∪]b,+∞[)c = [a, b] ∈ B(R) (stabilité par passage au
complémentaire).
De même, on peut montrer que tous les intervalles de R sont dans B(R), ainsi que tous les
singletons (les ensembles de la forme {x}, x ∈ R).

2.2 Mesures

Notation 2.2.1. Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul suivantes
(qui ne sont pas valables ailleurs) : ∀x ∈ R, x+∞ = +∞, 0×∞ = 0.

Définition 2.2.2. Soit Ω un ensemble muni d’une tribu A. On dit que µ est une mesure
(positive) sur (Ω, A) si :

1. µ : A → [0,+∞] (elle peut prendre la valeur ∞)

2. µ(∅) = 0

3. si A0, A1, A2, · · · ∈ A et sont deux à deux disjoints alors µ( ∪
n≥0

An) =
∑

n≥0 µ(An).

Quand µ est une mesure sur (Ω, A) est telle que µ(Ω) = 1, on dit que µ est une
mesure de probabilité (cette définition sera rappelée plus tard dans le cours). La tribu A
contient tous les événements possibles et, pour A ∈ A, µ(A) est la probabilité que A se
produise.

Définition 2.2.3. Quand µ est telle que µ(Ω) <∞, on dit que µ est une mesure finie.

Définition 2.2.4. Quand on a un ensemble Ω avec une tribu A sur Ω, on dit que (Ω,A)
est un espace mesurable. Si on a de plus, une mesure µ sur (Ω,A), on dit que (Ω,A, µ) est
un espace mesuré.

Exemple 2.2.5. Le triplet (N,P(N), card) est un espace mesuré. Nous avons vu (exemple
2.1.5) que P(N) est une tribu sur N. De plus :

1. Pour A ∈ P(N), card(A)(= le nombre d’éléments de A) est bien dans [0,+∞].

2. La partie ∅ est de cardinal 0.

3. Si A0, A1, · · · ∈ P(N) sont deux à deux disjoints, card( ∪
n≥0

An) =
∑

n≥0 card(An).

Proposition 2.2.6. Croissance et mesure d’une différence
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Soit A,B ∈ A tels que B ⊂ A.

– Alors µ(B) ≤ µ(A).
– Si, de plus µ(A) < +∞, alors µ(A\B) = µ(A)− µ(B).

(Rappel : A\B = {x : x ∈ A, x /∈ B}.)

Démonstration. On a µ(A) = µ(A\B) + µ(B) (car A\B et B sont disjoints). Donc µ(B) ≤
µ(A). Si µ(A) < +∞, nous avons alors µ(A\B) = µ(A)− µ(B).

Proposition 2.2.7. Sous-additivité.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Si A0, A1, A2, · · · ∈ A (pas forcément deux à deux disjoints).
Alors µ( ∪

n≥0
An) ≤

∑
n≥0 µ(An).
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Démonstration. On pose pour tout entier k ≥ 1, Bk = Ak\ ∪0≤i≤k−1 Ai (et nous avons
alors, par convention, B0 = A0). Les ensembles B0, B1, B2, . . . sont deux à deux disjoints.
Nous avons

µ( ∪
n≥0

An) = µ( ∪
n≥0

Bn)

(car B0, B1, B2, . . . deux à deux disjoints) =
∑
n≥0

µ(Bn)

(car ∀n, Bn ⊂ An) ≤
∑
n≥0

µ(An)

Proposition 2.2.8. Mesure d’une réunion croissante.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Soient A0, A1, · · · ∈ A tels que A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂
An+1 ⊂ . . . . Alors µ( ∪

k≥0
Ak) = limn→∞ µ(An)

Démonstration. Posons pour tout k ≥ 1, Bk = Ak\Ak−1(= {x : x ∈ Ak, x /∈ A+ k − 1}) et
B0 = A0.

0AA

B1B

1

2

Les ensembles B0, B1, B2, . . . sont deux à deux disjoints. Donc

µ( ∪
k≥0

Ak) = µ( ∪
k≥0

Bk)

=
∑
k≥0

µ(Bk)

= lim
n→+∞

n∑
k=0

µ(Bk)

On a ∀n,
∑n

k=0 µ(Bk) = µ(An). Donc µ( ∪
k≥0

Ak) = limn→+∞ µ(An).

Proposition 2.2.9. Mesure d’une intersection décroissante.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Soient A0, A1, · · · ∈ A tels que A0 ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ An ⊃
An+1 ⊃ . . . et tels que µ(A0) < +∞. Alors µ( ∩

k≥0
Ak) = limn→+∞ µ(An).

Démonstration. Posons pour tout k, Bk = Ak\Ak+1. Les ensembles B0, B1, B2, . . . sont
deux à deux disjoints.
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A

B
B0

1

A

A

1

2

0

Nous avons ∩
k≥0

Ak = A0\ ∪
k≥0

Bk, donc (par la proposition 2.2.6)

µ( ∩
k≥0

Ak) = µ(A0)− µ( ∪
k≥0

Bk)

(mesure d’une réunion disjointe) = µ(A0)−
∑
k≥0

µ(Bk)

= µ(A0)− lim
n→+∞

n∑
k=0

µ(Bk)

= lim
n→+∞

(µ(A0)− µ(B0)− · · · − µ(Bn))

(mesure d’une réunion disjointe) = lim
n→+∞

(µ(A0)− µ( ∪
0≤k≤n

Bk))

(cf. prop. 2.2.6) = lim
n→+∞

µ(An+1) .

Théorème 2.2.10. Mesure de Lebesgue.
Il existe une mesure λ sur (R,B(R)) vérifiant

1. pour tout intervalle ]a, b[, λ(]a, b[) = b− a

2. ∀A ∈ B(R), ∀x ∈ R, λ({y : y − x ∈ A}) = λ(A) .

Cette mesure λ s’appelle la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.2.11. Mesure de Lebesgue d’un intervalle quelconque.
Soient a ≤ b des éléments de R. Nous avons

λ([a, b]) = λ(]a− 1, b+ 1[\(]a− 1, a[∪]b, b+ 1[))
(par Prop. 2.2.6) = λ(]a− 1, b+ 1[)− λ(]a− 1, a[∪]b, b+ 1[)

(réunion disjointe) = λ(]a− 1, b+ 1[)− λ(]a− 1, a[)− λ(]b, b+ 1[)
= (b+ 1− (a− 1))− (a− (a− 1))− (b+ 1− b)
= b− a .

De même, λ([a, b[) = λ(]a, b]) = b− a.

Exemple 2.2.12. Mesure de Lebesgue d’un singleton.
Soit x ∈ R, ∀n ≥ 1, {x} ⊂ [x−1/n, x+1/n]. Donc ∀n ≥ 1, λ({x}) ≤ λ([x−1/n, x+1/n]) =
2/n. Donc λ({x}) = 0.

Exemple 2.2.13. Mesure de Lebesgue de Q.
On sait que Q est dénombrable. Donc on peut numéroter ses éléments : Q = {u0, u1, u2, . . .}.
Pour tout entier n ≥ 1, on définit An = ∪

i≥0

[
ui − 1

n2i , ui + 1
n2i

]
. On a pour tout n, Q ⊂ An

(donc λ(Q) ≤ λ(An)) et λ(An) ≤
∑

i≥0 λ
([
ui − 1

n2i , ui + 1
n2i

])
= 2

n . Et donc λ(Q) = 0.
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2.3 Intégrales des fonctions étagées mesurables posi-
tives.

On se donne un espace mesuré (Ω,A, µ).

Définition 2.3.1. Soit f : Ω → R+. On dit que f est étagée (positive) s’il existe une famille
finie A1, . . . , An de A telle que

– les Ai forment une partition de Ω (ce qui veut dire que A1, . . . , An sont deux à deux
disjoints et que Ω = ∪

1≤i≤n
Ai)

– ∀i ∈ {1, . . . n}, ∃ai tel que f(x) = ai, ∀x ∈ Ai.

Remarque 2.3.2. Si f est une fonction étagée définie avec une partition A1, . . . , An, il peut
exister une autre partition B1, . . . , Bm (différente de A1, . . . , An) telle que f est constante
sur chacun des Bi.

Définition 2.3.3. Soit A ⊂ Ω. La fonction indicatrice de A est la fonction

1A : Ω → {0, 1}

x 7→

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A .

Il existe d’autres notations. Par exemple si A = [0, 1] ⊂ R, on peut écrire 1A(x) = 1x∈[0,1] =
10≤x≤1.

Lemme 2.3.4. Si A ⊂ Ω, B ⊂ Ω alors ∀x, 1A(x)× 1B(x) = 1A∩B(x).

Exemple 2.3.5. La fonction

f : R → R

x 7→


0 si x < 0
bxc si x ∈ [0, 2]
0 sinon

est une fonction positive étagée (bxc signifie « partie entière »). En effet, elle est constante
sur ]−∞, 0[, [0, 1[, [1, 2[, {2}, ]2,+∞[.

0 1 2

1

2

Fig. 2.1 – Dessin de f .

Avec des fonctions indicatrice, nous pouvons écrire f de manière plus compacte :

f(x) = bxc1[0,2](x) = 1[0,2[(x)× bxc+ 2× 1{2}(x) = . . . .

Définition 2.3.6. Soit f une fonction positive étagée associée à une partition A1, . . . , An

(avec f(x) = ai si x ∈ Ai). On appelle intégrale de f par rapport à µ le nombre suivant∫
Ω

f(x)µ(dx) :=
n∑

i=1

aiµ(Ai) .

Ce nombre peut être +∞. Une fonction positive étagée f est dite intégrable si
∫
Ω
f(x)µ(dx) <

+∞.
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Remarque 2.3.7. La valeur de
∫
Ω
f(x)µ(dx) est indépendante de la partition associée à f .

2.4 Fonctions mesurables et intégrales

2.4.1 Intégrales des fonctions mesurables positives

Définition 2.4.1. Application mesurable.
Soient (Ω,A), (Ω′,A′) deux espaces mesurables. On dit qu’une application f : Ω → Ω′ est

mesurable (par rapport aux tribus A, A′) si ∀B ∈ A′, f−1(B) := {x ∈ Ω : f(x) ∈ B} ∈ A.

Proposition 2.4.2.
– Toute fonction continue f : (R,B(R)) → (R,B(R)) est mesurable.
– Si f et g sont des fonction mesurables (Ω,A) → (R,B(R)) alors f + g, f × g, f

g sont
mesurables.

– Si f : (Ω,A) → (Ω′,A′) est mesurable et g : (Ω′,A′) → (Ω′′,A′′) est mesurable alors
g ◦ f : (Ω,A) → (Ω′′,A′′) est mesurable.

De manière générale, toute fonction (R,B(R)) → (R,B(R)) définie par une formule est
mesurable.

Proposition 2.4.3. Mesure image.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Soit (Ω′,B) un espace mesurable. Soit f : Ω → Ω′ mesu-

rable. L’application ν : B → [0,+∞] définie par ν(B) = µ(f−1(B)) est une mesure appelée
mesure image de µ par f .
(Rappel : f−1(B) := {x ∈ Ω : f(x) ∈ B}.)

Démonstration. Vérifions d’abord que ν est bien définie : ∀B ∈ B, f−1(B) ∈ A car f est
mesurable, donc ν(B) est bien défini. On a donc ν : B → [0,+∞].

Puis ν(∅) = µ(f−1(∅)) = µ(∅) = 0 car µ est une mesure.
Enfin, si B0, B1, B2, · · · ∈ B sont deux à deux disjoints, ν( ∪

n≥0
Bn) = µ(f−1( ∪

n≥0
Bn)) =

µ( ∪
n≥0

f−1(Bn)). En effet f−1( ∪
n≥0

Bn) = {x ∈ Ω : f(x) ∈ ∪
n≥0

Bn} = ∪
n≥0

{x ∈ Ω : f(x) ∈ Bn}.

Soient m 6= n, si x ∈ f−1(Bn), f(x) ∈ Bn, donc f(x) /∈ Bm (car B0, B1, B2, . . . sont deux à
deux disjoints), donc x /∈ f−1(Bm), donc f−1(Bn)∩ f−1(Bm) = ∅. Donc, puisque µ est une
mesure,

ν( ∪
n≥0

Bn) = µ( ∪
n≥0

f−1(Bn))

=
∑
n≥0

µ(f−1(Bn))

=
∑
n≥0

ν(Bn) .

Donc ν est une mesure.

Définition 2.4.4. Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Si f : Ω → [0,+∞] est mesurable (par
rapport aux tribus A et B(R)) positive, l’intégrale de f sur Ω par rapport à la mesure µ est
définie par ∫

Ω

f(x)µ(dx) := sup
φ∈E(f)

∫
Ω

φ(x)µ(dx)

où E(f) := {φ étagée positive : φ(x) ≤ f(x),∀x ∈ Ω}. Cette intégrale peut prendre sa valeur
dans [0,+∞].

Pour B ∈ A, on note ∫
B

f(x)µ(dx) =
∫

Ω

f(x)1B(x)µ(dx) .

Définition 2.4.5. Une fonction mesurable positive f est dite intégrable si
∫
Ω
f(x)µ(dx) <

∞.
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Proposition 2.4.6. Croissance de l’intégrale.
Soient f, g deux fonctions positives mesurables sur (Ω,A, µ). Si f ≤ g (ce qui veut dire
f(x) ≤ g(x),∀x) alors

∫
Ω
f(x)µ(dx) ≤

∫
Ω
g(x)µ(dx).

Démonstration. Nous avons E(f) ⊂ E(g) car f ≤ g. Donc

sup
φ∈E(f)

∫
Ω

φ(x)µ(dx) ≤ sup
φ∈E(g)

∫
Ω

φ(x)µ(dx) .

Cette proposition admet comme corollaire le théorème suivant.

Théorème 2.4.7. Théorème de comparaison.
Soient f, g deux fonctions positives mesurables sur (Ω,A, µ). Si f ≤ g et g est intégrable

alors f est intégrable.

Définition 2.4.8. Soit µ mesure sur (R,B(R)). La mesure µ est dite avoir pour densité la
fonction f ≥ 0 sur R (par rapport à λ) si ∀φ mesurable positive R → R,∫

R
φ(x)µ(dx) =

∫
R
φ(x)f(x)λ(dx) .

Ceci implique, en particulier, que ∀B ∈ B(R),

µ(B) =
∫

B

f(x)λ(dx) .

Théorème 2.4.9. Linéarité de l’intégrale.
Soit f fonction positive mesurable sur (Ω,A, µ) et a ≥ 0, alors :∫

Ω

f(x) + g(x)µ(dx) =
∫

Ω

f(x)µ(dx) +
∫

Ω

g(x)µ(dx)

et ∫
Ω

af(x)µ(dx) = a

∫
Ω

f(x)µ(dx) .

En particulier, si f et g sont intégables alors f + g aussi.

Théorème 2.4.10. Inégalité de Markov.
Soient f, g deux fonctions positives mesurables sur (Ω,A, µ). Soit a > 0. Alors :

µ({x ∈ Ω : f(x) ≥ a}) ≤ 1
a

∫
Ω

f(x)µ(dx) .

Démonstration. On a a1{y:f(y)≥a} ≤ f donc par théorème de comparaison (théorème 2.4.7) :∫
Ω

a1{y:f(y)≥a}(x)µ(dx) ≤
∫

Ω

f(x)µ(dx) .

La fonction a1{y:f(y)≥a} est une fonction étagée et on calcule son intégrale :∫
Ω

a1{y:f(y)≥a}(x)µ(dx) = a× µ({y : f(y) ≥ a}) + 0× µ({y : f(y) < a}) .

D’où le résultat.

2.4.2 Intégrales des fonctions mesurables de signe quelconque.

Soit une espace mesuré (Ω,A, µ). Soit f : Ω → R mesurable. Elle peut toujours s’écrire
f = f+ − f− avec f+ et f− mesurables positives :

f+(x) =

{
f(x) si f(x) ≥ 0
0 sinon

f−(x) =

{
0 si f(x) ≥ 0
−f(x) sinon.
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Définition 2.4.11. Une fonction f mesurable sur un espace mesuré (Ω,A, µ) est dite inté
-grable si f+ et f− le sont (voir définition 2.4.5 de l’intégrabilité des fonctions mesurables
positives) et dans ce cas, on définit l’intégrale de f (sur Ω par rapport à µ) par∫

Ω

f(x)µ(dx) :=
∫

Ω

f+(x)µ(dx)−
∫

Ω

f−(x)µ(dx)

et, ∀A ∈ A, l’intégrale de f sur A par∫
A

f(x)µ(dx) :=
∫

Ω

f(x)1A(x)µ(dx) .

Lemme 2.4.12. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (Ω,A, µ) et intégrable.
Alors ∣∣∣∣∫

Ω

f(x)µ(dx)
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f(x)|µ(dx)

Démonstration. ∣∣∣∣∫
Ω

f(x)µ(dx)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

f+(x)µ(dx)−
∫

Ω

f−(x)µ(dx)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ω

f+(x)µ(dx)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

Ω

f−(x)µ(dx)
∣∣∣∣

=
∫

Ω

f+(x)µ(dx) +
∫

Ω

f−(x)µ(dx)

=
∫

Ω

|f(x)|µ(dx) .

Ce lemme peut aussi être vu comme une conséquence de l’inégalité de Jensen (cf. exercice
4 du chapitre 4 et théorème 6.3.1).

Théorème 2.4.13. Linéarité et croissance.
Pour l’intégrale d’une fonction de signe quelconque, on a encore la linéarité et la croissance
comme dans la proposition 2.4.6 et le théorème 2.4.9.

Remarque 2.4.14. Lien intégrale de Lebesgue/intégrale de Riemann.
Quand (Ω,A, µ) = (R,B(R), λ), l’intégrale

∫
Ω
f(x)µ(dx) =

∫
R f(x)λ(dx) que nous venons de

définir s’appelle l’intégrale de Lebesgue sur R. Vu la définition 2.4.11, l’intégrale de Lebesgue
sur un intervalle [a, b] est donnée par∫

[a,b]

f(x)λ(dx) :=
∫

R
f(x)1[a,b](x)λ(dx) .

L’intégrale de Riemann est celle qui se calcule avec la primitive. Si f admet une primitive
F alors son intégrale de Riemann est∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

avec la convention que si F n’est pas définie en a (et pareil en b), par exemple parce que a =
−∞, alors F (a) = limx→a,x∈[a,b] F (x). On parle alors d’intégrale généralisée (ou d’intégrale
de Riemann généralisée). L’intégrale de Riemann n’est définie que si F (a) et F (b) sont finis.

On a les règles de signe suivantes :∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx∫
[a,b]

f(x)λ(dx) =
∫

[b,a]

f(x)λ(dx) .
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Dans le cas où f a une intégrale de Riemann, nous avons l’égalité suivante entre les deux
types d’intégrales si a ≤ b ∫

[a,b]

f(x)λ(dx) =
∫ b

a

f(x)dx .

C’est en général avec cette formule que l’on calculera les intégrales. On écrira parfois :∫
[a,b]

f(x)λ(dx) =
∫

[a,b]

f(x)dx .

2.5 Fonction de répartition

L’étude de la fonction de répartition d’une mesure va nos permettre de mettre en œuvre
les théorèmes de ce chapitre.

Définition 2.5.1. Soit µ mesure sur (R,B(R)) telle que µ(R) < +∞. On définit la fonction
de répartition de µ par :

Fµ : R → [0,+∞[
x 7→ Fµ(x) = µ(]−∞, x]) .

Proposition 2.5.2. Soit µ mesure sur (R,B(R)) telle que µ(R) < +∞. La fonction Fµ est
croissante, càdlàg (continue à droite avec une limite à gauche), limx→+∞ Fµ(x) = µ(R),
limx→−∞ Fµ(x) = 0.

Démonstration. Soient x ≤ y. Nous avons ]−∞, x] ⊂]−∞, y] donc, par la proposition 2.2.6,
Fµ(x) = µ(]−∞, x]) ≤ µ(]−∞, y]) = Fµ(y).

Soit x ∈ R et (un)n≥0 suite de R telle que un ≥ x et un ≥ un+1, ∀n et limn→+∞ un = x.
Pour tout n, ]−∞, un+1] ⊂]−∞, un], ∩

n≥0
]−∞, un] =]−∞, x] et µ(]−∞, u0]) ≤ µ(R) <∞,

donc, par la propostion sur l’intersection décroissante (prop. 2.2.9) limn→+∞ µ(]−∞, un]) =
µ( ∩

n≥0
]−∞, un]) = µ(]−∞, x]). En d’autres termes : limn→+∞ Fµ(un) = F (x). Ceci prouve

que F est continue à droite.
Soit x ∈ R et (un)n≥0 suite de R telle que un < x et un ≤ un+1, ∀n et limn→+∞ un = x.

Pour tout n, ] −∞, un+1] ⊃] −∞, un], ∪
n≥0

] −∞, un] =] −∞, x[, donc par la propriété de

réunion croissante (prop. 2.2.8), limn→+∞ F (un) = µ(]−∞, x[). Ceci prouve que Fµ a une
limite à gauche (égale à µ(]−∞, x[)).

On trouve également la limite de Fµ en +∞ en utilisant la proprété de réunion croissante
et la limite de Fµ en −∞ en utilisant la propriété d’intersection décroissante.

Remarque 2.5.3. Dans la proposition précédente, la limite à gauche en x de Fµ est µ(]−
∞, x[) et Fµ(x) = µ(]−∞, x]). Par la proposition 2.2.6, µ(]−∞, x])−µ(]−∞, x[) = µ({x}).
Donc Fµ(x) = µ(]−∞, x[) si et seulement si µ({x}) = 0.

2.6 Exercices

2.6.1 Énoncés

1) Rappel : Pour une famille d’ensemble (An)n∈N, on note
⋂

n≥0An = {x : ∀n, x ∈ An} et⋃
n≥0An = {x : ∃n tel que x ∈ An}

(a) Déterminer
⋂

n≥0]1, 1 + 1/(n+ 1)].
(b) Déterminer

⋂
n≥0]1, 2 + 1/(n+ 1)].

(c) Déterminer
⋂

n≥0]1− 1/(n+ 1), 2].

(d) Soit f : R → R, x 7→ x2. Déterminer f−1(
⋃

n≥0[1/(n+ 1),+∞[).

2) Soit Ω un ensemble et soient A0, A1, . . . des parties de Ω.
(a) On suppose dans cette question que A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ . . . . Posons

pour tout n ≥ 1, Bn = An�An−1 (rappel : A�C = {x ∈ A : x /∈ C}). Montrer que
les ensembles Bn sont deux à deux disjoints.
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(b) On note : ∀A ⊂ Ω, Ac = {x ∈ Ω : x /∈ A}. Montrer que ∪
n≥0

Ac
n = ( ∩

n≥0
An)c.

(c) Montrer que ( ∪
n≥0

Ac
n)c = ∩

n≥0
An.

3) Soit A1, ..., An une partition de R. Montrer que A = {
⋃

i∈I Ai : I ⊂ {1, ..., n}} est une
tribu. (A est constitué de toutes les réunions possibles d’ensembles Ai.)

4) Soit

Card : P(N) → [0,+∞]
A 7→ Card(A) = le nombre d’éléments de A .

Montrer que Card est une mesure sur (N,P(N)).
5) On se donne un espace mesurable (E,A).

(a) Soit x ∈ E, on note

δx : A → [0,+∞]

B 7→ δx(B)

{
= 1 si x ∈ B
= 0 sinon .

Montrer que δx est une mesure sur (E,A).
(b) Soient x1, ..., xk des éléments distincts de E et p1, ..., pk ∈ R∗

+. On note

µ : A → [0,+∞]

B 7→ µ(B) =
∑

1≤i≤k

piδxi(B)

Montrer que µ est une mesure sur (E,A).

6) Soit A = ∪n≥0[n, n + 1
2n [. Calculer λ(A). (On se servira du fait que A est réunion

d’ensembles disjoints et on utilisera la propriété d’additivité.)
7) (a) Soit x ∈ R, calculer λ({x}) (utiliser la propriété de croissance).

(b) Soit x0, x1, x2, · · · ∈ R, calculer

λ(∪n≥0{xn})

(utiliser la propriété de sous-additivité).
(c) En déduire que λ(Q) = 0. Calculer λ([0, 1]\Q).

8) Un ensemble de Cantor.
Pour n ≥ 1, on note :

An = {x ∈ [0, 1[, x n’a que des 1 ou des 5 dans son développement décimal
jusqu’à l’ordre n}

An est donc l’ensemble des x ∈ [0, 1[ qui s’écrivent x = 0, u1u2 . . . unun+1 . . . avec
u1, . . . , un ∈ {1, 5}.
(a) Calculer λ(An) pour tout n.
(b) Soit B = ∩n≥1An, calculer λ(B) (utiliser la propriété d’intersection décroissante).

9) Mesures à densité.
(a) Soit µ mesure sur (R,B(R)) de densité 1[0,1](x) par rapport à la mesure de Lebesgue.

Calculer µ([0, 1]), µ([0, 2]), µ([0, 1/2]), µ({1/2}).
(b) Soit µmesure sur (R,B(R)) de densité 1x>0e

−x par rapport à la mesure de Lebesgue.
Calculer µ(R), µ({1}), µ([0, 1]), µ([1,+∞[).

(c) Soit µ mesure sur (R,B(R)) de densité 1x>0xe
−x2/2 par rapport à la mesure de

Lebesgue. Calculer µ([0, 1]).

10) (a) Montrer que 0 ≤ 1
e1

∫ e1

0
(cos(x))2dx ≤ 1.

(b) Montrer que 0 ≤
∫ 2

0
e−x2/2
√

2π
dx ≤ 2√

2π
.

(c) Montrer que 0 ≤
∫ π/2

π/3
sin(log(1 + u))du ≤ 1

2 .
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2.6.2 Corrigés

(1) (a)
⋂

n≥0]1, 1 + 1/(n + 1)] = ∅ car 1 /∈
⋂

n≥0]1, 1 + 1/(n + 1)] et ∀x 6= 1, ∃n tel que
x /∈]1, 1 + 1/(n+ 1)] et donc x /∈

⋂
n≥0]1, 1 + 1/(n+ 1)]

(b)
⋂

n≥0]1, 2 + 1/(n+ 1)] =]1, 2]
(c)

⋂
n≥0]1− 1/(n+ 1), 2] = [1, 2]

(d)
⋃

n≥0[1/(n+ 1),+∞[=]0,+∞[ donc f−1(
⋃

n≥0[1/(n+ 1),+∞[) = f−1(]0,+∞[) =
R�{0} = R∗

(2) (a) Soient k 6= n, k < n. Ak ⊂ An−1 donc ∀x ∈ Ak, x /∈ Bn. Comme Bk ⊂ Ak, alors
Bk ∩Bn = ∅

(b) – Si x ∈ ( ∩
n≥0

An)c alors x /∈ ∩
n≥0

An donc ∃n tel que x /∈ An. Donc ∃n tel que

x ∈ Ac
n. Donc x ∈ ∪

n≥0
Ac

n.

– Si x ∈ ∪
n≥0

Ac
n alors ∃n tel que x /∈ An. Donc x /∈ ∩

n≥0
An. Donc x ∈ ( ∩

n≥0
An)c.

Conclusion : ∪
n≥0

Ac
n = ( ∩

n≥0
An)c.

(c) Par passage au complémentaire dans le résultat précécent : ( ∪
n≥0

Ac
n)c = ∩

n≥0
An.

(3) On rappelle que ”A1, . . . , An partition de R” signifie que les ensembles Ai sont 2 à 2
disjoints et que A1 ∪ · · · ∪An = R.
(i) R = A1 ∪ · · · ∪An ∈ A
(ii) Soit ∪

i∈I
Ai ∈ A, ( ∪

i∈I
Ai)c = ∪

i/∈I
Ai ∈ A.

(iii) Si on fait une réunion dénombrable d’éléments de A :

∪
n≥0

( ∪
i∈In

Ai) =
⋃

»
i∈ ∪

n≥0
In

–Ai ∈ A .

(4) Fait en cours
(5) (a) Remarque : δx s’appelle la mesure de Dirac en x.

(i) δx est bien une fonction de A dans [0,+∞]
(ii) δx(∅) = 0 car x /∈ ∅
(iii) Si on a des éléments 2 à 2 disjoints de A : A0, A1, . . . .

δx( ∪
n≥0

An)

{
= 1 si x ∈ ∪

n≥0
An

= 0 sinon{
= 1 si ∃n tel que x ∈ An

= 0 sinon

=
∑
n≥0

δx(An)

car les An sont 2 à 2 disjoints (et donc au plus un seul d’entre eux contient x,
c’est à dire au plus un seul d’entre eux est tel que δx(An) = 1).

(b) On remarque que ∀i, δxi
est une mesure par la question précédente.

(i) µ est bien une fonction de A dans [0,+∞]
(ii) µ(∅) =

∑
1≤i≤k piδxi(∅) = 0

(iii) Si on a des éléments 2 à 2 disjoints de A : A0, A1, . . . :

µ( ∪
n≥0

An) =
∑

1≤i≤k

piδxi( ∪
n≥0

An)

=
∑

1≤i≤k

pi

∑
n≥0

δxi(An)

=
∑
n≥0

∑
1≤i≤k

piδxi(An)

=
∑
n≥0

µ(An) .
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(6) Les ensembles [n, n + 1
2n [ sont 2 à 2 disjoints donc λ(A) =

∑
n≥0 λ([n, n + 1

2n [) =∑
n≥0

1
2n = 2.

(7) (a) ∀ε > 0, {x} ⊂ [x, x+ ε] donc λ({x}) ≤ λ([x, x+ ε]) = ε. Donc λ({x}) = 0.

(b) λ(∪n≥0{xn}) ≤
∑

n≥0 λ({xn}) = 0 par la question précédente.

(c) Q est dénombrable donc on peut écrire Q = {x0, x1, . . . , xn, . . .} donc λ(Q) = 0
par la question précédente.

(8) (a) On remarque que

An = {[x, x+ 10−n[: x = 0, u1 . . . un avec u1, . . . , un ∈ {1, 5}}
=

⋃
x∈Bn

[x, x+ 10−(n+1)[

où Bn = {x = 0, u1 . . . un avec u1, . . . , un ∈ {1, 5}}. On remarque que Bn est fini
et que les intervalles ([x, x+ 10−n[)x∈Bn sont 2 à 2 disjoints. Donc :

λ(An) =
∑

x∈Bn

λ([x, x+ 10−n[)

= Card(Bn)× 10−n = 2n × 10−n .

(b) ∀n, An ⊂ An+1 donc par intersection décroissante : λ(B) = limn→+∞ λ(An) = 0.

(9) (a) µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1

0
1dx = 1

µ([0, 2]) =
∫

R 1[0,2](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1

0
1dx = 1

µ([0, 1/2]) =
∫

R 1[0,1/2](x)1[0,1](x)dx =
∫ 1/2

0
1dx = 1/2

µ({1/2}) =
∫

R 1{1/2}(x)1[0,1](x)dx =
∫

R 1{1/2}(x)dx = 0 car λ({1/2}) = 0

(b) µ(R) =
∫

R 1x>0e
−xdx = 1

µ({1}) =
∫

R 1{1}(x)1x>0e
−xdx =

∫
R 1{1}(x)e−1dx = 0 car λ({1}) = 0

µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1x>0e
−xdx =

∫ 1

0
e−xdx = 1− e−1

µ([1,+∞[) =
∫

R 1[1,+∞](x)1x>0e
−xdx =

∫ +∞
1

e−xdx = e−1

(c) µ([0, 1]) =
∫

R 1[0,1](x)1x>0(x)xe−x2/2dx =
∫ 1

0
xe−x2/2dx =

[
−e−x2/2

]1
0

= (1 −
e−1/2)

(10) On utilise à chaque fois la propriété de croissance de l’intégrale (prop. 2.4.6).

(a) Pour tout x, 0 ≤ | cos(x)| ≤ 1 donc 0 ≤ 1
e1

∫ e1

0
(cos(x))2dx ≤ 1

e1

∫ e1

0
1dx = 1.

(b) Pour tout x ∈ [0, 2], 0 ≤ e−x2/2
√

2π
≤ e0

√
2π

= 1√
2π

donc 0 ≤
∫ 2

0
e−x2/2
√

2π
dx ≤ 2√

2π
.

(c) Pour tout u ≥ 0, 0 ≤ log(1 + u) ≤ u. Si u ∈ [π/3;π/2] alors 0 ≤ log(1 + u) ≤ u ≤
π/2 et sin est croissante positive sur [0;π/2]. Donc 0 ≤

∫ π/2

π/3
sin(log(1 + u))du ≤∫ π/2

π/3
sin(u)du = [− cos(u)]π/2

π/3 = 1
2 .



Chapitre 3

Ensembles négligeables

Définition 3.0.1. Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Un élément A de A est dit négligeable
(pour la mesure µ) si µ(A) = 0.

Soit f : Ω → R une fonction mesurable. Elle est dite µ-presque partout nulle si ∃A ∈ A
négligeable tel que x ∈ Ac ⇒ f(x) = 0. On dira aussi que f est : presque partout nulle,
µ-presque sûrement nulle, presque sûrement nulle, p.p. nulle, p.s. nulle.

Remarque 3.0.2. Une fonction positive d’intégrale finie est finie p.p.
Si f est une fonction mesurable positive Ω → R+ telle que ∃A ∈ A, µ(A) > 0 et f(x) = +∞
si x ∈ A, alors

∫
Ω
f(x)µ(dx) = +∞. En effet, la fonction φ(x) = +∞ × 1A(x) est une

fonction étagée vérifiant φ ≤ f ,
∫
Ω
φ(x)µ(dx) = +∞. D’où

∫
Ω
f(x)µ(dx) = +∞ par la

définition ci-dessus.
Nous avons donc que si

∫
Ω
f(x)µ(dx) < +∞ alors il n’existe pas d’ensemble A ayant les

propriétés ci-dessus, ce qui veut donc dire que f est finie presque partout.

Théorème 3.0.3. Espace complet.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Il existe une tribu B sur Ω et une mesure ν sur B telles

que
– A ⊂ B
– si A ∈ A alors µ(A) = ν(A)
– ∀N ⊂ Ω tel que N ⊂ A avec A ∈ A, µ(A) = 0, on a N ∈ B et ν(N) = 0.

La tribu B est alors appelée tribu complétée de A et ν est appelée mesure complétée de µ.
Un espace mesuré (Ω,A, µ) pour lequel

[N ⊂ A avec A ∈ A, µ(A) = 0] ⇒ [N ∈ A]

est appelé un espace mesuré complet.

Théorème 3.0.4. Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré et f fonction mesurable sur cet espace.
Alors f est p.p. nulle ⇒

∫
Ω
f(x)µ(dx) = 0. Et la réciproque est vraie pour f ≥ 0.

Démonstration. – Si f est p.p. nulle alors ∃A ∈ A tel que µ(A) = 0 et f est nulle
sur Ac. Soit φ ∈ E(f) et B1, . . . , Bp partition associée à φ. On note B′

i = Bi ∩ A et
B′′

i = Bi∩Ac, ∀i ∈ {1, . . . , p}. Les ensembles B′
1, . . . , B

′
p, B

′′
1 , . . . , B

′′
p sont deux à deux

disjoints et φ est constante sur chacun d’entre eux. Pour x ∈ B′
i, on note φ(x) = ci.

Pour tout x dans B′′
1 , . . . , B

′′
p , f(x) = 0. Pour tout i ∈ {1, . . . p}, µ(B′

i) ≤ µ(A) (par
proposition 2.2.6) donc µ(B′

i) = 0. Donc∫
Ω

φ(x)µ(dx) = 0× µ(B′′
1 ) + · · ·+ 0× µ(B′′

p ) + c1 × µ(B′
1) + · · ·+ cp × µ(B′

p) = 0 .

Cela est vrai pout toute φ ∈ E(f) donc
∫
Ω
f(x)µ(dx) = 0.

– Soit maintenant f ≥ 0. Si
∫
Ω
f(x)µ(dx) = 0. Soit ε > 0, soit Aε = {x ∈ Ω : f(x) ≥

ε} = f−1([ε,+∞[). L’ensemble [ε,+∞[ appartien à B(R) car c’est un intervalle. La
fonction f est mesurable donc Aε ∈ A. Soit φ étagée telle que

φ(x)

{
= 0 si x ∈ Ac

ε

= ε si x ∈ Aε .

17
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L’ensemble Ac
ε appartient à A. Pour tout x, φ(x) ≤ f(x) donc

0 ≤
∫

Ω

φ(x)µ(dx) ≤
∫

Ω

f(x)µ(dx)

donc
∫
Ω
φ(x)µ(dx) = 0. Par ailleurs,∫

Ω

φ(x)µ(dx) = 0× µ(Ac
ε) + ε× µ(Aε)

donc µ(Aε) = 0. Les ensembles A1/n pour n ∈ N∗ vérifient A1/n ⊂ A1/n+1. Donc par
la proposition sur la réunion croissante (proposition 2.2.8), µ({x ∈ Ω : f(x) > 0}) =
µ(∪n≥1A1/n) = limn≥+∞ µ(A1/n) = 0. Donc f est nulle p.p.

Proposition 3.0.5. Intégrale sur un ensemble négligeable.
Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Soit A ∈ A négligeable. Soit f, g : Ω → R mesurables. On
suppose que

∫
Ω
f(x)µ(dx) est définie (ce qui a lieu, par définition, quand f+ et f− sont

d’intégrales finies) ainsi que
∫
Ω
g(x)µ(dx). On suppose que f(x) = g(x) si x /∈ A (donc f et

g sont preque partout égale). Alors ∫
A

f(x)µ(dx) = 0 ,

∫
Ω

f(x)µ(dx) =
∫

Ω

g(x)µ(dx) .

Démonstration. – Par définition,∫
A

f(x)µ(dx) =
∫

Ω

f(x)1A(x)µ(dx) .

Donc par le théorème précédent,
∫

A
f(x)µ(dx) = 0.

– Par linéarité,
∫
Ω
f(x)µ(dx)−

∫
Ω
g(x)µ(dx) =

∫
Ω
(f(x)− g(x))µ(dx). La fonction f − g

est nulle presque partout donc, par le théorème précédent
∫
Ω
(f(x)− g(x))µ(dx) = 0.

On retient de la proposition précédente que deux fonctions égales presque partout ont la
même intégrale.



Chapitre 4

Théorèmes limites

On se donne (Ω,A, µ) un espace mesuré complet. On supposera à partir de maintenant,
pour des raisons techniques, que Ω est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure finie.
On dit alors que Ω est σ-fini.

4.1 Stabilité de la mesurabilité par passage à la limite.

Théorème 4.1.1. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions Ω → R une suite de fonctions me-
surables positives. Alors supn fn et infn fn sont des fonctions mesurables.

Démonstration partielle. On pose f(x) = supn fn(x). Nous allons montrer que ∀a ∈ R,
f−1(] −∞, a]) ∈ A. Cela est en fait suffisant pour montrer que f est mesurable mais nous
ne démontrerons pas ce point.

Fixons donc a ∈ R et prenons A = f−1(]−∞, a]). On remarque que

A = {x ∈ Ω : f(x) ≤ a}
= {x ∈ Ω : fn(x) ≤ a,∀n}
= ∩n≥0{x ∈ Ω : fn(x) ≤ a} .

Pour tout n, {x ∈ Ω : fn(x) ≤ a} = f−1
n (A) ∈ A car fn est mesurable. La famille A est une

tribu, elle est donc stable par intersection dénombrable donc f−1(A) ∈ A.

Définition 4.1.2. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions Ω → R. On dit que (fn) convergence
presque sûrement vers f (et on note fn

p.s.−→
n→+∞

f) s’il existe A négligeable tel que [x /∈ A] ⇒
[fn(x) −→

n→+∞
f(x)].

Définition 4.1.3. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions Ω → R. On dit que (fn) convergence
simplement vers f si ∀x, fn(x) −→

n→+∞
f(x).

Remarque 4.1.4. La convergence simple implique la convergence presque sûre.

Corollaire 4.1.5. Si on a une suite (fn) de fonctions Ω → [0,+∞[ mesurables (positives)
telle que fn

p.s.−→
n→+∞

f alors f est mesurable.

Démonstration. On ne va faire la démonstration que dans le cas où (fn) converge simplement
vers f . Pour tout x et pour tout n, on pose vn(x) = sup{fn(x), fn+1(x), fn+2(x), . . .}. Par
le théorème précédent, les fonctions vn sont mesurables. Pour tout x,
f(x) = inf{v0(x), v1(x), v2(x), . . .}. Donc par le théorème précédent, f est mesurable.

4.2 Théorèmes de convergence pour les intégrales.

Théorème 4.2.1. Théorème de convergence monotone
Soit (fn) une suite croissante (c’est à dire que ∀x, ∀n, fn(x) ≤ fn+1(x)) de fonctions

19
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mesurables positives Ω → [0,+∞[ convergeant presque sûrement vers une fonction f . Alors

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)µ(dx) =
∫

Ω

f(x)µ(dx) .

Démonstration. Soit α ∈]0, 1[. La suite (
∫
Ω
fn(x)µ(dx)) est croissante (par croissance de

l’intégrale) donc elle a une limite l ∈ [0,+∞]. Soit pour tout n, An = {x ∈ Ω : fn(x) ≥
αf(x)}. Pour tout n et pour tout x, fn(x) ≥ fn(x)1An(x) donc∫

Ω

fn(x)µ(dx) ≥
∫

Ω

fn(x)1An
(x)µ(dx) =

∫
An

fn(x)µ(dx) ≥ α

∫
An

f(x)µ(dx) (4.2.1)

Montrons que ∫
An

f(x)µ(dx) −→
n→+∞

∫
Ω

f(x)µ(dx) . (4.2.2)

Soit ε > 0. Soit φ une fonction étagée telle que φ ≤ f ,
∫
Ω
φ(x)µ(dx) ≥

∫
Ω
f(x)µ(dx)− ε (il

en existe par définition de l’intégrale). Nous avons∫
Ω

1An(x)φ(x)µ(dx) ≤
∫

Ω

f(x)1An(x)µ(dx) ≤
∫

Ω

f(x)µ(dx) . (4.2.3)

On suppose que φ se décompose sur une certaine partition B1, . . . , Bp :

φ(x) =
∑

1≤i≤p

bi1Bi(x) .

Alors ∀n, φ1An est une fonction étagée qui se décompose en

φ(x)1An(x) = 0× 1Ac
n
(x) +

∑
1≤i≤p

bi1Bi∩An(x) .

Et donc ∫
Ω

φ(x)1An(x)µ(dx) = 0× µ(Ac
n) +

∑
1≤i≤p

bi × µ(Bi ∩An) (4.2.4)

Pour tout n, nous avons An ⊂ An+1 et donc ∀i, Bi ∩ An ⊂ Bi ∩ An+1. Par la propriété de
convergence croissante de la mesure,

µ(Bi ∩An) −→
n→+∞

µ(∪n≥0(Bi ∩An)) = µ(Bi ∩ ∪n≥0An) . (4.2.5)

On remarque que ∪n≥0An = {x ∈ Ω : ∃n, fn(x) ≥ αf(x)} ⊃ {x ∈ Ω : fn(x) −→
n→+∞

f(x)}.
Donc {x ∈ Ω : fn(x) −→

n→+∞
f(x)}c ⊃ (∪n≥0An)c. Donc 0 = µ({x ∈ Ω : fn(x) −→

n→+∞
f(x)}c) ≥ µ((∪n≥0An)c). Donc µ((∪n≥0An)c) = 0, µ(Bi∩(∪n≥0An)c) ≤ µ((∪n≥0An)c) = 0.
Puis µ(Bi) = µ(Bi ∩ (∪n≥0An)c) + µ(Bi ∩ (∪n≥0An)) donc µ(Bi) = µ(Bi ∩ ∪n≥0An). On
déduit donc de (4.2.4) et (4.2.5)∫

Ω

φ(x)1An(x)µ(dx) −→
n→+∞

∑
1≤i≤p

bi × µ(Bi) =
∫

Ω

φ(x)µ(dx) .

Donc par (4.2.3) ∫
Ω

f(x)µ(dx)− ε ≤
∫

Ω

φ(x)µ(dx)

≤ lim inf
n→+∞

∫
An

f(x)µ(dx)

≤ lim sup
n→+∞

∫
An

f(x)µ(dx)

≤
∫

Ω

f(x)µ(dx)
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Cela est vrai pour tout ε > 0 donc nous avons donc montré (4.2.2). Alors, par (4.2.1),

l ≥ α

∫
Ω

f(x)µ(dx) . (4.2.6)

Pour presque tout x, fn(x) ↗
n→+∞

f(x) donc fn(x) ≤ f(x). Soit ∀n, f̄n définie par

f̄n(x) =

{
fn(x) si fn(x) ≤ f(x)
0 sinon

Les fonctions fn et f̄n sont égales presque partout donc leurs intégrales sont égales. La
fonction f̄n vérifie f̄n(x) ≤ f(x) (∀x) donc en particulier∫

Ω

fn(x)µ(dx) =
∫

Ω

f̄n(x)µ(dx) ≤
∫

Ω

f(x)µ(dx) .

Donc ∫
Ω

f(x)µ(dx) ≥ l .

Et comme l ’équation (4.2.6) est vraie pour tout α ∈]0, 1[, ceci finit la démonstration.

Théorème 4.2.2. Lemme de Fatou
Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables positives. On note f = lim infn→+∞ fn. Alors
f est mesurable positive et ∫

Ω

fdµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fndµ

Démonstration. Par définition de la lim inf, nous avons pour tout x,

f(x) = lim
n→+∞

(
inf
k≥n

fk(x)
)

(cette limite existe dans ] − ∞,+∞] car c’est la limite d’une suite décroissante). Par le
théorème 4.1.1, les fonctions x 7→ infk≥n fk(x) sont mesurables pour tout n. Par le corollaire
4.1.5, la fonction f est mesurable.

Soit m ≥ 1. Soit pour tout n, An = {x : ∀p ≥ n, fp(x) ≥ (f(x) − 1
m )+}. Pour tout x,

∃N ∈ N tel que n ≥ N ⇒ fn(x) ≥ f(x) − 1
m . Nous avons donc ∪

n≥1
An = Ω. On remarque

que pour tout n, An ⊂ An+1. Et donc pour tout x,(
f(x)− 1

m

)
+

1An(x) ↗
n→+∞

(
f(x)− 1

m

)
+

.

Donc, par théorème de convergence monotone,∫
Ω

(
f(x)− 1

m

)
+

1An(x)µ(dx) −→
n→+∞

∫
Ω

(
f(x)− 1

m

)
+

µ(dx) .

Pour tout n, nous avons∫
Ω

fn(x)µ(dx) ≥
∫

Ω

fn(x)1An(x)µ(dx) ≥
∫

Ω

(
f(x)− 1

m

)
+

1An
(x)µ(dx)

et donc

lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x)µ(dx) ≥
∫

Ω

(
f(x)− 1

m

)
+

µ(dx) .

Nous avons pour tout x,
(
f(x)− 1

m

)
+

↗
m→∞

f(x). Donc, par théorème de convergence mo-

notone,
∫
Ω

(
f(x)− 1

m

)
+
µ(dx) −→

m→∞

∫
Ω
f(x)µ(dx). Et donc

lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x)µ(dx) ≥
∫

Ω

f(x)µ(dx) .
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Théorème 4.2.3. Théorème de convergence dominée (appelé aussi théorème de Lebesgue)
Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables sur Ω. Si :

– il existe g positive mesurable et intégrable telle que ∀n ∈ N, ∀x ∈ Ω, |fn(x)| ≤ g(x)
– et fn

p.s.−→
n→+∞

f

alors
–
∫
Ω
|f(x)|µ(dx) <∞

– limn→+∞
∫
Ω
|fn(x)− f(x)|µ(dx) = 0 .

Ce qui implique en particulier

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)µ(dx) =
∫

Ω

f(x)µ(dx) .

Démonstration. Pour simplifier la démonstration, nous allons suppose que (fn) converge
simplement vers f . Nous avons alors pour tout x, |f(x)| ≤ g(x), donc

∫
Ω
|f(x)|µ(dx) < ∞.

Pour tout x, 2g(x)−|f(x)−fn(x)| ≥ 0 et lim infn→+∞(2g(x)−|f(x)−fn(x)|) = 2g(x) donc
par le lemme de Fatou

lim inf
n→+∞

∫
Ω

(2g(x)− |f(x)− fn(x)|)µ(dx) ≥
∫

Ω

2g(x)µ(dx) .

Mais par linéarité de l’intégrale,

lim inf
n→+∞

∫
Ω

(2g(x)− |f(x)− fn(x)|)µ(dx) =
∫

Ω

2g(x)µ(dx)− lim sup
n→+∞

∫
Ω

|f(x)− fn(x)|µ(dx) .

Donc

lim sup
n→+∞

∫
Ω

|f(x)− fn(x)|µ(dx) = 0

lim
n→+∞

∫
Ω

|f(x)− fn(x)|µ(dx) = 0 .

Puis ∣∣∣∣∫
Ω

fn(x)µ(dx)−
∫

Ω

f(x)µ(dx)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)− fn(x)µ(dx)
∣∣∣∣

(par lemme 2.4.12) ≤
∫

Ω

|f(x)− fn(x)|µ(dx) −→
n→+∞

0 .

Exemple 4.2.4. Soit l’espace mesuré (N,P(N), card). Soit f(k) = 1
(k+1)2 et pour tout n ≥ 0,

fn(k) = 1
(k+1)2 1k≤n. Pour tout k, fn(k) ↗

n→+∞
f(x). Fixons n ≥ 0, la fonction fn est étagée

et son intégrale vaut∫
N
fn(x)card(dx) =

1
1
× card({0}) +

1
22
× card({1}) + . . .

· · ·+ 1
(n+ 1)2

× card({n}) + 0× card({n+ 1, n+ 2, . . .})

=
n∑

k=0

1
(k + 1)2

.

Par théorème de convergence monotone,∫
N
fn(x)card(dx) −→

n→+∞

∫
N
f(x)card(dx)

et donc ∫
N
f(x)card(dx) =

+∞∑
k=0

1
(k + 1)2

.
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On peut ainsi montrer que pour n’importe quelle fonction g : N → R+,∫
N
g(x)card(dx) =

+∞∑
k=0

g(k)

et donc, pour l’espace mesuré (N,P(N), card), calculer une intégrale d’une fonction positive
revient à faire la somme d’une série.

Exemple 4.2.5. Soit l’espace mesuré ([0, 1],B([0, 1]), λ). Soient les fonctions (pour n ≥ 1)

fn : [0, 1] → R+

x 7→ 1− x1/n

Pour tout x ∈]0, 1], limn→+∞ fn(x) = 0 et fn(0) = 1 pour tout n ≥ 1. Donc fn
p.s.−→

n→+∞
f (sur

[0, 1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n ≥ 1, |fn(x)| ≤ 1 qui est une fonction intégrable
sur [0, 1]. En effet ∫

[0,1]

1dx = 1 <∞ .

Donc, par théorème de convergence dominée,∫
[0,1]

fn(x)µ(dx) −→
n→+∞

0 .

4.3 Intégrales dépendant d’un paramètre

Soit f : R × R → R, on définit une fonction F (u) =
∫

R f(u, x)λ(dx). Cette fonction
F s’appelle, suivant les auteurs, une « intégrale à paramètre », « intégrale dépendant d’un
paramètre », . . . Dans cette partie, nous allons démontrer diverses propriétés des intégrales
à paramètre à l’aide du théorème de convergence dominée.

Théorème 4.3.1. Continuité sous l’intégrale
Soit f : R× R → R telle que

(i) ∀u ∈ R, x 7→ f(u, x) est mesurable

(ii) ∃u∞ tel que pour presque tout x, u 7→ f(u, x) est continue en u∞

(iii) ∃g positive intégrable telle que ∀u ∈ R, |f(u, x)| ≤ g(x) .

Alors la fonction F définie par F (u) =
∫

R f(u, x)λ(dx) est définie en tout point u ∈ R et est
continue en u∞.

Démonstration. Il suffit de montrer que F (un) −→
n→+∞

F (u∞) pour toute suite (un)n≥0

convergeant vers u∞. Prenons donc une telle suite (un)n≥0. Posons ∀n, fn(x) = f(un, x).
Nous avons fn

p.s.−→
n→+∞

h avec h(x) := f(u∞, x) par (ii). Les fonctions fn sont mesurables

par (i). Par (iii), nous avons ∀n, ∀x, |fn(x)| ≤ g(x) avec g intégrable. Donc par théorème de
convergence dominée,

F (un) =
∫

R
fn(x)λ(dx) −→

n→+∞

∫
R
h(x)λ(dx) = F (u∞) .

Corollaire 4.3.2. Théorème de continuité « globale »sous l’intégrale
Soit f : R× R → R telle que

(i) ∀u ∈ R, x 7→ f(u, x) est mesurable

(ii) pour presque tout x, u 7→ f(u, x) est continue

(iii) ∃g positive intégrable telle que ∀u ∈ R, |f(u, x)| ≤ g(x) .

Alors la fonction F définie par F (u) =
∫

R f(u, x)λ(dx) est définie et continue en tout point
u ∈ R.
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Remarque 4.3.3. Ces théorèmes restent vrais si on remplace u ∈ R par u ∈ I avec I
intervalle ouvert de R.

Exemple 4.3.4. Convolution
Soit f : R → R intégrable et φ : R → R bornée et continue. La convolée de f et φ est définie
par

u 7→ (f ? φ)(u) :=
∫

R
φ(u− x)f(x)λ(dx)

Notons h(u, x) = φ(u − x)f(x). Pour tout x, u 7→ φ(u − x)f(x) est continue. Pour tout u,
|φ(u − x)f(x)| ≤ ‖φ‖∞|f(x)| et

∫
Ω
‖φ‖∞|f(x)|λ(dx) < ∞ par hypothèse. On rappelle que

‖φ‖∞ := supv∈R φ(v). Pour tout u ∈ R, x 7→ φ(u− x)f(x) est mesurable comme produit de
fonctions mesurables. Donc par le théorème de continuité globale, f ? φ est continue sur R.

Théorème 4.3.5. Dérivation sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, u∞ ∈ I. Soit f : I × R → R telle que

(i) ∀u ∈ I, x 7→ f(u, x) est intégrable

(ii) pour presque tout x, ∂f
∂u (u∞, x) existe

(iii) ∃g positive intégrable telle que ∀u ∈ I, ∀x ∈ R, |f(u, x)− f(u∞, x)| ≤ g(x)|u− u∞| .

Alors F (u) :=
∫

R f(u, x)λ(dx) existe pour tout u ∈ I et est dérivable en u∞. De plus

F ′(u∞) =
∫

R

∂f

∂u
(u∞, x)λ(dx) .

Démonstration. L’existence de F est assurée par (i).
En ce qui concerne la dérivation, il suffit de montrer que pour toute suite (un)n≥0 conver-

geant vers u∞ avec ∀n, un 6= u∞, F (un)−F (u∞)
un−u∞

−→
n→+∞

∫
R

∂f
∂u (u∞, x)λ(dx). Prenons donc une

telle suite (un)n≥0. Posons ∀n

φn(x) =
f(un, x)− f(u∞, x)

un − u∞
.

Par (ii), φn
p.s.−→

n→+∞
∂f
∂u (u∞, .). Par (iii), nous avons pour p.t. x, |φn(x)| ≤ g(x). Donc par

théorème de convergence dominée,

F (un)− F (u∞)
un − u∞

=
∫

R

f(un, x)− f(u∞, x)
un − u∞

λ(dx) −→
n→+∞

∫
R

∂f

∂u
(u∞, x)λ(dx) .

Corollaire 4.3.6. Dérivation « globale »sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f : I × R → R telle que

(i) ∃u0 ∈ I, x 7→ f(u0, x) est intégrable

(ii) pour p.t. x, u 7→ f(u, x) est dérivable sur I

(iii) ∀x, ∀u,
∣∣∣∂f
∂u (u, x)

∣∣∣ ≤ g(x) avec g intégrable .

Alors F (u) :=
∫

R f(u, x)λ(dx) existe et est dérivable sur I. De plus

F ′(u) =
∫

R

∂f

∂u
(u, x)λ(dx) .

Démonstration. Pour tout u ∈ I,

|f(u, x)| ≤ |f(u0, x)|+ |f(u, x)− f(u0, x)|

≤ |f(u0, x)|+ |u− u0| sup
v∈[u,u0]

∣∣∣∣∂f∂u (v, x)
∣∣∣∣

≤ f(u0, x)|+ |u− u0|g(x) .
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Donc, par (i) et (iii), F est bien définie. Pour tous u, u∞ ∈ I, pour tout x,

|f(u, x)− f(u∞, x)| ≤ |u− u∞| sup
v∈[u,u0]

∣∣∣∣∂f∂u (v, x)
∣∣∣∣

≤ g(x)|u− u∞|

par (iii). Et le théorème précécent finit la démonstration.

Exemple 4.3.7. Soit, pour u > 0, F (u) =
∫ +∞
0

e−ut× sin(t)
t dt. La fonction t 7→ e−1×t× sin(t)

t

est intégrable sur ]0,+∞[ car
∣∣∣e−1×t × sin(t)

t

∣∣∣ ≤ e−t (car
∣∣∣ sin(t)

t

∣∣∣ ≤ 1). Pour tout t > 0,

u 7→ e−ut × sin(t)
t est dérivable sur ]0,+∞[ et ∂

∂u

(
e−ut × sin(t)

t

)
= −e−ut sin(t).

Soit ε > 0. Pour tout u > ε, |−e−ut sin(t)| ≤ e−εt (car | sin(t)| ≤ 1) qui est intégrable
sur ]0,+∞[. Donc par théorème de dérivation globale, nous avons pour u > ε

F ′(u) =
∫ +∞

0

−e−ut sin(t)dt .

Cela est vrai ∀ε > 0 donc ∀u > 0, F ′(u) =
∫ +∞
0

−e−ut sin(t)dt. Calculons

F ′(u) =
[
e−ut cos(t)

]+∞
0

+
∫ +∞

0

ue−ut cos(t)dt

= −1 +
[
ue−ut sin(t)

]+∞
0

+
∫ +∞

0

u2e−ut sin(t)dt

= −1− u2F ′(u) .

Donc F ′(u) = −1
1+u2 . Donc il existe une constante C telle que F (u) = C−arctan(u). Posons

pour n ∈ N∗, fn(t) = exp(−nt) sin(t)
t . Les fonctions fn sont mesurables. Pour tout t > 0,

fn(t) −→
n→+∞

0 et |fn(t)| ≤ e−t × 1 qui est intégrable sur [0,+∞[. Donc, par théorème de

convergence dominée, F (n) =
∫
fn(t)µ(dt) −→

n→+∞
0. Nous avons limn→+∞ arctan(n) = π

2

donc C = π
2 . Donc

F (u) =
π

2
− arctan(u) .

4.4 Exercices

4.4.1 Énoncés

1) Calculer les limites suivantes :

(a) limn→+∞
∫ 1

0
1√
x

sin
(

1
nx

)
dx

(b) limn→+∞
∫ 1

0

(
1− x

n

)n
dx

(c) limn→+∞
∫ +∞
−∞ sin

(
x
n

)
n

x(1+x2)dx

(d) limn→+∞
∫ +∞
−∞ e1+cos2n(x)e−|x|dx.

(e) limn→+∞
∫ +∞
0

arctan(x/n)e−xdx

2) On pose : I(α) = limn→+∞
∫ n

0

(
1− x

n

)n
eαxdx pour n ∈ N et α ∈ R.

(a) On pose pour n ∈ N, fn : R+ → R telle que fn(x) =
(
1− x

n

)n
eαx1x≤n. Montrer

que (fn)n≥0 est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier :

gn(x) = (n+ 1) ln
(
1− x

n+1

)
− n ln

(
1− x

n

)
.)

(b) En déduire la valeur de I(α) en fonction de α.

3) Soit µ la mesure de comptage (”Card”) sur (N,P(N)). Pour toute suite (un)n≥0, on a :∑
n≥0 un =

∫
N undµ.
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(a) Calculer limk→+∞

[∑
n≥0

1
3n

(
1− 1

k(n+1)

)]
.

(b) Calculer limk→+∞

[∑
n≥0

sin(n/k)
2n

]
.

4) Inégalité de Jensen.
Soit (E,A, µ) un espace mesuré avec µ(E) = 1. Soit φ : R → R+ convexe et dérivable
deux fois (et donc φ′′ ≥ 0). Soit (E,A, µ) un espace mesuré avec µ(E) = 1. Soit f :
(E,A) → (R,B(R)) mesurable et telle que

∫
E
f(x)dµ(x) < +∞.

(a) Montrer que ∀z, y ∈ I avec z ≤ y, φ(y) ≥ φ(z) + φ′(z)(y − z)

(b) En prenant z =
∫

E
f(t)dµ(t) et y = f(x) dans l’inegalité précédente, montrer que :

φ

(∫
E

f(x)dµ(x)
)
≤
∫

E

φ ◦ f(x)dµ(x).

(c) En déduire que pour toute fonction f : [0, 1] → R telle que
∫ 1

0
|f(x)|dx < +∞ :(∫ 1

0

|f(x)|dx
)2

≤
∫ 1

0

f(x)2dx.

5) (a) Montrer que ∀z ≥ 0, 0 ≤ 1− e−z ≤ z.

(b) En déduire que ∀y > 0, x 7→ 1−e−x2y

x2 est intégrable sur [0,+∞[.

(c) Pour tout y > 0, on pose

F (y) =
∫ +∞

0

1− e−x2y

x2
dx .

Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[. Calculer F ′(y). On rappelle que∫ +∞

0

e−x2
dx =

√
π/2 .

(d) En déduire F (y) à une constante près.

(e) Calculer cette constante en regardant limn→+∞ F (1/n).

4.4.2 Corrigés

(1) (a) ∀x ∈]0, 1],
∣∣∣ 1√

x
sin(1/nx)

∣∣∣ ≤ 1√
x

et 1√
x

intégrable sur [0, 1]. ∀x ∈]0, 1],

1√
x

sin(1/nx) −→
n→+∞

0

donc par convergence dominée limn→+∞
∫ 1

0
1√
x

sin
(

1
nx

)
dx = 0

(b) ∀x ∈ [0, 1],
∣∣(1− x

n

)n∣∣ ≤ 1 et la fonction constante égale à 1 est intégrable sur
[0, 1]. On a ∀x ∈ [0, 1],

(
1− x

n

)n = exp(n log(1− x
n )) = exp(n(−x/n+ o(1/n))) =

exp(−x + o(1)) −→
n→+∞

e−x par continuité de la fonction exponentielle. Donc par

convergence dominée,∫ 1

0

(
1− x

n

)n

dx −→
n→+∞

∫ 1

0

e−xdx = 1− e−1 .

(c) ∀x ∈ R, | sin
(

x
n

)
n

x(1+x2) | ≤
1

(1+x2) qui est une fonction intégrable sur ]−∞,+∞[.
∀x ∈ R, sin

(
x
n

)
n

x(1+x2) −→
n→+∞

1
(1+x2) car sin(u) ∼

u→0
u donc par convergence do-

minée,

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
sin
(x
n

) n

x(1 + x2)
dx =

∫ +∞

−∞

1
(1 + x2)

dx = [arctan(x)]+∞−∞ = π .
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(d) ∀x ∈ R,

e1+cos2n(x)e−|x| ≤ e2−|x|

qui est une fonction intégrable sur R. Pour p.t. x ∈ R, e1+cos2n(x)e−|x| −→
n→+∞

e1−|x|

donc par convergence dominée,

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
e1+cos2n(x)e−|x|dx =

∫ +∞

−∞
e1−|x|dx = 2e1 .

(e) ∀x ≥ 0, arctan(x/n)e−x ≤ (π/2)e−x qui est une fonction intégrable sur [0,+∞[.
Pour tout x ≥ 0, arctan(x/n)e−x −→

n→+∞
0 donc par convergence dominée,

lim
n→+∞

∫ +∞

0

arctan(x/n)e−xdx = 0 .

(2) (a) On a pour 0 ≤ x ≤ n, fn+1(x)/fn(x) = exp(gn(x)).

g′n(x) =
(

1
n
− 1
n+ 1

)
x

(1− x/n)(1− x/(n+ 1)
≥ 0

pour 0 ≤ x ≤ n donc gn croissante sur [0, n]. gn(0) = 0 donc gn(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, n].
Donc fn+1(x) ≥ fn(x) ∀x ∈ [0, n]. C’est également vrai sur [n,+∞] donc fn suite
de fonctions croissante.

(b) On a
∫ n

0

(
1− x

n

)n
eαxdx =

∫ +∞
0

fn(x)dx. ∀x ≥ 0, fn(x) −→
n→+∞

e−x+αxdx donc par

convergence monotone, limn→+∞
∫ +∞
0

fn(x)dx =
∫ +∞
0

e−x+αxdx, donc :

I(α)

{
+∞ si α ≥ 1

1
1−α sinon .

(3) (a) Pour tout n, k, 0 ≤ 1
3n

(
1− 1

k(n+1)

)
≤ 1

3n qui est le terme général d’une série

convergente. Pour tout n, 1
3n

(
1− 1

k(n+1)

)
−→

k→+∞
1
3n donc par convergence do-

minée :

lim
k→+∞

∑
n≥0

1
3n

(
1− 1

k(n+ 1)

) =
∑
n≥0

1
3n

=
3
2
.

(b) Pour tout n, k,
∣∣∣ sin(n/k)

2n

∣∣∣ ≤ 1
2n qui est le terme général d’une série convergente.

Pour tout n, sin(n/k)
2n −→

k→+∞
0 donc par convergence dominée :

lim
k→+∞

∑
n≥0

sin(n/k)
2n

 = 0 .

(4) Inégalité de Jensen.

(a) ∀z, y ∈ I avec z ≤ y, φ(y) − φ(z) =
∫ y

z
φ′(t)dt ≥

∫ y

z
φ′(z)dt (car φ convexe), donc

φ(y)− φ(z) ≥ φ′(z)(y − z)

(b) On prend z =
∫

E
f(t)dµ(t) et y = f(x) dans l’inegalité précédente et on a :

φ(f(x)) ≥ φ

(∫
E

f(t)dµ(t)
)

+ φ′
(∫

E

f(t)dµ(t)
)

(y − z) .
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On intègre ensuite par rapport à dµ(x) :∫
φ(f(x))dµ(x) ≥

∫
φ

(∫
E

f(t)dµ(t)
)
dµ(x)

+
∫
φ′
(∫

E

f(t)dµ(t)
)

(y − z)dµ(x)

= φ

(∫
E

f(t)dµ(t)
)

+φ′
(∫

E

f(t)dµ(t)
)(∫

f(x)dµ(x)−
∫
f(x)dµ(x)

)
= φ

(∫
E

f(t)dµ(t)
)
.

(c) La fonction φ : x ∈ [0, 1] 7→ x2 est convexe. Donc par le résultat précédent, pour
toute fonction f : [0, 1] → R intégrable,(∫ 1

0

|f(x)|dx
)2

≤
∫ 1

0

f(x)2dx.

(5) (a) 0 ≤ 1− e−z =
∫ z

0
e−tdt ≤

∫ z

0
1dt = z

(b) Par la question précd́ente, ∀y > 0, 0 ≤ 1−e−x2y

x2 ≤ y et ≤ 1
x2 donc 0 ≤ 1−e−x2y

x2 ≤
inf(y, 1/x2) donc x 7→ 1−e−x2y

x2 est intégrable

(c) Soit ε > 0,

– ∀y > ε, x 7→ 1−e−x2y

x2 est intégrable

– ∀x > 0 (et donc pour presque tout x ≥ 0), y 7→ 1−e−x2y

x2 est dérivable

– ∀x > 0, ∀y > ε, ∂
∂y

(
1−e−x2y

x2

)
= e−x2y et |e−x2y| ≤ e−εx2

qui est intégrable sur
[0,+∞[

Donc (théorème de dérivation globale) F est dérivable sur ]ε,+∞[ et F ′ vaut :

F ′(y) =
∫ +∞

0

e−x2ydx

Cela est vrai ∀ε > 0 donc cette dérivée est valable pour tout y ∈]0,+∞[. Par
changement de variable (u =

√
yx), F ′(y) = 1√

y

∫ +∞
0

e−u2
du =

√
π

2
√

y .

(d) On en déduit F (y) =
√
πy + C pour une certaine constante C.

(e) F (1/n) =
∫ +∞
0

fn(x)dx avec fn(x) = 1−e−x2/n

x2 . Pour tout x > 0, fn(x) −→
n→+∞

0.

Pour tout x > 0, |fn(x)| ≤ inf(1, 1/x2) (voir question 1). Donc, par théorème de
convergence dominée :

F (1/n) −→
n→+∞

0

donc C = 0.



Chapitre 5

Mesure produit et théorèmes de
Fubini

On se donne deux espaces mesurés (Ω,A, µ) et (Ω′,A′, µ′).

5.1 Théorèmes de Fubini et Fubini-Tonelli

Théorème 5.1.1. Sur l’ensemble Ω × Ω′, il existe une « plus petite tribu » C contenant
tous les ensembles de la forme A×B avec A ∈ A, B ∈ A′. On note C = A⊗A′.

Il existe une unique mesure, notée µ⊗µ′ sur C telle que, si (A,A′) ∈ A×A′, µ⊗µ′(A×
A′) = µ(A)µ′(A′).

Définition 5.1.2. La mesure µ ⊗ µ′ définie par le théorème ci-dessus s’appelle la mesure
produit de µ et µ′. La tribu C définie par le théorème ci-dessus s’appelle la tribu produit.

Définition 5.1.3. On notera B(Rd) la tribu B(R)⊗ · · · ⊗ B(R) = B(R)⊗d (produit d fois).
La mesure λ⊗λ sur B(R2) mesure les aires, la mesure λ⊗λ⊗λ = λ⊗3 sur B(R3) mesure

les volumes, . . .

Théorème 5.1.4. Théorème de Fubini-Tonelli
Soit f : Ω × Ω′ → [0,+∞] mesurable positive. On définit les fonctions φ et ψ sur Ω et Ω′

respectivement par

φ(x) =
∫

Ω′
f(x, y)µ′(dy), ψ(y) =

∫
Ω

f(x, y)µ(dx) .

Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient∫
Ω

φ(x)µ(dx) =
∫

Ω×Ω′
f(x, y)µ⊗ µ′(dx, dy) =

∫
Ω′
ψ(y)µ′(dy)

(et cette quantité ∈ [0,+∞]).

On retient que pour des fonctions positives, on peut intervertir l’ordre des intégrations.

Théorème 5.1.5. Théorème de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)
Soit f : Ω × Ω′ → R ∪ {+∞,−∞} une fonction mesurable. On définit les fonction f1 et f2
sur Ω et Ω′ respectivement par

f1(x) =
∫

Ω′
|f(x, y)|µ′(dy), f2(y) =

∫
Ω

|f(x, y)|µ(dx) .

(i) Si l’un des fonctions f1 ou f2 est intégrable alors l’autre l’est aussi et dans ce cas, f ,
φ et ψ sont intégrables. De plus, nous avons alors∫

Ω

φ(x)µ(dx) =
∫

Ω×Ω′
f(x, y)µ⊗ µ′(dx, dy) =

∫
Ω′
ψ(y)µ′(dy) .

29
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(ii) Si f est intégrable (contre la mesure µ ⊗ µ′) alors f1 et f2 sont intégrables et nous
avons encore l’égalité ci-dessus.

Exemple 5.1.6. Soit

f : [0, 1]× [0, 1] → R+

(x, y) 7→ e−(x+y)1x+y≤1 .

Cette fonction est mesurable positive. Par Fubini-Tonelli∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)λ⊗ λ(dx, dy) =
∫ 1

0

(∫ 1

0

e−(x+y)1x+y≤1dx

)
dy

=
∫ 1

0

e−y

(∫ 1

0

e−x1x+y≤1dx

)
dy

=
∫ 1

0

e−y

(∫ 1−y

0

e−xdx

)
dy

=
∫ 1

0

e−y
(
1− e−(1−y)

)
dy

=
∫ 1

0

e−y − e−1dy

= 1− e−1 − e−1 = 1− 2
e
.

Notation 5.1.7. Intégrale multiple
Pour toute fonction f : Rd → R intégrable, on notera indifféremment∫

Rd

f(x1, . . . , xd)λ⊗d(dx1, . . . , dxd) =
∫

Rd

f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd

=
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd

=
∫

Rd

f(u)du

(on a remplacé, dans cette écriture, (x1, . . . , xd) par u).

Définition 5.1.8. Soit µ mesure sur (Rd,B(Rd)). La mesure µ est dite avoir pour densité
la fonction f : Rd → R+ (par rapport à λ⊗d) si ∀φ mesurable positive Rd → R,∫

Rd

φ(x)µ(dx) =
∫

Rd

φ(x)f(x)λ(dx) .

Ceci implique, en particulier, que ∀B ∈ B(Rd),

µ(B) =
∫

B

f(x)λ(dx) .

Exemple 5.1.9. Soit

f : R+ × [0, 1] → R
(x, y) 7→ 2e−2xy − e−xy .

Cette fonction est mesurable et n’est pas de signe constant. Calculons pour tout y > 0∫ +∞

0

f(x, y)dx =
∫ +∞

0

2e−2xy − e−xydx

=
[
−e−2xy + e−xy

y

]+∞
0

= 0
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Nous avons donc pour p.t. y ∈ [0, 1],
∫ +∞
0

f(x, y)dx = 0 donc, par le théorème 3.0.4,∫ 1

0

(∫ +∞

0

f(x, y)dx
)
dy = 0 .

Calculons pour tout x > 0 ∫ 1

0

f(x, y)dy =
[
−e−2xy + e−xy

x

]1
0

=
e−x − e−2x

x
.

Pour x > 0, e−x−e−2x

x > 0. Nous avons pour p.t. x ∈ [0, 1],
∫ 1

0
f(x, y)dx = e−x−e−2x

x > 0
donc, par le théorème 3.0.4, ∫ +∞

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx
)
dy > 0 .

Donc ∫ +∞

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx
)
dy 6=

∫ 1

0

(∫ +∞

0

f(x, y)dx
)
dy .

Exemple 5.1.10. Interversion de somme et d’intégrale
Soit f : Ω×Ω′ → R+ mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que (Ω′,A′, µ′) =
(N,P(N), card). Comme nous l’avons vu dans l’exemple 4.2.4, pour toute fonction g positive
sur Ω′, ∫

Ω′
g(x)µ′(dx) =

∑
k≥0

g(k) .

Par Fubini-Tonelli, nous avons alors∫
Ω

∑
k≥0

f(x, k)

µ(dx) =
∑
k≥0

(∫
Ω

f(x, k)µ(dx)
)
.

5.2 Changement de variable

Définition 5.2.1. Soient U et V deux ouverts de Rd. Un difféomorphisme φ de U dans V
est une bijection φ (U → V ) qui est C1 telle que φ−1 est C1 aussi.

Rappel : C1 veut dire que la fonction est continue et ses dérivées partielles du premier
ordre existent et sont continues. De manière plus explicite, la fonction

φ : U → V
(u1, . . . , ud) 7→ (φ1(u1, . . . , ud), . . . , φd(u1, . . . , ud))

est C1 si φ1, . . . , φd sont continues et ∀i, j, ∂φi

∂uj
existe et est continue.

Définition 5.2.2. Si φ est un difféomorphisme de U dans V (deux ouverts de Rd), on
appelle matrice jacobienne la matrice suivante (fonction de (u1, . . . , ud))

Jφ =


∂φ1
∂u1

(u1, . . . , ud) . . . ∂φd

∂u1
(u1, . . . , ud)

∂φ1
∂u2

(u1, . . . , ud) . . . ∂φd

∂u2
(u1, . . . , ud)

. . . . . . . . .
∂φ1
∂ud

(u1, . . . , ud) . . . ∂φd

∂ud
(u1, . . . , ud)


Théorème 5.2.3. Théorème de changement de variable.
Soient U, V deux ouverts de Rd. Soit φ : U → V un difféomorphisme. Soit f une fonction

intégrable V → R. Alors la fonction f ◦ φ : U → R est intégrable et∫
V

f(y)dy =
∫

U

(f ◦ φ)(x)× |det(Jφ(x))|dx

(Attention à ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.)



32 CHAPITRE 5. MESURE PRODUIT ET THÉORÈMES DE FUBINI

Remarque 5.2.4. Lien avec le changement de variable en dimension 1.
Soient ]a, b[, ]c, d[ deux intervalles ouverts de R. Soit φ :]a, b[→]c, d[ un difféomorphisme tel
que limx→a φ(x) = c, limx→b φ(x) = d. Nous connaissons le changement de variable pour
les intégrales de Riemann, pour f :]c, d[→ R∫ d

c

f(x)dx =
∫ b

a

f ◦ φ(y)φ′(y)dy .

Et d’après le théorème précédent,∫
[c,d]

f(x)dx =
∫

[a,b]

f ◦ φ(y)|φ′(y)|dy

car la matrice jacobienne est ici une matrice 1 × 1. Supposons a ≤ b, c ≥ d. La fonction φ
est donc monotone décroissante donc ∀y, φ′(y) ≤ 0. D’après la remarque 2.4.14,∫ d

c

f(x)dx = −
∫

[c,d]

f(x)dx

ce qui est cohérent avec le fait que∫ b

a

f ◦ φ(y)φ′(y)dy = −
∫

[a,b]

f ◦ φ(y)|φ′(y)|dy .

Donc, en dimension 1, on peut faire le changement de variable avec le théorème ci-dessus
ou directement sur l’intégrale e Riemann.

Exemple 5.2.5. Changement de variables en coordonnées polaires.
Soit

φ : ]0,+∞[×]0, π
2 [ → R∗

+ × R∗
+

(ρ, θ) → (ρ cos(θ), ρ sin(θ)) .

L’application φ est un difféormorphisme (on l’admet sans démonstration). Calculons sa
matrice jacobienne

Jφ(ρ, θ) =
[

cos(θ) sin(θ)
−ρ sin(θ) ρ cos(θ)

]
.

Nous avons donc |det Jφ|(ρ, θ) = |ρ cos2(θ) + ρ sin2(θ)| = |ρ|. Donc, par le théorème 5.2.3∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy =
∫ +∞

0

∫ π
2

0

e−ρ2
|ρ|dθdρ

=
π

2

∫ +∞

0

ρe−ρ2
dρ

=
π

2

[
1
2
e−ρ2

]+∞
0

=
π

4
.

Or ∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy =
∫ +∞

0

e−x2
(∫ +∞

0

e−y2
dy

)
dx

=
(∫ +∞

0

e−y2
dy

)
×
∫ +∞

0

e−x2
dx

=
(∫ +∞

0

e−y2
dy

)2

.

Donc ∫ +∞

0

e−y2
dy =

√
π

2
. (5.2.1)
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Exemple 5.2.6. Convolution
Soient f, g : R → R deux fonctions intégrables. Rappelons que la convolée de f et g est
(f ? g)(x) =

∫
R f(y)g(x− y)dy. Montrons que cette fonction est bien définie (c’est à dire que

f ? g <∞ p.p.). Nous avons

∫
R
|(f ? g)(x)|dx =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣ dx
≤

∫
R

∫
R
|f(y)| × |g(x− y)|dydx

(Fubini-Tonelli) =
∫

R

(∫
R
|f(y)| × |g(x− y)|dx

)
dy

=
∫

R
|f(y)|

∫
R
|g(x− y)|dxdy

=
∫

R
|f(y)|

(∫
R
|g(x− y)|dx

)
dy .

Pour y fixé, nous avons par changement de variable en dimension 1 (u = x− y, x = u+ y,
dx = du)

∫
R
|g(x− y)|dx =

∫ +∞

−∞
|g(x− y)|dx

=
∫ +∞

−∞
|g(u)|du

=
∫

R
|g(u)|du .

Donc

∫
R
|(f ? g)(x)|dx =

∫
R
f(y)

(∫
R
|g(u)|du

)
dy

=
(∫

R
|g(u)|du

)
×
(∫

R
f(y)dy

)
<∞

car f et g sont intégrables. Par la remarque 3.0.2, |f ?g| est donc finie presque partout, donc
f ? g est p.p. finie.

Fixons x et opérons un changement de variable y = x− u dans l’intégrale :

∫
R
f(y)g(x− y)dy =

∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y)dy

=
∫ −∞

+∞
f(x− u)g(u)(−du)

=
∫ +∞

−∞
f(x− u)g(u)du

=
∫

R
f(x− u)g(u)du .

Donc

f ? g = g ? f .

Exemple 5.2.7. Volume de la boule unité
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On note B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} la boule unité de R2. Calculons

λ⊗ λ(B) =
∫

R2
1B(x, y)λ⊗ λ(dx, dy)

(Fubini-Tonelli) =
∫

R

(∫
R
1x2+y2≤1dy

)
dx

=
∫

R
1|x|≤1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2
1dy

)
dx

=
∫ +1

−1

2
√

1− x2dx

(changement de variable x = sinu) =
∫ π

2

−π
2

2 cos(u) cos(u)du

=
∫ π

2

−π
2

cos(2u) + 1du

=
[
sin(2u)

2

]π
2

−π
2

+ π

= π .

Exemple 5.2.8. Calculons I =
∫
[0,+∞[×[0,+∞[

e−(x+y)2−(x−y)2dxdy. Changement de va-
riables {

u = x+ y
v = x− y

,

{
x = u+v

2
y = u−v

2

.

Le difféomorphisme est φ : (u, v) ∈ {(u, v) ∈ R2 : u ≥ 0, |v| ≤ u} 7→
(

u+v
2 , u−v

2

)
∈

[0,+∞[×[0,+∞[. Sa matrice jacobienne est

Jφ =

 1
2

1
2

1
2 − 1

2

 .

Donc

I =
∫

(u,v)∈R2:u≥0,|v|≤u

e−u2
e−v2 1

2
dudv

(Fubini-Tonelli) =
∫

u∈[0,+∞[

e−u2

2

(∫ u

−u

e−v2
dv

)
du .

Posons F (u) =
∫ u

−u
e−v2

dv = 2
∫ u

0
e−v2

dv (par symétrie). Nous avons F ′(u) = 2e−u2
. Donc

I =
∫ +∞

0

1
4
F ′(u)F (u)du

=
[
1
8
F (u)2

]+∞
0

=
1
8

(∫ +∞

−∞
e−v2

dv

)2

(par l’égalité 5.2.1) =
π

8
.

5.3 Exercices

5.3.1 Énoncés

1) (a) Montrer que pour tout y > 0 :∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dx =
π

2
1

√
y(1 + y)

.
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(b) Montrer que :

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dx

)
dy =

π2

2
.

(c) Montrer que pour tout x > 0, x 6= 1 :

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dy =
2 log(x)
x2 − 1

.

(d) En déduire que :

∫ +∞

0

log(x)
x2 − 1

dx =
π2

4
.

2) On rappelle que :
∫ +∞
0

e−x2
dx =

√
π

2 . En utilisant le changement de variable u = x+ y,
v = x− y, calculer : ∫

R×R
e−(x+y)2e−(x−y)2dxdy .

5.3.2 Corrigés

(1) (a) ∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dx =
1

(1 + y)

[
1
√
y

arctan(x
√
y)
]+∞
0

=
π

2
1

√
y(1 + y)

.

(b) ∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dxdy =
∫ +∞

0

π

2
1

√
y(1 + y)

dy

=
∫ +∞

0

π

2
1

1 + u2
2du

= π[arctan(u)]+∞0

=
π2

2

où l’on a fait un changement de variable en u =
√
y, du = 1

2
√

ydy.

(c) Pour tout x > 0, x 6= 1, on a par décomposition en éléments simples :

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dy =
1

1− x2

∫ +∞

0

1
1 + y

− x2

1 + x2y
dy

=
1

1− x2
[log(1 + y)− log(1 + x2y)]+∞0

=
1

1− x2
[log

(
1 + y

1 + x2y

)
]+∞0

=
1

1− x2
log
(

1
x2

)
=

2 log(x)
x2 − 1

.
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(d) Par Fubini-Tonelli et puisque
∫ +∞
0

1
(1+y)(1+x2y)dy = 2 log(x)

x2−1 pour p.t. x ∈ [0,+∞[ :∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dxdy =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

1
(1 + y)(1 + x2y)

dydx

π2

2
=

∫ +∞

0

2 log(x)
x2 − 1

dx

π2

4
=

∫ +∞

0

log(x)
x2 − 1

dx .

(2) Changement de variable :

{
u = x+ y

v = x− y

{
x = u+v

2

y = u−v
2 .

L’application :

φ : R2 → R2

(u, v) 7→
(
u+ v

2
,
u− v

2

)
est bijective. On calcule le jacobien (c’est à dire que l’on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de φ en u et v) :

J(u, v) =
[

1/2 1/2
1/2 −1/2

]
On fait le changement de variable dans l’intégrale et on utilise Fubini-Tonelli :∫

R×R
e−(x+y)2e−(x−y)2dxdy =

∫
R×R

e−u2
e−v2

|det(J(u, v)|dudv

=
∫

R×R
e−u2

e−v2 1
2
dudv

=
∫

R
e−u2 1

2
√
πdu

=
π

2
.



Chapitre 6

Fondements de la théorie des
probabilités

6.1 Définitions générales

Définition 6.1.1. On appelle espace probabilisé un espace mesuré (Ω,A,P) où la mesure P
est telle que P(Ω) = 1. On dit alors que P est une mesure de probabilité (et c’est pour cela
qu’on la note P). Les éléments de A sont appelés événements.

Définition 6.1.2. On appelle variable aléatoire toute application mesurable X d’un espace
probabilisé (Ω,A,P) dans un espace mesurable (E, E). On dit alors que X est à valeurs dans
E.

On notera v.a. pour « variable aléatoire »et v.a.r. pour « variable aléatoire réelle »(va-
riable aléatoire à valeurs dans R).

Dans toute la suite du chapitre, si on ne précise rien, (Ω,A,P) sera un espace probabilisé.

Exemple 6.1.3. Soit Ω = {1, 2, . . . , 6}×{1, 2, . . . , 6} muni de la tribu P(Ω) et de la mesure
P telle que P((i, j)) = 1

36 , ∀(i, j) ∈ Ω. La mesure P est une mesure de probabilité car
card(Ω) = 36. L’ensemble Ω est l’ensemble des combinaisons que l’on peut obtenir en jetant
un dé deux fois (« ensemble de tous les possibles »). La quantité P(3, 2) = 1/36 est la
probabilité d’obtenir 3 puis 2. C’est du moins une modélisation raisonnable de ce qui se
passe quand on jette un dé deux fois. Nous pouvons calculer diverses quantités en utilisant
la propriété 3 de la définition d’une mesure (déf. 2.2.2) :

– P({(1, 1), (2, 2)}) = 2/36 = 1/18 est la probabilité d’avoir (1 puis 1) ou (2 puis 2)
– P({(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6)}) = 6 × 1/36 = 1/6 est la probabilité d’avoir 1 au premier

tirage .
Introduisons deux variables aléatoires

X : (i, j) ∈ Ω 7→ i ∈ R , Y : (i, j) ∈ Ω 7→ i+ j ∈ R .

La variable X est le résultat du premier tirage et Y est la somme des deux tirages. Remar-
quons aussi une variable aléatoire triviale

Z : (i, j) ∈ Ω 7→ (i, j) ∈ Ω .

Définition 6.1.4. Soit X : Ω → (E, E) une variable aléatoire. On appelle loi de X la mesure
PX sur (E, E) définie par

PX(A) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A})
= P(X−1(A)).

(On rappelle que, par définition, {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} = X−1(A).) On notera PX(A) =
P(X ∈ A). C’est un abus de notation très courant.

Remarque 6.1.5. La mesure PX est la mesure image de P par X (cf. prop. 2.4.3).
La mesure PX est une mesure de probabilité.

37
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Exemple 6.1.6. Reprenons l’exemple précédent. Nous pouvons décrire complètement la loi
de Y (toujours à l’aide de la propriété 3 de la définition 2.2.2) :

PY ({1}) = P(Y = 1) = 0
PY ({2}) = P(Y = 2) = P((i, j) = (1, 1)) = 1/36
PY ({3}) = P(Y = 3) = P({(1, 2), (2, 1)}) = 2/36
PY ({4}) = P(Y = 4) = P({(1, 3), (2, 2), (3, 1)}) = 3/36

. . .

Définition 6.1.7. Soit X une v.a. à valeurs dans R. On appelle fonction de répartition de
X la fonction de répartition associée à la mesure PX (cf. déf. 2.5) , c’est à dire la fonction

F : R → R+

t 7→ FX(t) = PX(]−∞, t]) = P(X ≤ t)

Le théorème suivant est une conséquence de la proposition 2.5.2.

Théorème 6.1.8. Soit X une v.a.r.. Alors
(i) FX est croissante
(ii) limt→−∞ FX(t) = 0, limt→+∞ FX(t) = 1
(iii) FX est càdlàg et limt→t0,t<t0 FX(t) = P(X < t0)

FX est continue en t0 si, et seulement si, P(X = t0) = 0.

Définition 6.1.9. Soit X una v.a. à valeurs dans Rd. On dit que X a un densité fX : Rd →
R+ si ∀φ mesurable Rd → R,

E(φ(X)) =
∫

Rd

φ(x)fX(x)dx .

Ceci implique en particulier

P(X ∈ B) =
∫

Rd

fX(x)1B(x)dx .

La densité de X est la densité de PX (cf. les déf. 2.4.8, 5.1.8 de la densité d’une mesure).

Remarque 6.1.10. Si X est une v.a.r. avec une densité fX alors

FX(t) =
∫ t

−∞
fX(u)du .

La densité d’un variable aléatoire détermine complètement sa loi.
Par définition, une densité fX (d’une v.a. X à valeurs dans Rd) est toujours positive et

vérifie
∫

Rd fX(x)dx = 1.

Exemple 6.1.11. Soit X une v.a.r. avec la densité fX : x ∈ R 7→ e−x1x>0.

0

1

Fig. 6.1 – Dessin de fX .
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Calculons

P(X ≥ 1) =
∫

R
e−x1x≥01x≥1dx

=
∫ +∞

1

e−xdx

= [−e−x]+∞1

= e−1 .

Calculons la fonction de répartition de X. Si t < 0,

P(X ≤ t) =
∫

R
e−x1x≥01x≤tdx = 0 .

Si t ≥ 0,

P(X ≤ t) =
∫

R
e−x1x≥01x≤tdx

=
∫ t

0

e−xdx

= 1− e−t .

0

1

Fig. 6.2 – Dessin de FX .

Exemple 6.1.12. Soit X v.a.r. de densité x 7→ 1[0,1](x).

0

1

1

Fig. 6.3 – Dessin de la densité de X.

Si t < 0, P(X ≤ t) =
∫

R 1]−∞,t](x)1[0,1](x)dx = 0.
Si t ≥ 1, P(X ≤ t) =

∫
R 1]−∞,t](x)1[0,1](x)dx =

∫
R 1[0,1](x)dx = 1.
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Si t ∈ [0, 1], P(X ≤ t) =
∫

R 1]−∞,t](x)1[0,1](x)dx =
∫ t

0
1dx = t.

0

1

1

Fig. 6.4 – Dessin de la fonction de répartition de X.

Exemple 6.1.13. Soit X v.a.r. de densité x 7→ 1[−1,1](x)
√

1− x2 2
π .

−1 10

2

Fig. 6.5 – Dessin de la densité de X.

Si t ≤ −1, P(X ≤ t) = 0. Si t ∈ [−1, 1],

P(x ≤ t) =
∫ +∞

−∞
1]−∞,t](x)1[−1,1](t)

√
1− x2

2
π
dx

=
∫ t

−1

√
1− x2

2
π
dx

=
[

1
π

(
x
√

1− x2 + arcsin(x)
)]t

−1

=
1
π

(
t
√

1− t2 + arcsin(t)
)

+
1
2

car sur [−1, 1], arcsin′(x) = 1√
1−x2 et arcsin(−1) = −π

2 .
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1

−1

2

2

Fig. 6.6 – Dessin de arcsin. C’est une fonction impaire.

1

−1

1

Fig. 6.7 – Dessin de la fonction de répartition de X.

6.2 Espérance d’une v.a.

Définition 6.2.1. Soit X v.a.r. On note

E(X) =
∫

Ω

X(ω)P(dω)

qui est bien définie dans les cas suivants (cf. déf. 2.4.4, 2.4.11)
– X ≥ 0 (et dans ce cas E(X) ∈ [0,+∞])
– X de signe quelconque et

∫
Ω
|X(ω)|P(dω) <∞ .

On dit que X est intégrable si E(|X|) <∞.

Remarque 6.2.2. L’espérance est une intégrale. Réécrivons les propriétés de l’intégrale
avec le symbole E.

(i) Linéarité : si X et Y sont deux v.a.r. et a, b ∈ R, E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) (cf.
th. 2.4.13).

(ii) Croissance : si X et Y sont deux v.a.r. telles que X ≤ Y (c’est à dire ∀ω ∈ Ω, X(ω) ≤
Y (ω) alors E(X) ≤ E(Y ) (cf. th. 2.4.13).

(iii) Variable aléatoire constante : si X v.a.r. et a ∈ R tels que X(ω) = a,∀ω, alors E(X) =
a (cf. déf. 2.3.6).

(iv) Si X et Y v.a.r. telle que X = Y p.p. alors E(X) = E(Y ) (cf. prop. 3.0.5).
(v) Si X variable aléatoire à valeurs dans [0,+∞] telle que E(X) < ∞ alors X est finie

p.s. (cf. rem. 3.0.2).

Proposition 6.2.3. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans (E, E). Soit f mesurable
E → [0,+∞]. La fonction f(X) : ω ∈ Ω 7→ f(X(ω)) ∈ [0,+∞] est une variable aléatoire.
Nous avons

E(f(X)) =
∫

E

f(x)PX(dx) .
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Si E = Rd et X a une densité g alors

E(f(X)) =
∫

Rd

f(x)g(x)dx .

Définition 6.2.4. Si X est une v.a.r. telle que X2 est intégrable alors la variance de X est
la quantité

Var(X) = E(X2)− E(X)2 .

Lemme 6.2.5. Var(X) = E((X − E(X))2)

Démonstration. Nous allons utiliser les propriétés (i) et (iii) de la remarque 6.2.2.

E((X − E(X))2) = E(X2 + E(X)2 − 2XE(X))
= E(X2) + E(E(X2))− 2E(XE(X))
= E(X2) + E(X)2 − 2E(X)2

= E(X2)− E(X)2

Exemple 6.2.6. Soit X v.a.r. de densité x 7→ e−x1x≥0,

E(X) =
∫

R
xe−x1x≥0dx

=
∫ +∞

0

xe−xdx

(intégration par parties) = [−xe−x]+∞0 +
∫ +∞

0

e−xdx

= 0 + [−e−x]+∞0 = 1 .

Exemple 6.2.7. Soit X v.a. à valeurs dans {0, . . . , n} (n un entier fixé) avec ∀0 ≤ k ≤ n,
P(X = k) = Ck

np
k(1− p)n−k (p ∈ [0, 1] fixé). Alors

E(X) =
n∑

k=0

kP(X = k)

=
n∑

k=0

kCk
np

k(1− p)n−k

=
n∑

k=1

n(n− 1)!
(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!

pk(1− p)n−k

(changement d’indice en q = k − 1) = n

n−1∑
q=0

Cq
n−1p

q+1(1− p)n−1−q

= np(p+ 1− p)n−1−q = np .

Rappel sur le binôme de Newton : (a+ b)n =
∑n

i=0 C
i
na

ibn−i.

Exemple 6.2.8. Soit X v.a. à valeurs dans N avec ∀k ∈ N, P(X = k) = λke−λ

k! (λ > 0
fixé). Alors

E(X) =
+∞∑
k=0

kλke−λ

k!

=
+∞∑
k=1

1
(k − 1)!

λke−λ

(changement d’indice en q = k − 1) =
+∞∑
q=0

λq+1e−λ

q!
= λ
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Proposition 6.2.9. La loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans Rd est uniquement
déterminée par le calcul de E(φ(X)) pour toute fonction φ : Rd → R continue positive
bornée. Autrement dit :

Soit X variable aléatoire à valeurs dans Rd. S’il existe g : Rd → R telle que ∀φ : Rd → R
continue positive bornée,

E(φ(X)) =
∫

Rd

φ(x)g(x)dx ,

alors g est la densité de X.

Notation 6.2.10. On note C+
b (Rd) l’ensemble des fonctions continues positives bornées

Rd → R+.

Exemple 6.2.11. Soit X v.a.r. de densité x 7→ e−x2/2
√

2π
. Soient (a, b) ∈ R∗×R. Calculons la

loi de aX + b. Soit f : R → R+ continue et bornée (on dit que f est une « fonction test »).
Par la proposition 6.2.3, nous avons

E(f(aX + b)) =
∫ +∞

−∞
f(ax+ b)

e−x2/2

√
2π

dx

(changement de variable y = ax+ b) =
∫ +∞

−∞
f(y)

e−( y−b
a )2 1

2

√
2π × a

dy

Donc, par la proposition 6.2.9, la variable aX + b a une loi de densité y 7→
exp

“
− 1

2 ( y−b
a )2

”
√

2π×a
.

Exemple 6.2.12. Soit (X,Y ) v.a. à valeurs dans R2 de densité (x, y) 7→ 1
π1x2+y2≤1. Cal-

culons la loi de X + Y . Soit f : R2 → R+ continue. Soit F : (x, y) ∈ R2 7→ f(x+ y) ∈ R+.
Alors, par la proposition 6.2.3,

E(f(X + Y )) = E(F (X,Y ))

=
∫

R2
F (x, y)

1
π
1x2+y2≤1dxdy .

Opérons un changement de variable{
u = x+ y
v = x− y

,

{
x = u+v

2
y = u−v

2

Difféomorphisme φ : (x, y) ∈ R2 7→ (x+ y, x− y) ∈ R2. Matrice jacobienne :[
1/2 1/2
1/2 −1/2

]
.

Donc

E(f(X + Y )) =
∫

R2
f(u)

1
π
1u2+v2

2 ≤1
dudv

(Fubini-Tonelli) =
∫

R

f(u)
π

(∫
R
1u2+v2≤2dv

)
du

=
∫

R

f(u)
π

2
√

2− u21|u|≤2du

Donc X + Y a pour densité u 7→ 2
π

√
2− u21|u|≤2.

6.3 Inégalités

Théorème 6.3.1. Inégalité de Jensen
Soit φ : R → R mesurable convexe. Soit X v.a.r. intégrable telle que φ(X) est intégrable.
Alors

φ(E(X)) ≤ E(φ(X)) .
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Pour la démonstration de ce théorème, voir l’exercice 4 du chapitre 4.

Théorème 6.3.2. Inégalité de Bienaymé-Tchebichev
Soit X v.a.r. positive, intégrable. Soit λ > 0. Alors

P(X ≥ λ) ≤ 1
λ

E(X) .

Corollaire 6.3.3. Soit X v.a.r. telle que X2 est intégrable. Alors

P(|X − E(X)| ≥ λ) ≤ Var(X)
λ2

.

Démonstration du théorème 6.3.2. Pour tout ω, X(ω) ≥ λ1X(ω)≥λ donc, par la propriété
de croissance (cf. rem. 6.2.2, (iii)),

E(X) ≥ E(λ1X≥λ)
= λP(X ≥ λ) .

Démonstration du corollaire 6.3.3.

P(|X − E(X)| ≥ λ) = P((X − E(X))2 ≥ λ2)

(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) ≤ 1
λ2

E((X − E(X))2) .

Théorème 6.3.4. Inégalité de Markov
Si X v.a.r. avec X2 intégrable et si λ > 0 alors

P(|X| ≥ λ) ≤ E(X2)
λ2

.

Démonstration.

P(|X| ≥ λ) = P(X2 ≥ λ2)

(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) ≤ E(X2)
λ2

.

6.4 Lois classiques

6.4.1 Lois discrètes

a) Loi uniforme. Soit E ensemble fini de cardinal n, X est une variable uniforme sur E si
∀x ∈ E, P(X = x) = 1

n .

b) Loi de Bernoulli de paramètre p (∈ [0, 1]) , notée B(p) : X à valeurs dans {0, 1} telle que
P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1− p.

c) Loi binômiale de paramètres n, p (n ∈ N∗, p ∈ [0, 1]), notée B(n, p) : X à valeurs dans
{0, . . . , n} telle que ∀k ∈ {0, . . . , n}, P(X = k) = Ck

np
k(1− p)n−k.

d) Loi géométrique de paramètre p (∈ [0, 1]), notée G(p) : X à valeurs dans N∗ telle que
∀k ∈ N, P(X = k) = (1− p)k−1p.

e) Loi de Poisson de paramètre λ (> 0), notée P(λ) : X à valeurs dans N telle que ∀k ∈ N,
P(X = k) = λk

k! e
−λ.
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6.4.2 Lois continues

a) Loi uniforme sur [a, b] (a < b), notée U([a, b]) : de densité x 7→ 1
b−a1[a,b](x).

b) Loi exponentielle de paramètre λ (λ > 0), notée E(λ) : de densité x 7→ λe−λx1R+(x).
c) Loi gaussienne (ou normale) de moyenne m (∈ R) et de variance σ2 (∈ R+), notée
N (m,σ2) : de densité x 7→ 1√

2πσ2 exp
(
− (x−m)2

2σ2

)
6.5 Fonctions caractéristiques

Définition 6.5.1. Soit X v.a.r, la fonction caractéristique de X est

ΦX : C → C
ξ 7→

∫
R e

iξxPX(dx) = E(eiξX) .

Remarque 6.5.2. Pour une fonction f : Ω → C avec (Ω,A, µ) un espace mesuré quel-
conque, on note∫

Ω

f(x)µ(dx) =
∫

Ω

Re(f)(x)µ(dx) + i

∫
Ω

Im(f)(x)µ(dx) .

et donc dans la définition précédente

ΦX(ξ) =
∫

R
Re(eiξx)PX(dx) + i

∫
R

Im(eiξx)PX(dx) .

Lemme 6.5.3. Soit X de loi N (m,σ2). Alors ΦX(ξ) = exp
(
iξm− σ2ξ2

2

)
.

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas m = 0, σ = 1, ξ ∈ R. Nous
avons

ΦX(ξ) =
∫

R

1√
2π
e−x2/2eiξxdx

=
∫

R

1√
2π

Re(e−x2/2eiξx)dx+ i

∫
R

1√
2π

Im(e−x2/2eiξx)dx

=
∫

R

1√
2π
e−x2/2 cos(xξ)dx+ i

∫
R

1√
2π
e−x2/2 sin(xξ)dx

=
∫

R

1√
2π
e−x2/2 cos(xξ)dx+ 0

car l’intégrale d’une fonction impaire sur R est nulle.
Pour tout ξ,

∣∣∣ 1√
2π
e−x2/2 cos(xξ)

∣∣∣ ≤ 1√
2π
e−x2/2 qui est intégrable sur R. Pour tout x ∈ R,

ξ 7→ 1√
2π
e−x2/2 cos(xξ) est dérivable, de dérivée ξ 7→ 1√

2π
e−x2/2(−x sin(xξ)). Pour tous ξ, x,∣∣∣ 1√

2π
e−x2/2(−x sin(xξ))

∣∣∣ ≤ 1√
2π
e−x2/2|x| qui est intégrable sur R. En effet, par symétrie,∫

R

1√
2π
e−x2/2|x|dx = 2

∫ +∞

0

1√
2π
e−x2/2xdx

=
[

1√
2π
e−x2/2

]+∞
0

=
1√
2π

.

Donc par théorème de dérivation globale (cf. cor. 4.3.6)

Φ′
X(ξ) =

∫
R

1√
2π
e−x2/2(−x sin(xξ))dx

=
[
e−x2/2

√
2π sin(xξ)

]+∞
−∞

−
∫ +∞

−∞
e−x2/2

√
2πξ cos(xξ)dx

= 0− ξΦX(ξ) .
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Nous avons donc l’équation

D’où

log(ΦX(ξ))− log(ΦX(0)) = −ξ
2

2
ΦX(ξ) = ΦX(0)e−ξ2/2 .

Remarquons que ΦX(0) = E(1) = 1. Nous avons donc ΦX(ξ) = e−ξ2/2.

Théorème 6.5.4. La fonction caractéristique d’une v.a.r. caractérise entièrement la loi de
cette variable. C’est à dire que si X et Y des v.a.r. ont même fonction caractéristique alors
X et Y ont même loi.

6.6 Fonctions génératrices

Définition 6.6.1. Soit X une v.a. à valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X
la fonction

gX : [0, 1] → R
r 7→ E(rX) =

∑+∞
n=0 P(X = n)rn

Proposition 6.6.2. Si X est une v.a. à valeurs dans N, la fonction génératrice caractérise
la loi de X.

Exemple 6.6.3. Soit X ∼ P(λ) (ce qui veut dire que X est de loi P(λ)). Calculons

gX(u) =
+∞∑
n=0

unλ
ne−λ

n!

= eλue−λ = e−λ(1−u) .

6.7 Exercices

6.7.1 Énoncés

1) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité 1x≥0λe
−λx, λ > 0 fixé (loi exponentielle

de paramètre λ). Calculer E(X) et Var(X). Calculer la densité de la loi de 2X. Calculer
E(2X), Var(2X).

2) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité 1√
2πσ2 e

− (x−m)2

2σ2 , σ,m ∈ R fixés (loi

N (m,σ2)). Soit U variable aléatoire réelle de loi de densité 1√
2π
e−

x2
2 .

(a) Montrer que σU +m a même loi que X.

(b) Calculer E(X) et Var(X).

(c) Calculer la densité de la loi de Y = aX + b pour a et b réels.

(d) Calculer E(Y ) et Var(Y ).

3) Soit X variable aléatoire à valeurs dans N telle que ∀k ≥ 0,P(X = k) = θke−θ

k! (θ > 0
fixé). Calculer E(X). Pour u ≥ 0, calculer E(e−uX).
Rappel : ∀t ∈ R,

∑+∞
n=0

tn

n! = et.

4) Soit (X,Y ) variable aléatoire à valeurs dans R2 de loi de densité

(x, y) 7→ 3
4

exp (−|x+ 2y| − |x− y|) .

Calculer la densité de la loi de (X + 2Y,X −Y ) puis les densités des lois de X et Y . (On
pourra utiliser un changement de variable approprié.)

5) Soit Y variable aléatoire réelle de densité 1
π(1+x2) . Montrer que 1/Y a même loi que Y .
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6) M. Dupond attend son bus en moyenne 10 min. tous les matins. Donner une majoration
de la probabilité que M. Dupond attende son bus plus de 20 min.

7) Soit (X,Y ) variable aléatoire à valeurs dans R2 densité 1
π2

1
1+(1+x2)2y2 . Calculer la loi de

X.
8) Soit (X,Y ) variable aléatoire à valeurs dans R2 de densité 1

2π e
−x2/2e−y2/2. Calculer la

loi de X/Y . Cette variable est-elle intégrable ?
9) Soit δ > 0 et Y de loi N (0, 1).

(a) Montrer que P(Y > δ) = 1√
2π

∫ +∞
δ

1
x

∂
∂x (−e− x2

2 )dx. En déduire une intégration par

parties de cette intégrale qui donne que P(Y > δ) = 1
δ

1√
2π
e−

δ2
2 −(intégrale positive).

En déduire que

P(Y > δ) ≤ 1
δ

1√
2π
e−

δ2
2 .

(b) On remarque que

P(Y > δ) =
∫ +∞

δ

y

(
1
y

e−y2

2√
2π

)
dy .

Déduire de la question précédente que

P(Y > δ) ≥ δ

∫ +∞

δ

F (y)dy

avec

F (y) =
∫ +∞

y

e−
x2
2

√
2π

dx .

(c) Intégrer par parties
∫ +∞

δ
1×F (y)dy (en intégrant le 1 et dérivant le F ) pour trouver∫ +∞

δ

1× F (y)dy = −δ
∫ +∞

δ

e−
x2
2

√
2π

dx+
e−

δ2
2

√
2π

.

(d) En déduire que

P(Y > δ) ≥ 1(
δ + 1

δ

) e− δ2
2

√
2π

.

6.7.2 Corrigés

(1) On fait des intégrations par parties :

E(X) =
∫

R
λxe−λx1x≥0dx

=
∫ +∞

0

λxe−λxdx

= [−xe−λx]+∞0 +
∫ +∞

0

e−λxdx

= 0 + [− 1
λ
e−λx]+∞0 =

1
λ

Var(X) = E(X2)− E(X)2

=
∫ +∞

0

x2λe−λxdx− 1
λ2

= [−x2e−λx]+∞0 +
∫ +∞

0

2xe−λxdx− 1
λ2

= 0 +
[
−2x

e−λx

λ

]+∞
0

+
∫ +∞

0

2
e−λx

λ
dx− 1

λ2

= 0 +
[
−2

e−λx

λ2

]+∞
0

− 1
λ2

=
1
λ2
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Soit f : R → R+ continue bornée.

E(f(2X)) =
∫ +∞

−∞
f(2x)1x≥0λe

−λxdx

(changement de variable t = 2x) =
∫ +∞

−∞
f(t)1t/2≥0λe

−λt/2 1
2
dt .

Cela est vrai ∀f donc la densité de la loi de 2X est t 7→ 1t≥0
λ
2 e

−λt/2.
Calculons : E(2X) = 2E(X) = 2

λ (par linéarité de l’espérance) et Var(2X) = E((2X)2)−
E(2X)2 = 4E(X2)− 4(E(X))2 = 4Var(X) = 4

λ2 (par linéarité de l’espérance).
(2) (a) Soit f : R → R+ continue bornée.

E(f(σU +m)) =
∫ +∞

−∞
f(σx+m)

1√
2π
e−

x2
2 dx

(changement de variable t = σx+m) =
∫ +∞

−∞
f(t)

1√
2πσ2

e−
(t−m)2

2σ2 dt

Cela est vrai ∀f donc la densité de la loi de σU +m est la même que celle de la loi
de X donc σU +m et X ont même loi

(b) E(X) = E(σU + m) = σE(U) + m = m (car E(U) = 0 car intégrale de fonction
impaire) et

Var(X) = Var(σU +m) = E((σU +m)2)− E(σU +m)2

= σ2E(U2) +m2 + 2mσE(U)−m2 = σ2E(U2)

= σ2

∫ +∞

−∞
x2 1√

2π
e−

x2
2 dx

= σ2

[
−x 1√

2π
e−

x2
2

]+∞
−∞

+ σ2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

x2
2 dx

= 0 + σ2 .

(c) Soit f : R → R+ continue bornée.

E(f(Y )) = E(f(aX + b))

=
∫ +∞

−∞
f(at+ b)

1√
2πσ2

e−
(t−m)2

2σ2 dt

(changement de variable x = at+ b) =
∫ +∞

−∞
f(x)

1√
2πa2σ2

e−
(x−b−m)2

2a2σ2 dx

Cela est vrai ∀f donc la densité de la loi de Y est x 7→ 1√
2πa2σ2 e

− (x−b−m)2

2a2σ2 .

(d) E(Y ) = E(aX + b) = aE(X) + b = am+ b et

Var(Y ) = Var(aX + b) = E((aX + b)2)− E(aX + b)2

= a2E(X2) + b2 + 2abE(X)− a2E(X)2 − b2 − 2abE(X)
= a2E(X2)− a2E(X)2 = a2Var(X) = a2σ2 .

(3)

E(X) =
∑
k≥0

k
θke−θ

k!

=
∑
k≥1

θ
θk−1e−θ

(k − 1)!

= θ
∑
q≥0

θqe−θ

q!

(somme de série exponentielle) = θ



6.7. EXERCICES 49

E(e−uX) =
∑
k≥0

e−uk θ
ke−θ

k!

=
∑
k≥0

(e−uθ)k e
−θ

k!

(somme de série exponentielle) = exp(e−uθ))e−θ

= exp(θ(e−u − 1))

(4) Soit f : R2 → R+ continue bornée.

E(f(X + 2Y,X − Y )) =
∫

R2
f(x+ 2y, x− y)

3
4

exp (−|x+ 2y| − |x− y|) dxdy

On fait un changement de variable en :

{
u = x+ 2y
v = x− y

{
x = u+2v

3

y = u−v
3 .

L’application :

φ : R2 → R2

(u, v) 7→
(
u+ 2v

3
,
u− v

3

)
est bijective. On calcule le jacobien (c’est à dire que l’on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de φ en u et v) :

J(u, v) =
[

1/3 1/3
2/3 −1/3

]
On fait le changement de variable dans l’intégrale :

E(f(X + 2Y,X − Y )) =
∫

R2
f(u, v)

3e−|u|e−|v|

4
|det(J(u, v))|dudv

=
∫

R2
f(u, v)

e−|u|e−|v|

4
dudv .

Cela est vrai ∀f donc la densité de la loi de (X + 2Y,X − Y ) est (u, v) 7→ e−|u|e−|v|

4 .
Soit f : R → R+ continue bornée.

E(f(X)) =∫
R2
f(x)

3
4

exp (−|x+ 2y| − |x− y|) dxdy =

(Fubini-Tonelli)
3
4

∫
R
f(x)

(∫
R

exp (−|x+ 2y| − |x− y|) dy
)
dx

On veut calculer ψ(x) :=
∫

R exp (−|x+ 2y| − |x− y|) dy. Commençons par montrer que
c’est une fonction paire. On fait un changement de variable en t = −y dans l’intégrale
suivante :

ψ(−x) =
∫ +∞

−∞
exp (−| − x+ 2y| − | − x− y|) dy

=
∫ −∞

+∞
exp (−| − x− 2t| − | − x+ t|) (−1)dt

=
∫ +∞

−∞
exp (−|x+ 2t| − |x− t|) dt = ψ(x) .



50 CHAPITRE 6. FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS

On se contente donc de calculer ψ(x) pour x ≥ 0 :

ψ(x) =
∫ −x/2

−∞
e(x+2y)e−(x−y)dy

+
∫ x

−x/2

e−(x+2y)e−(x−y)dy +
∫ +∞

x

e−(x+2y)e(x−y)dy

=
e−3x/2

3
+ e−3x/2 − e−3x +

e−3x

3

=
4e−3x/2

3
− 2

3
e−3x .

Donc par parité, ψ(x) = 4e−3|x|/2

3 − 2
3e
−3|x| ∀x ∈ R. Donc :

E(f(X)) =
3
4

∫
R
f(x)

(
4e−3|x|/2

3
− 2

3
e−3|x|

)
.

Cela est vrai ∀f donc la densité de la loi de X est x 7→ e−3|x|/2 − e−3|x|

2 .
Des calculs analogues conduisent à la densité suivante pour Y : y 7→ 3

4e
−3|y|(1 + 3|y|).

(5) Soit f : R → R+ continue bornée.

E(f(1/Y )) =
∫ +∞

−∞
f(1/x)

1
π(1 + x2)

dx

=
∫ 0

−∞
f(1/x)

1
π(1 + x2)

dx+
∫ +∞

0

f(1/x)
1

π(1 + x2)
dx

(changement de variable en u = 1/x)

=
∫ −∞

0

f(u)
1

π(1 + 1/u2)

(
− 1
u2

)
du

(changement de variable en v = 1/x)

+
∫ 0

+∞
f(v)

1
π(1 + 1/v2)

(
− 1
v2

)
dv

=
∫ 0

−∞
f(u)

1
π(1 + u2)

du+
∫ +∞

0

f(v)
1

π(1 + v2)
dv

=
∫ +∞

−∞
f(u)

1
π(1 + u2)

du

(Remarque : on est obligé de découper l’intégrale en deux morceaux pour faire des
changements de variables bien définis.) On a donc que u 7→ 1

π(1+u2) est la densité de
1/Y .

(6) On utilise l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev : P(X ≥ 20) ≤ 1
20E(X) = 1

2 .

(7) Soit f ∈ C+
b (R), on calcule :

E(f(X)) =
∫

R2
f(x)

1
π2

1
1 + (1 + x2)2y2

dxdy

par Fubini-Tonelli =
∫ +∞

−∞
f(x)

(
1
π2

∫ +∞

−∞

1
1 + (1 + x2)2y2

dy

)
dx .

Donc la densité de X est la fonction de x suivante :

1
π2

∫ +∞

−∞

1
1 + (1 + x2)2y2

dy =
1
π2

[
1

1 + x2
arctan((1 + x2)y)

]+∞
−∞

=
1
π

1
1 + x2

.
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(8) Soit f ∈ C+
b (R), on calcule :

E(f(X/Y )) =
∫

R2
f(u/v)

1
2π
e−u2/2e−v2/2dudv

On fait un chamgement de variable en s = u/v, t = v, u = st, v = t. La matrice
jacobienne est :

J(s, t) =
[
t 0
s 1

]
de déterminant t. On a donc :

E(f(X/Y )) =
∫

R2

1
2π
f(s)|t|e−(st)2/2e−t2/2dsdt

par Fubini-Tonelli =
∫ +∞

−∞
f(s)

(
1
2π

∫ +∞

−∞
e−(st)2/2e−t2/2|t|dt

)
ds .

Donc la densité de X/Y est la fonction de s suivante (par parité) :

1
2π

∫ +∞

−∞
e−(st)2/2e−t2/2|t|dt =

1
π

∫ +∞

0

e−(st)2/2e−t2/2tdt

( changement de variable z =
√

1 + s2 × t) =
1
π

∫ +∞

0

e−z2/2z
1

1 + s2
dz

=
1
π

[
−e−z2/2 1

1 + s2

]+∞
0

=
1
π

1
1 + s2

.

On calcule :

E(|X/Y |) =
∫ +∞

−∞
|s| 1
π

1
1 + s2

ds

(parité) =
∫ +∞

0

s
2
π

1
1 + s2

ds

= +∞

car s
1+s2 ∼

s→+∞
1
s qui n’est pas intégrable en +∞. Donc X/Y n’est pas intégrable.

(9) (a) On a ∂
∂x (−e− x2

2 ) = xe−
x2
2 . On fait une intégration par parties :

P(Y > δ) =
1√
2π

∫ +∞

δ

1
x

∂

∂x
(−e− x2

2 )dx

=
1√
2π

[
1
x
e−

x2
2

]∞
δ

− 1√
2π

∫ +∞

δ

1
x2
e−

x2
2 dx

≤ 1
δ

1√
2π
e−

δ2
2 .

(b) Par la question précédente :

P(Y > δ) =
∫ ∞

δ

y

(
1
y

e−y2

2√
2π

)
dy

≤
∫ ∞

δ

y × P(Y > y)dy

= δ

∫ +∞

δ

F (y)dy
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(c)

∫ +∞

δ

1× F (y)dy = [yF (y)]∞δ +
∫ ∞

δ

y
e−

y2

2

√
2π

dy

= −δF (δ) +

[
−e

− y2

2

√
2π

]∞
δ

= −δ
∫ ∞

δ

e−
x2
2

√
2π

dx+
e−

δ2
2

√
2π

(d) D’où

P(Y > δ) ≥ −δ2P(Y > δ) + δ
e−

δ2
2

√
2π

P(Y > δ) ≥ δ

1 + δ2
e−

δ2
2

√
2π

.



Chapitre 7

Variables indépendantes

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (Ω,A,P).

7.1 Définitions générales

7.1.1 Événements et variables indépendantes

Définition 7.1.1. On dit que A1, A2, · · · ∈ A sont indépendants si ∀j1, . . . , jp (indices
distincts) :

P(Aj1 ∩ · · · ∩Ajp
) = P(Aj1)× · · · × P(Ajp

) .

On notera A1 ⊥⊥ A2 ⊥⊥ . . . .
On dit que deux événements A1, A2 sont indépendants si P(A1 ∩ A2) = P(A1) × P(A2).

On notera A1 ⊥⊥ A2.

Remarque 7.1.2. Pour que les événements ci-dessus soient indépendants, il ne suffit pas
qu’ils soient deux à deux indépendants (c’est à dire P(Ai ∩Aj) = P(Ai)P(Aj),∀i 6= j).

Lemme 7.1.3. A1, A2, · · · ∈ A sont indépendants alors Ac
1, A

c
2, . . . sont indépendants.

Démonstration. Nous ne faison la démonstration que pour deux événements A1, A2. Nous
avons (en utilisant les propriétés des mesures)

P(Ac
1 ∩Ac

2) = P((A1 ∪A2)c)
= 1− P(A1 ∪A2)
= 1− P((A1\A2) ∪ (A2\A1) ∪ (A1 ∩A2))
= 1− P(A1\A2)− P(A2\A1)− P(A1 ∩A2)
= 1− (P(A1)− P(A1 ∩A2))

−(P(A2)− P(A1 ∩A2))− P(A1 ∩A2)
(car A1 indépendant de A2) = 1− P(A1)− P(A2) + P(A1)P(A2)

= (1− P(A1))(1− P(A2)) = P(Ac
1)P(Ac

2)

Définition 7.1.4. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires à valeurs (respectivement)
dans des espaces mesurables (E1, E1), . . . , (En, En). On dit que X1, . . . , Xn sont indépen
-dantes si ∀(F1, . . . , Fn) ∈ E1 × . . . En,

P({X1 ∈ F1} ∩ · · · ∩ {Xn ∈ Fn}) = P({X1 ∈ F1})× · · · × P({Xn ∈ Fn}) .

On notera X1 ⊥⊥ . . . ⊥⊥ Xn.

Remarque 7.1.5. Pour que X1, . . . , Xn soient indépendants, il ne suffit pas qu’ils soient
deux à deux indépendants.
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Théorème 7.1.6. Soient X1, . . . , Xn des variables indépendantes comme dans la définition
ci-dessus. Alors ∀f1 : E1 → R mesurable,. . ., ∀fn : En → R mesurable :

E(f1(X1) . . . fn(Xn)) = E(f1(X1))× · · · × E(fn(Xn)) .

Corollaire 7.1.7. Si X,Y sont des v.a.r. indépendantes alors

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) .

Démonstration.

Var(X + Y ) = E((X + Y )2)− (E(X + Y ))2

= E(X2 + Y 2 + 2XY )− E(X)2 − E(Y )2 − 2E(X)E(Y )
= E(X2) + E(Y 2) + 2E(X)E(Y )− E(X)2 − E(Y )2 − 2E(X)E(Y )
= E(X2) + E(Y 2)− E(X)2 − E(Y )2

= Var(X) + Var(Y ) .

Définition 7.1.8. Soit Y v.a. à valeurs dans un espace mesurable quelconque (E, E). La
tribu engendrée par Y est σ(Y ) = {Y −1(A), A ∈ E}. La famille σ(Y ) est une tribu et
σ(Y ) ⊂ A.

Proposition 7.1.9. Soient X1, . . . , Xm des variables indépendantes comme dans la défi-
nition 7.1.4. Alors ∀A1 ∈ σ(X1), . . . , An ∈ σ(Xn), A1, . . . , An sont indépendants. (En
d’autres termes, des événements relatifs à des variables indépendantes dont indépendants.)

Et, de plus, ∀f1 : E1 → R mesurable,. . ., ∀fn : En → R mesurable, les variables
f1(X1), . . . , fn(Xn) sont indépendantes.

7.1.2 Densités de variables indépendantes

Théorème 7.1.10. Soient X1, . . . Xn des v.a.r.

(i) Si ∀i, Xi a la densité pi et X1, . . . , Xn indépendantes alors (X1, . . . , Xn) a la densité

(x1, . . . , xn) 7→ p(x1, . . . , xn) = p1(x1)× · · · × pn(xn) .

(ii) Si X1, . . . , Xn sont telles que (X1, . . . , Xn) a une densité de la forme

(x1, . . . , xn) 7→ p(x1, . . . , xn) = q1(x1)× · · · × qn(xn) ,

alors X1, . . . , Xn sont indépendantes et ∀i, Xi a une densité pi = Ciqi pour une cer-
taine constante Ci.

Remarque 7.1.11. Quand on se trouve dans le cas (ii) du th. ci-dessus, on détermine les
constantes Ci à l’aide de la propriété : ∀i,

∫
Rd pi(x)dx = 1 (cf. rem 6.1.10). Ce qui donne

Ci =
1∫

Rd qi(x)dx
.

Exemple 7.1.12. Soit U ∼ E(1) et V ∼ U([0, 1]). Les variables U, V sont supposée
indépendantes. Soient X =

√
U cos(2πV ), Y =

√
U sin(2πV ). Soit φ ∈ C+(R2). Calculons

E(φ(X,Y )) = E(φ(
√
U cos(2πV ),

√
U sin(2πV )))

=
∫ +∞

0

∫ 1

0

φ(
√
u cos(2πv),

√
u sin(2πv))e−ududv .

Changement de variable : {
u = r2

v = θ
2π

,

{
r =

√
u

θ = 2πv .
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Difféomorphisme :

F : [0,+∞[×[0, 2π[ → [0,+∞[×[0, 1]
(r, θ) 7→

(
r2, θ

2π

)
.

Matrice jacobienne : [
2r 0
0 1

2π

]
.

Donc

E(φ(X,Y )) =
∫ +∞

0

∫ π/2

0

φ(r cos(θ), r sin(θ))|r|e−r2 1
π
dθdr .

Puis par changement de variables en coordonnées polaires (comme dans l’exemple 5.2.5) :

E(φ(X,Y )) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

φ(x, y)e−x2−y2 1
π
dxdy .

Donc la densité de (X,Y ) est (x, y) 7→ 1
π e

−x2
e−y2

(par (5.2.1), on peut vérifier que c’est
bien une fonction d’intégrale sur R2 égale à 1). C’est un produit d’une fonction de x et d’une
fonction de y donc X et Y sont indépendantes.

7.2 Lemme de Borel-Cantelli

Théorème 7.2.1. Lemme de Borel-Cantelli

(i) Soient A1, A2, . . . une famille dénombrable d’événements telle que
∑

n≥1 P (An) <∞.
Alors

P ({ω : ω ∈ une infinité de An}) = 0 .

Ce qui s’énonce aussi : p.s., seul un nombre fini d’événements An est réalisé.

(ii) Si on a A1, A2, . . . une famille dénombrable d’événements indépendants tels que∑
n≥1

P (An) = ∞

alors
P ({ω : ω ∈ une infinité de An}) = 1 .

Ce qui s’énonce aussi : p.s., une infinité d’événements An est réalisée.

Démonstration. (i) Le symbole E est une intégrale, nous avons donc, d’après l’exemple
5.1.10 :

E

∑
n≥1

1An

 =
∑
n≥1

E (1An)

=
∑
n≥1

P (An) <∞

donc, par la propriété (v) de la remarque 6.2.2, la variable Y =
∑

n≥1 1An est finie p.s.

(ii) Calculons

{ω : ω ∈ infinité de An} = {ω : ∀n0,∃k ≥ n0, ω ∈ Ak}
= {ω : ∀n0, ω ∈

⋃
k≥n0

Ak}

=
⋂

n0≥1

 ⋃
k≥n0

Ak

 .
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Soit n0 fixé, nous avons par indépendance ∀n ≥ n0

P

 ⋂
n0≤k≤n

Ac
k

 =
∏

n0≤k≤n

P (Ac
k)

=
∏

n0≤k≤n

(1− P (Ak))

donc log

(
P

( ⋂
n0≤k≤n

Ac
k

))
=
∑

n0≤k≤n log (1− P (Ak)). Nous avons

log (1− P (Ak)) ≤ −P (Ak)

donc la série précédente diverge. Donc

lim
n→+∞

∑
n0≤k≤n

log (1− P (Ak)) = −∞

donc

lim
n→+∞

∏
n0≤k≤n

(1− P (Ak)) = lim
n→+∞

P

 ⋂
n0≤k≤n

Ac
k

 = 0 .

Pour tout n ≥ n0,
⋂

n0≤k≤n+1

Ac
k ⊂

⋂
n0≤k≤n

Ac
k. Donc par intersection décroissante (cf.

prop. 2.2.9)

P

 ⋂
n0≤k

Ac
k

 = lim
n→+∞

P

 ⋂
n0≤k≤n

Ac
k

 = 0 .

Et donc par réunion,

P

 ⋃
n0≥1

⋂
n0≤k

Ac
k

 ≤
∑
n0≥1

P(
⋂

n0≤k

Ac
k) = 0 .

Donc par passage au complémentaire

P

 ⋂
n0≥1

⋃
n0≤k

Ak

 = 1 .

7.3 Somme de deux variables indépendantes

Définition 7.3.1. Convolution de deux mesures
Si µ et ν sont deux mesures sur Rd, on définit µ ? ν (la convolée de µ et ν) par la relation
suivante : ∀φ ∈ C+

b (Rd),∫
Rd

φ(z)µ ? ν(dz) =
∫

Rd

∫
Rd

φ(x+ y)µ(dx)ν(dy) .

(Cette relation détermine complètement µ ? ν.)

Remarque 7.3.2. Par un changement de variable, on montre que µ ? ν = ν ? µ.

Lemme 7.3.3. Si µ et ν sont deux mesures de probabilité sur Rd de densités respectivement
f et g alors µ ? ν est une mesure de probabilité de densité f ? g (cf. ex. 4.3.4 et 5.2.6 pour
la définition de la convolée de deux fonctions).



7.3. SOMME DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES 57

Démonstration. Soit φ ∈ C+
b (Rd),∫

Rd

φ(z)µ ? ν(dz) =
∫

Rd

∫
Rd

φ(x+ y)µ(dx)ν(dy)

=
∫

Rd

∫
Rd

φ(x+ y)f(x)g(y)dxdy .

Changement de variable Rd × Rd → Rd, u = x + y, v = y, x = u − v, y = v. Matrice
jacobienne : [

1 1
−1 0

]
.

Donc ∫
Rd

φ(z)µ ? ν(dz) =
∫

Rd

∫
Rd

φ(u)f(u− v)g(v)dudv

(Borel-Cantelli) =
∫

Rd

φ(u)
(∫

Rd

f(u− v)g(v)dv
)
du

=
∫

Rd

φ(u)f ? g(u)du .

Donc f ? g est la densité de µ ? ν.

Proposition 7.3.4. Soient X et Y deux variables indépendantes à valeurs dans Rd.

i) La loi de X + Y est PX ? PY . Si, de plus, X,Y ont des densités respectivement pX , pY ,
alors X + Y a pour densité pX ? pY .

ii) La fonction caractéristique de de X + Y est ΦX+Y = ΦX × ΦY .

iii) Si X,Y à valeurs dans N, la fonction génératrice de X + Y est gX+Y = gX × gY .

Démonstration. (i) vient du lemme précédent.

(ii)

ΦX+Y (ξ) = E(eiξ(X+Y ))
= E(eiξXeiξY )

(X ⊥⊥ Y , cf. cor. 7.1.6) = E(eiξX)E(eiξY )
= ΦX(ξ)ΦY (ξ) .

(iii) De même

gX+Y (t) = E(tX+Y )
= E(tXtY )
= E(tX)E(tY ) = gX(t)gY (t) .

Exemple 7.3.5. Somme de gaussiennes
Soient X ∼ N (m1, σ

2
1), Y ∼ N (m2, σ

2
2) indépendantes. Nous avons (cf. lem. 6.5.3)

ΦX(ξ) = exp
(
iξm1 −

ξ2σ2
1

2

)
,ΦY (ξ) = exp

(
iξm2 −

ξ2σ2
2

2

)
.

Donc, par la proposition précédente,

ΦX+Y (ξ) = exp
(
iξ(m1 +m2)−

ξ2(σ2
1 + σ2

2)
2

)
Et donc (cf. th. 6.5.4)

X + Y ∼ N (m1 +m2, σ
2
1 + σ2

2) .
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Exemple 7.3.6. Si X et Y de loi G(p) indépendantes alors

P(X + Y = n) = P (∪0≤k≤n{X = k, Y = n− k})

(car év. disjoints) =
n∑

k=0

P(X = k, Y = n− k)

(car X ⊥⊥ Y ) =
n∑

k=0

P(X = k)P(Y = n− k)

=
n∑

k=0

pk(1− p)pn−k(1− p)

= (n+ 1)pn(1− p)2 .

7.4 Exercices

7.4.1 Énoncés

1) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi N (0, 1). Montrer que X+Y
et X − Y sont indépendantes.

2) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que X suit une
loi de Poisson de paramètre λ et que Y suit une loi de Poisson de paramètre µ. Calculer
la loi de X + Y .

3) X une variable aléatoire dans R est dite symétrique si −X a même loi que X.
(a) Si X a une densité f , montrer que : X est symétrique si et seulement si f(x) =

f(−x) pour presque tout x.
(b) Donner un exemple de de loi symétrique.
(c) Montrer que X est symétrique si et seulement si le nombre E(eiuX) est réel ∀u ∈ R.
(d) Soit X variable aléatoire dans R symétrique. On suppose P(X = 0) = 0. On note :

ε =


1 si X > 0
0 si X = 0
−1 si X < 0 .

Montrer que ε et |X| sont indépendantes.
(e) Si Y et Y ′ sont deux variables aléatoires réelles de même loi et indépendantes,

montrer que Y − Y ′ est symétrique.
4) Soient U de loi uniforme sur [0, 1] et X de loi exponentielle de paramètre 1 deux variables

aléatoires réelles indépendantes.
(a) Calculer P(sup(U,X) ≤ t) dans les 3 cas suivants : t < 0, t ∈ [0, 1], t > 1.
(b) Dessiner la fonction de répartition de sup(U,X).

7.4.2 Corrigés

(1) Soit f ∈ C+
b (R2), on calcule :

E(f(X + Y,X − Y )) =
∫

R2
f(x+ y, x− y)

1
2π
e−x2/2e−y2/2dxdy

(changement de variable déjà vu : u=x+y,v=x-y)

=
∫

R2

1
2π
f(u, v)e−(u+v)2/8−(u−v)2/8 1

2
dudv

=
∫

R2
f(u, v)e−u2/4e−v2/4 1

4π
dudv

Donc la densité de (X + Y,X − Y ) est la fonction (u, v) 7→ e−u2/4e−v2/4 1
4π . C’est

un produit d’une fonction de u et d’une fonction de v donc X + Y et X − Y sont
indépendantes.
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(2) Les variables X et Y sont à valeurs dans N donc X + Y aussi. Soit n ∈ N, calculons :

P(X + Y = n) = P({X = 0 et Y = n} ∪ {X = 1 et Y = n− 1} ∪ . . .
· · · ∪ {X = n et Y = 0})

événements disjoints =
n∑

k=0

P(X = k et Y = n− k)

indépendance =
n∑

k=0

P(X = k)P(Y = n− k)

=
n∑

k=0

λke−λ

k!
µn−ke−µ

(n− k)!

=
e−λ−µ

n!

n∑
k=0

Ck
nλ

kµn−k

=
e−λ−µ

n!
(λ+ µ)n .

Donc X + Y ∼ P(λ+ µ).
(3) (a) – Si X est symétrique :

∀φ ∈ C+
b (R),

E(φ(X)) = E(φ(−X))∫ +∞

−∞
φ(t)f(t)dt =

∫ +∞

−∞
φ(−t)f(t)dt∫ +∞

−∞
φ(t)f(t)dt =

∫ +∞

−∞
φ(u)f(−u)du (changement de variable u = −t) .

Donc
∫ +∞
−∞ φ(t)(f(t)−f(−t))dt = 0. Cela est vrai ∀φ ∈ C+

b (R) donc f(t)−f(−t)
est nulle presque partout donc f(t) = f(−t) pour presque tout t.

– Si f(t) = f(−t) pour presque tout t :
∀φ ∈ C+

b (R),

E(φ(−X)) =
∫ +∞

−∞
φ(−t)f(t)dt

=
∫ +∞

−∞
φ(t)f(−t)dt (par changement de variable)

=
∫ +∞

−∞
φ(t)f(t)dt

(car f(t) et f(−t) cöıncident presque partout)

donc −X est de densité t 7→ f(t) comme X donc X est symétrique.
(b) Exemple de loi symétrique : X = 1 avec probabilité 1/2 et X = −1 avec probabilité

1/2.
(c) – Si X est symétrique :

Pour tout u :

E(eiuX) = E(e−iuX)

= E(eiuX) .

Donc E(eiuX) ∈ R.
– Si E(eiuX) ∈ R, ∀u :

E(eiu(−X)) = E(eiuX)
= E(eiuX) .

Donc X et −X ont même fonction caractéristique donc X et −X ont même loi
donc X est symétrique.
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(d) Soient A1, A2 ∈ B(R).
– Si 1 ∈ A1 et −1 ∈ A1, P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) = P(|X| ∈ A2) = P(ε ∈ A1)P(|X| ∈
A2).

– Si 1 ∈ A1 et −1 /∈ A1, P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) = P(ε = 1, |X| ∈ A2) = P(X >
0, X ∈ A2) = P(X < 0,−X ∈ A2) car X symétrique donc P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) =
1
2 (P(X > 0, X ∈ A2) + P(X < 0,−X ∈ A2)) = P(ε ∈ A1)P(|X| ∈ A2).

– Si 1 /∈ A1 et −1 ∈ A1, on montre de même que P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) = P(ε ∈
A1)P(|X| ∈ A2).

– Si 1 /∈ A1 et −1 /∈ A1, P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) = 0 = P(ε ∈ A1)P(|X| ∈ A2).
On a donc toujours P(ε ∈ A1, |X| ∈ A2) = P(ε ∈ A1)P(|X| ∈ A2), donc ε et |X|
sont indépendants.

(e) On calcule la fonction caractéristique ;

E(eiu(Y−Y ′)) = E(eiuY e−iuY ′)

= E(eiuY )E(e−iuY ′) (par indépendance)

= E(eiuY ′)E(e−iuY ) (car Y et Y ′ ont même loi)

= E(eiu(Y ′−Y ))

= E(eiu(Y−Y ′)) .

Donc par la question 3c, Y − Y ′ est symétrique.

(4) (a)

F (t) = P(sup(U,X) ≤ t) = P(U ≤ t,X ≤ t)
(indépendance) = P(U ≤ t)P(X ≤ t)

=


0 si t ≤ 0
t(1− e−t) si t ∈]0, 1[
1− e−t si t > 1

(b) On remarque que F est continue et qu’elle a un point anguleux en 1.



Chapitre 8

Convergence de variables
aléatoires

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (Ω,A,P).

8.1 Les différentes notions de convergence

On se donne X, (Xn)n≥0 v.a. à valeurs dans Rd.

Définition 8.1.1. (C’est une réécriture de la définition 4.1.2.)
On dit que Xn converge presque sûrement vers X et on note Xn

p.s.−→
n→+∞

X si

P({ω ∈ Ω : X(ω) = lim
n→+∞

Xn(ω)}) = 1 .

Définition 8.1.2. On dit que Xn converge dans Lp vers X et on note Xn
Lp

−→
n→+∞

X si

E(‖X −Xn‖p) −→
n→+∞

0 (ici, ‖.‖ est la norme usuelle sur Rd).

Définition 8.1.3. On dit que Xn converge en probabilité vers X et on note Xn
proba.−→

n→+∞
X

si ∀ε > 0, P(‖X −Xn‖ ≥ ε) −→
n→+∞

0.

Définition 8.1.4. On dit que Xn converge en loi vers X et on note Xn
loi−→

n→+∞
X si ∀φ ∈

C+
b (Rd), E(φ(Xn)) −→

n→+∞
E(φ(X)).

Définition 8.1.5. Soit (µn) une suite de mesures de probabilité sur Rd. On dit que (µn)
converge étroitement vers µ et on note µ étr.−→

n→+∞
µ si ∀φ ∈ C+

b (Rd),

∫
Rd

φ(x)µn(dx) −→
n→+∞

∫
Rd

φ(x)µ(dx) .

Remarque 8.1.6. Pour une suite de v.a. à valeurs dans Rd,[
Xn

loi−→
n→+∞

X

]
⇔
[
PXn

étr.−→
n→+∞

PX

]
Théorème 8.1.7. Pour des variables dans R, nous avons l’équivalence[

Xn
loi−→

n→+∞
X

]
⇔ [FXn(t) loi−→

n→+∞
FX(t) en tout point t où FX est continue

(c’est à dire en tout point t tel que P(X = t) = 0).] .
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Corollaire 8.1.8. Pour une suite de v.a. à valeurs dans Rd,[
Xn

loi−→
n→+∞

X

]
⇔
[
PXn

étr.−→
n→+∞

PX

]
Théorème 8.1.9. i)

[
Xn

p.s.−→
n→+∞

X

]
⇒
[
Xn

proba.−→
n→+∞

X

]
ii) ∀p ≥ 1,

[
Xn

Lp

−→
n→+∞

X

]
⇒
[
Xn

proba.−→
n→+∞

X

]
iii)

[
Xn

proba.−→
n→+∞

X

]
⇒
[
∃ sous-suite (Xg(n)) : Xg(n)

p.s.−→
n→+∞

X

]
iv)

[
Xn

proba.−→
n→+∞

X

]
⇒
[
Xn

loi−→
n→+∞

X

]
Rappel : une sous-suite d’une suite (un)n≥0 est donnée par une application strictement

croissante g : N → N, la sous-suite s’écrit alors (ug(n))n≥0.
Diagramme :

convergence Lp ⇒ convergence en probabilité ⇐ convergence p.s.
⇓

convergence en loi.

Toutes les autres implications sont fausses.

Démonstration du point (iv) du théorème 8.1.9. On se contente de faire la démonstration
pour des variables à valeurs réelles. Soit t un point où FX est continue. Soit ε > 0 quelconque.
Par la propriété d’additivité et la propriété de croissance :

P(Xn ≤ t) = P(Xn ≤ t, |X −Xn| ≤ ε) + P(Xn ≤ t, |X −Xn| > ε)
≤ P(X ≤ t+ ε) + P(|X −Xn| > ε) .

Comme P(|X−Xn| > ε) −→
n→+∞

0 alors lim supn→+∞ P(Xn ≤ t) ≤ P(X ≤ t+ε) = FX(t+ε).

De même :

P(X ≤ t− ε) = P(X ≤ t− ε, |X −Xn| ≤ ε) + P(X ≤ t− ε, |X −Xn| > ε)
≤ P(Xn ≤ t) + P(|X −Xn| > ε) .

Donc lim infn→+∞ P(Xn ≤ t) ≥ P(X ≤ t− ε) = FX(t− ε). Tous ces calculs sont vrais ∀ε et
FX est continue en t donc limn→+∞ FXn(t) = FX(t).

8.2 Loi des grands nombres

Notation 8.2.1. Soient X1, X2, . . . des variables indépendantes et de même loi. On dira
que ces variables sont indépendantes et identiquement distribuées et on utilisera la notation
« i.i.d. ».

Théorème 8.2.2. Loi faible des grands nombres
Soient X1, X2, . . . des v.a.r. i.i.d. Si E(X2

n) <∞, on a

X1 + · · ·+Xn

n

L2

−→
n→+∞

E(X1) .

Démonstration.

E

((
X1 + · · ·+Xn

n
− E(X1)

)2
)

= E

((
(X1 − E(X1)) + · · ·+ (Xn − E(Xn))

n

)2
)

=
n∑

k=1

1
n2

E((Xk − E(Xk))2)

=
Var(X1)

n
−→

n→+∞
0
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Théorème 8.2.3. Loi forte des grands nombres
Soient X1, X2, . . . des v.a.r. i.i.d. Si E(|X1|) <∞ (en d’autres termes. Si X1 est intégrable)
alors

X1 + · · ·+Xn

n

p.s.−→
n→+∞

E(X1) .

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas E(X4
1 ) <∞. Nous voulons

montrer que
(X1 − E(X1)) + · · ·+ (Xn − E(Xn))

n

p.s.−→
n→+∞

0 .

Posons pour tout i, X ′
i = Xi − E(Xi). Calculons

E

((
X ′

1 + · · ·+X ′
n

n

)4
)

=
1
n4

∑
i1,i2,i3,i4∈{1,...,n}

E(X ′
i1X

′
i2X

′
i3X

′
i4) .

Remarquons que dans cette dernière somme, certains termes sont nuls. Par exemple, en
utilisant les propriétés des variables indépendantes (cf. cor. 7.1.6)

E(X ′
1X

′
2X

′
2X

′
2) = E(X ′

1)E((X ′
2)

3) = 0
E(X ′

1X
′
2X

′
3X

′
3) = E(X ′

1)E(X ′
2)E((X ′

3)
2) = 0 .

Après regroupement des termes identiques, nous obtenons

E

((
X ′

1 + · · ·+X ′
n

n

)4
)

=
1
n4

(nE((X ′
1)

4 + 6n(n− 1)E((X1)2(X2)2)

≤ 7
n2

.

Et donc
∑

n≥1 E
((

X′
1+···+X′

n

n

)4
)
<∞. Par Fubini-Tonelli (cf. ex. 5.1.10)

E

∑
n≥1

(
X ′

1 + · · ·+X ′
n

n

)4
 =

∑
n≥1

E

((
X ′

1 + · · ·+X ′
n

n

)4
)
<∞ .

Donc la variable
∑

n≥1

(
X′

1+···+X′
n

n

)4

est finie p.s. (cf. rem. 6.2.2, (v)). Donc le terme général
de la série converge vers 0, p.s.

Exemple 8.2.4. Soient U1, U2, . . . i.i.d. de loi U([0, 1]). Soient 0 ≤ a < b ≤ 1. Soit pour tout
i, Xi = 1[a,b](Ui). Les variables X1, X2, . . . sont i.i.d. de loi B(b−a) et vérifient E(|Xi|) <∞
puiqu’elles sont bornées. Par la loi des grands nombres

X1 + · · ·+Xn

n

p.s.−→
n→+∞

E(X1) = P(a ≤ U1 ≤ b) = b− a .

Ce qui veut dire que la proportion de points tombant dans [a, b] converge vers b− a. Illustra-
tion, la densité empirique de U([0, 1]) :
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node7.html

#SECTION00031010000000000000
De même,

1X1≤1/2 + · · ·+ 1Xn≤1/2

n

p.s.−→
n→+∞

1
2
.

Illustration, le jeu de pile ou face :
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node8.html
#SECTION00031020000000000000

Une autre illustration : l’aiguille de Buffon
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node14.html
#SECTION00033110000000000000

http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node7.html#SECTION00031010000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node8.html#SECTION00031020000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node14.html#SECTION00033110000000000000
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8.3 Théorème central-limite

Définition 8.3.1. Soit µ mesure de probabilité sur Rd, on appelle fonction caractéristique
de µ la fonction suivante

x ∈ Rd 7→ µ̂(x) =
∫

Rd

eitxµ(dt) ∈ C .

Si X est une v.a. de loi µ alors ΦX = µ̂.

Théorème 8.3.2. (dû à Paul Lévy) Soit (µn) une suite de mesures de probabilité sur Rd,[
µn

étr.−→
n→+∞

µ

]
⇔
[
∀ξ ∈ Rd, µ̂n(ξ) −→

n→+∞
µ̂(ξ)

]
.

Ce qui s’énonce aussi[
Xn

loi−→
n→+∞

X

]
⇔
[
∀ξ ∈ Rd, ΦXn(ξ) −→

n→+∞
ΦX(ξ)

]
Théorème 8.3.3. Théorème central-limite (aussi noté TCL)
Soit (Xn) une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X1) = m et Var(X1) = σ2 (m,σ2 <∞). Alors

X1 + · · ·+Xn − nm

σ
√
n

loi−→
n→+∞

Z de loi N (0, 1) ,

(où σ > 0 est la racine carrée de la variance).

Il existe des résultats raffinés sur la « vitesse »de cette convergence en loi. Voir, par
exemple, le théorème de Berry-Esseen dans [Dur96].

Remarque 8.3.4. Sous les hypothèses du théorème précédent, prenons a < b, f(x) =
1[a,b](x). Par la remarque 8.1.6,

E
(
f

(
X1 + · · ·+Xn − nm

σ
√
n

))
−→

n→+∞
E(f(Z)) ,

c’est à dire

P
(
a ≤ X1 + · · ·+Xn − nm

σ
√
n

≤ b

)
−→

n→+∞

∫ b

a

e−x2/2

√
2π

dx .

C’est cette propriété qui sera le plus souvent utilisée dans les exercices.

Démonstration du théorème 8.3.3. Posons ∀n, Yn = Xn −m. Soient

S′n = Y1 + · · ·+ Yn, Zn =
X1 + · · ·+Xn − nm

σ
√
n

=
S′n
σ
√
n
.

Nous avons

ΦZn(t) = E
(

exp
(
itS′n
σ
√
n

))
= E

(
exp

(
it

σ
√
n

(Y1 + · · ·+ Yn)
))

(par indépendance des Yj) =
∏

1≤j≤n

E
(

exp
(

it

σ
√
n
Yj

))

(car les Yj sont identiquement distribués) = ΦY1

(
t

σ
√
n

)n

.

Regardons la fonction ΦY1(u) = E(eiuY1) pour u ∈ R. Pour tout u, E(|eiuY1 |) = 1 < ∞.
Pour tout ω, u 7→ eiuY1(ω) est dérivable et de dérivée u 7→ iY1e

iuY1(ω). Pour tous u, ω,
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|Y1e
iuY1(ω)| ≤ |Y1(ω)| qui est intégrable (et qui ne dépend pas de u). Donc, par théorème de

dérivation (cf. cor. 4.3.6)
Φ′

Y1
(u) = E(iY1e

iY1u) .

De même, Φ′′
Y1

(u) = E(−Y 2
1 e

iY1u). Donc Φ′
Y1

(0) = E(iY1) = iE(Y1) = 0, Φ′′
Y1

(0) = −E(Y 2
1 ) =

−σ2. Supposons que ΦY1 admette un développement limité en 0 (ce n’est pas toujours le
cas). Ce développement est alors :

ΦY1(u) = ΦY1(0) + uΦ′
Y1

(0) +
u2

2
Φ′′

Y1
(0) + o(u2)

= 1− u2σ2

2
+ o(u2) .

Donc

ΦZn(t) =
(

1− t2

σ2n
+ o

(
1
n

))n

= exp
(
n log

(
1− t2

σ2n
+ o

(
1
n

)))
= exp

(
− t2

σ2
+ o(1)

)
−→

n→+∞
e−t2/σ2

par continuité de l’exponentielle.

Exemple 8.3.5. On s’intéresse au nombre de gens qui achètent de la lessive Ariel en France.
On ne peut pas interroger toute la population et on se contente donc d’un échantillon de
personnes. Introduisons la variable

Xi =

{
1 si la i-ème personne interrogée achète Ariel
0 si la i-ème personne interrogée n’achète pas Ariel.

Les variables Xi sont supposées i.i.d. avec P(Xi = 1) = p (ce sont nos hypothèses de
modélisation). La quantité p est celle que nous cherchons à déterminer. Remarquons que
E(X1) = p× 1 + (1− p)× 0 = p. Par la loi (forte) des grands nombres

X1 + · · ·+Xn

n

p.s.−→
n→+∞

E(X1) = p.

Quelle taille n d’échantillon sélectionner pour que X1+···+Xn

n soit proche de p ? Supposons
que l’on veuille n tel que la probabilité de se tromper de plus de 0, 01 dans notre estimée de
p soit plus petite que 0, 05, c’est à dire

P
(∣∣∣∣X1 + · · ·+Xn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ 0, 01
)
≤ 0, 05 . (8.3.1)

Notons σ2 = Var(X1). Nous avons

P
(∣∣∣∣X1 + · · ·+Xn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ 0, 01
)

= P
(∣∣∣∣ (X1 − p) + · · ·+ (Xn − p)

σ
√
n

∣∣∣∣ ≥ √
n× 0, 01
σ

)
(par TCL) ≈ P

(
Z ≥

√
n× 0, 01
σ

)
avec Z ∼ N (0, 1)

=
∫ +∞

√
n×0,01

σ

e−x2/2

√
2π

dx

= 1−
∫ √

n×0,01
σ

−∞

e−x2/2

√
2π

dx . (8.3.2)
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Nous voyons sur une table (cf. annexe A) qu’il suffit de prendre n tel que
√
n×0, 01/σ = 1.65.

Calculons

Var(X1) = E(X2
1 )− E(X1)2

= p× 12 + (1− p)× 02 − p2

= p− p2 = p(1− p) .

Nous avons alors que

n =

(
1, 65×

√
p(1− p)

0, 01

)2

réalise (8.3.1). Mais justement, nous ne connaissons pas p. Nous étudions la fonction

p ∈ [0, 1] 7→ p(1− p) .

1/20 1

1/4

Fig. 8.1 –

C’est une parabole qui atteint son max. en 1/2. Donc, ∀p ∈ [0, 1],(
1, 65×

√
p(1− p)

0, 01

)2

≤
(

1, 65×
√

0, 5× 0, 5
0, 01

)2

.

Remarquons, au vu de (8.3.2), que si (8.3.1) est réalisée pour un certain n1 alors elle est

réalisée pour tout n2 ≥ n1 ; donc il suffit de prendre n =
(

1,65×
√

0,5×0,5
0,01

)2

.

Exemple 8.3.6. Théorème de Moivre
Soient X1, X2, . . . i.i.d. ∼ B(1/2). Soit Sn = X1 + · · ·+Xn. Calculons

ΦSn(u) = E(eiu(X1+···+Xn))
(par indépendance des Xj) = E(eiuX1)n

=
(

1
2
(1 + eiu)

)n

=
n∑

k=0

Ck
n

(
1
2

)n−k (1
2

)k

eiku

qui est la fonction caractéristique de B
(
n, 1

2

)
. Donc Sn ∼ B(n, 1/2).

Nous avons E(X1) = 1/2, Var(X1) = 1/4 (cf. ex. précédent). Donc le TCL nous dit que
pour a ≤ b

P
(
a ≤ Sn − n/2

(1/2)
√
n
≤ b

)
−→

n→+∞

∫ b

a

e−x2/2

√
2π

dx .

Illustration : la planche de Galton,
http ://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node11.html

http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node11.html#SECTION0003201000000L0000000
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#SECTION00032010000000000000
Si on règle le paramètre n à 8, chaque bille arrive en bas en une abscisse aléatoire de même
loi que S8 − 8× (1/2). Donc l’histogramme représente la densité empirique de cette loi, qui
se rapproche du dessin d’une gaussienne.

8.4 Exercices

8.4.1 Énoncés

1) Soit f : R → R telle que ∀x, y, |f(x)−f(y)| ≤ C inf(1, |x−y|) pour une certaine constante
C.
(a) Si Xn

p.s.−→
n→+∞

X (rappel : pour p.t. ω, Xn(ω) −→
n→+∞

X(ω)), montrer que E(f(X))−
E(f(Xn)) −→

n→+∞
0.

(b) Soit ε > 0, toujours sous l’hypothèse Xn
p.s.−→

n→+∞
X, montrer que P(|f(Xn)−f(X)| ≥

ε) −→
n→+∞

0.

2) On achète un stock d’ampoules pour un lampadaire. Les ampoules ont une durée de vie
de loi E(λ). La première ampoule dure un temps X1, on la remplace immédiatement et
la deuxième qui dure un temps X2 . . .Soit T > 0. On admet que le nombre d’ampoules
N grillées pendant le temps T est tel que N est de loi P(λT ). On suppose que λT ∈ N.
(a) Calculer m = E(N).
(b) Soit p ∈ N∗. Montrer que P(N ≥ m+ p) = P(X1 + · · ·+Xm+p ≤ T ).
(c) On suppose maintenant que λ = 1, T = 20, p = 5. Donner une valeur numérique

approchée de P(N ≥ m+ p) à l’aide de la table jointe.
(d) Avec les mêmes valeurs numériques que ci-dessus, combien d’ampoules faut-il ache-

ter au minimum pour que P(se retrouver à court d’ampoules avant le temps T ) <
0.05 ?

3) On rappelle que la somme de deux variables gaussiennes indépendantes, respectivement
de lois N (m1, σ

2
1) et N (m2, σ

2
2) est une variable gaussienne de loi N (m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2).
Soient X1, X2, X3, . . . des variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
de loi N (m,σ2). On suppose que l’on connâıt σ mais pas m, que l’on veut estimer par
Sn = 1

n (X1 + · · ·+Xn).

(a) Montrer que
√
n
(

Sn−m
σ

)
est (exactement) de loi N (0, 1).

(b) On admet que

∀δ > 0, P
(
m− δ

σ√
n
≤ Sn ≤ m+ δ

σ√
n

)
≥ 1−

√
2
π

1
δ

exp
(
−δ

2

2

)
.

(c) En déduire que

∀ε > 0, P(m− ε ≤ Sn ≤ m+ ε) ≥ 1−
√

2
nπ

σ

ε
exp

(
−nε

2

2σ2

)
.

(d) On suppose que ε = 0.01, σ = 1, n = 10000, minorer P(|Sn−m| ≤ ε) par une valeur
numérique.

8.4.2 Corrigés

(1) (a)

|E(f(Xn))− E(f(X))| ≤ E(|f(Xn)− f(X)|)
≤ CE(inf(1, |Xn −X|))

Pour p.t. ω, inf(1, |Xn(ω) − X(ω)|) −→
n→+∞

0 et ∀ω, inf(1, |Xn(ω) − X(ω)|) ≤ 1.

Donc par théorème de convergence dominée, E(inf(1, |Xn − X|) −→
n→+∞

0. Donc

|E(f(Xn))− E(f(X))| −→
n→+∞

0.
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(b) P(|f(Xn)−f(X)| ≥ ε) ≤ 1
εE(|f(Xn)−f(X)|) (inégalité de Bienaymé-Tchebycheff)

(2) (a)

E(N) =
∑
n≥0

n
(λT )ne−λT

n!

=
∑
n≥1

n
(λT )ne−λT

n!

= (λT )e−λT
∑
k≥0

(λT )k

k!

= λT

(b)

P(N ≥ m+ p) = P( on a grillé plus de m+ p ampoules dans [0, T ])
= P(les m+ p premières ampoules ont déjà grillé

quand on arrive en T )
= P(X1 + · · ·+Xm+p < T )

(c) On remarque que Var(X1) = 1/λ2, E(X1) = 1/λ.

P(N ≥ m+ p) = P(X1 + · · ·+Xm+p ≤ T )

= P
(
X1 − E(X1) + · · ·+Xm+p − E(Xm+p)

(1/λ)
√
m+ p

<
T − (m+ p)/λ
(1/λ)

√
m+ p

)
(TCL) ≈

∫ T−(m+p)/λ

(1/λ)
√

m+p

−∞

e−t2/2

√
2π

dt .

On calcule T−(m−1+p)/λ
(1/λ)

√
m−1+p

= −1. On a par parité :∫ −1

−∞

e−t2/2

√
2π

dt =
∫ +∞

1

e−t2/2

√
2π

dt

= 1−
∫ 1

−∞

e−t2/2

√
2π

dt

(d’après la table) = 1− 0, 8413 = 0.1587 .

(d) Ici, on cherche p pour que P(N ≥ m+ p) ≤ 0.05. Comme avant :

P(N ≥ m+ p) ≈
TCL

∫ T−(m+p)/λ

(1/λ2)
√

m+p

−∞

e−t2/2

√
2π

dt

= 1−
∫ − T−(m+p)/λ

(1/λ2)
√

m+p

−∞

e−t2/2

√
2π

dt .

On regarde la table et on voit qu’il faut prendre − T−(m+p)/λ
(1/λ2)

√
m+p

≥ 1.65. Une rapide
étude de fonction montre qu’il faut prendre m+ p ≥ 29.

(3) (a) Sn ∼ N (nm, nσ2) donc
√
n
(

Sn−m
σ

)
∼ N (0, 1).

(b) Par symétrie et par les résultats précédents :

P
(
m− δ

σ√
n
≤ Sn ≤ m+ δ

σ√
n

)
= P

(∣∣∣∣√n(Sn −m

σ

)∣∣∣∣ ≤ δ

)
= 1− 2P

(√
n

(
Sn −m

σ

)
> δ

)
≥ 1−

√
2
π

1
δ

exp
(
−δ

2

2

)
.
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(c) Avec δ =
√
nε/δ, on a (par la question précédente) :

P(m− ε ≤ Sn ≤ m+ ε) ≥ 1−
√

2
nπ

σ

ε
exp

(
−nε

2

2σ2

)
.

(d) À l’aide d’une calculatrice, on trouve :

P(|Sn −m| ≤ ε) ≥ 0.8920 .
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Chapitre 9

Conditionnement

On se donne toujours un espace probabilisé (Ω,A,P).

9.1 Conditionnement discret

Définition 9.1.1. Soient A,B ∈ A, B > 0, la probabilité de B sachant A est

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Définition 9.1.2. Si X est une v.a. et B ∈ A, P(B) > 0, l’espérance de X sachant B est
la nombre suivant

E(X|B) =
E(X1B)

P(B)
.

Définition 9.1.3. Soit X v.a.r. et Y v.a. prenant un nombre dénombrable de valeurs. On
définit l’espérance conditionnelle de X sachant Y de la manière suivante : E(X|Y ) est une
v.a. qui peut s’écrit E(X|Y ) = φ(Y ) avec

φ : R → R

y 7→

{
E(X|Y = y) = E(X1Y =y)

P(Y =y) si P(Y = y) > 0

0 sinon .

Exemple 9.1.4. Soit , Ω = {1, 2, . . . , 6} et ∀ω ∈ Ω, P({ω}) = 1/6. Soient les v.a.

X(ω) = ω , Y (ω) =

{
1 si ω impair
0 si ω pair .

Si ω ∈ {1, 3, 5}, alors Y = 1 et

E(X|Y )(ω) =
E(X1Y =1)
P(Y = 1)

=
1
6 (1 + 3 + 5)

3
6

= 3 .

Si ω ∈ {2, 4, 6}, alors Y = 0 et

E(X|Y )(ω) =
E(X1Y =0)
P(Y = 0)

=
1
6 (2 + 4 + 6)

3
6

= 4 .

71
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9.2 Espérance conditionnelle

Définition 9.2.1. Soit Y v.a. à valeurs dans un espace mesurable quelconque (E, E). La
tribu engendrée par Y est σ(Y ) = {Y −1(A), A ∈ E}. La famille σ(Y ) est une tribu et
σ(Y ) ⊂ A.

On dit d’une v.a. Z à valeurs dans un espace mesurable quelconque (E′, E ′) qu’elle est
σ(Y )-mesurable si ∀A ∈ E ′, Z−1(A) ∈ σ(Y ).

Soit B une tribu ⊂ A, on dit que Z est B-mesurable si ∀A ∈ E ′, Z−1(A) ∈ B.

Remarque 9.2.2. Prenons une variable Z σ(Y )-mesurable comme dans la définition ci-
dessus. La tribu σ(Y ) représente les événements relatifs à Y (tous ceux qui peuvent se décrire
en terme de « il est arrivé telle chose à Y »). Dire que Z est Y -mesurable revient à dire que
tous les événements relatifs à Z peuvent se décrire comme des événements relatifs à Y et
donc que Z est une fonction de Y .

Théorème 9.2.3. Soit B une tribu ⊂ A. Soit X une v.a.r. intégrable. Il existe une et une
seule v.a.r. intégrable, appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E(X|B),
qui vérifie

∀B ∈ B , E(X1B) = E(E(X|B)1B) .

La variable E(X|B) vérifie en outre que ∀Z v.a. à valeurs dans Rd, B-mesurable et bornée,

E(XZ) = E(E(X|B)Z) .

Définition 9.2.4. Soit X une v.a.r. et Y une v.a. quelconque, l’espérance conditionnelle
de X sachant Y est la variable suivante

E(X|Y ) = E(X|σ(Y )) .

Remarque 9.2.5. La définition ci-dessus inclut la définition 9.1.3 (les deux définitions
cöıncident dans le cas où Y ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs).

Proposition 9.2.6. Soit X,Y des v.a.r. et B tribu ⊂ A,
(i) si X est B-mesurable alors E(X|B) = X

(ii) linéarité : ∀a, b ∈ R, E(aX + bY |B) = aE(X|B) + bE(Y |B)
(iii) E(E(X|B)) = E(X)
(iv) |E(X|B)| ≤ E(|X||B)
(v) croissance : X ≥ Y ⇒ E(X|B) ≥ E(Y |B), p.s.
(vi) si X ⊥⊥ Y , E(XY |B) = E(X|B)E(Y |B)
(vii) si X ⊥⊥ Y , E(X|σ(Y )) = E(X).

Démonstration. (partielle)
(i) X est B-mesurable et ∀B ∈ B, E(X1B) = E(X1B) donc E(X|B) = X
(ii) soit B ∈ B,

E((aE(X|B) + bE(Y |B))1B) = aE(E(X|B)1B) + bE(E(Y |B)1B)
= aE(X1B) + bE(Y 1B)
= E((aX + bY )1B)

et aE(X|B) + bE(Y |B) est B-mesurable (car la somme de deux variables B-mesurable
est B-mesurable, cf. prop. 2.4.2), donc E(aX + bY |B) = aE(X|B) + bE(Y |B).

(iii) Ω ∈ B (car B tribu) donc

E(E(X|B)) = E(1ΩE(X|B))
= E(1ΩX) = E(X) .

Proposition 9.2.7. i) Si X,Y v.a.r. avec Y B-mesurable (B tribu ⊂ A), alors

E(XY |B) = Y E(X|B) .
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ii) Si B1,B2 tribus ⊂ A avec B1 ⊂ B2, alors pour toute v.a.r. X

E(E(X|B2)|B1) = E(X|B1) .

Démonstration. (i) Soit B ∈ B, la variable Y 1B est B-mesurable comme produit de va-
riables B-mesurables ( cf. prop. 2.4.2), donc

E(Y E(X|B)1B) = E(Y X1B) .

La variable Y E(X|B) est B-mesurable comme produit de variables B-mesurables ( cf.
prop. 2.4.2. D’où le résultat.

(ii) Soit B ∈ B1

E(E(E(X|B2)|B1)1B) = E(E(X|B2)1B)
(car B ∈ B2) = E(X1B) .

La variable E(E(X|B2)|B1) est B1-mesurable, d’où le résultat.

Exemple 9.2.8. Reprenons l’exemple 9.1.4. Soit

Z =


1 si X ∈ {1, 3}
2 si X = 5
3 si X ∈ {2, 4}
4 si X = 6 .

Remarquons que la connaissance de Z implique la connaissance de Y et que donc σ(Y ) ⊂
σ(Z). Si ω ∈ {1, 3}, alors Z = 1 et

E(X|Z)(ω) =
E(X1Z=1)
P(Z = 1)

=
1
6 (1 + 3)

2
6

= 2 .

Si ω = 5, Z = 2 et

E(X|Z)(ω) =
E(X1Z=2)
P(Z = 2)

=
1
65
1
6

= 5 .

De même, E(X|Z)(ω) = 3 si ω ∈ {2, 4} et E(X|Z)(ω) = 6 si ω = 6. Calculons pour ω tel
que Y = 1 (c’est à dire ω ∈ {1, 3, 5})

E(E(X|Z)|Y )(ω) =
2
6 × 2 + 1

6 × 5
3
6

= 3 .

De même, pour ω tel que Y = 0 (c’est à dire ω ∈ {2, 4, 6}) : E(E(X|Z)|Y )(ω) = 4. Par
ailleurs, nous avons vu dans l’exemple 9.1.4,

E(X|Y ) =

{
3 si Y = 1
4 si Y = 0 .

Donc on a E(E(X|Z)|Y ) = E(X|Y ) comme annoncé dans prop. 9.2.7, (ii).
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9.3 Exercice

9.3.1 Énoncé

1) Soit p ∈ [0, 1]. Soit A0 le carré [0, 1]2 ⊂ R2. L’ensemble A1 est un ensemble aléatoire
construit de la manière suivante : on découpe A0 en 9 carrés, chaque petit carré appartient
à A1 avec probabilité p (indépendamment des autres). On recommence l’opération sur
les carrés de A1 pour former A2 (de manière indépendante de ce qui s’est passé avant) et
ainsi de suite, on obtient des ensembles A1, A2, A3, . . . . Si An = ∅ alors ∀k ≥ n, Ak = ∅.
La figure ci-dessous représente une réalisation de A1 et A2 (hachurés) pour une certaine
valeur de p.
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(a) Pout tout n, on note Zn le nombre de carrés de côté 1/3n formant An. Soit n ≥ 1,
montrer que ∀r ∈ [0, 1], gZn(r) = gZn−1(f(r)) où ∀r ∈ [0, 1], f(r) = (pr + 1− p)9.

(b) En déduire que gZn
(r) = f◦n(r) (”◦n” veut dire que l’on compose n fois).

(c) Montrer que f est convexe (c’est à dire que sa dérivée est une fonction croissante).
(d) Calculer f(0), f(1), f ′(1). Faire un dessin de f .
(e) On suppose que p ≤ 1/9.

i. Montrer que ∀r ∈ [0, 1], gZn
(r) −→

n→+∞
1.

ii. En déduire que P(Zn = 0) −→
n→+∞

1.

iii. En déduire que Zn
p.s.−→

n→+∞
0. (On pourra considérer l’événement

{ω : Zn(ω) −→
n→+∞

0} comme une réunion croissante d’événements.)

On pourra se reporter à [Wil91] pour une étude plus complète de ce problème, appelé
« arbre de Galton-Watson ».

9.3.2 Corrigé

(1) (a) Calculons

gZn(r) = E(rZn)
= E(E(rZn |Zn−1)) .

Dans l’ensemble An−1, on numérote les carrés (de 1 à Zn−1). On note pour tout
i ∈ {1, . . . , Zn−1}, Xi le nombre de carrés de An qui sont dans le carré numéro i
de An−1. À Zn−1 fixé, les variables Xi sont i.i.d. de loi B(9, p). Nous avons donc :

gZn(r) = E(E(rX1+···+XZn−1 |Zn−1))
= E(E(rX1 |Zn−1) . . .E(rXZn−1 |Zn−1))
= E(E(rX1 |Zn−1)Zn−1)
= E(f(r)Zn−1)
= gZn−1(f(r)) .
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(b) Par récurrence : gZn−1(r) = gZ0(f
◦n(r)). Or Z0 est constante égale à 1, donc

gZ0(r) = r, donc gZn(r) = f◦n(r).

(c) Calculons f ′(r) = 9p(pr+ 1− p)8. La fonction f ′ est positive (pour r ∈ [0, 1]) donc
f est convexe (sur [0, 1]).

(d) Calculons f(0) = (1− p)9, f(1) = 1, f ′(1) = 9p.

9

10

1

(1−p)

Fig. 9.1 – Dessin de f pour un p < 1.9.

(e) i. (Pas de démonstration, on le voit sur le dessin.)

ii. Nous avons P(Zn = 0) = gZn
(0) −→

n→+∞
1 par la question précédente.

iii. Soit Bn = {ω : Zn(ω) = 0}. Si Zn(ω) = 0 alors Zn+1(ω) = 0 donc Bn ⊂ Bn+1.
Par réunion croissante P(∪n≥0Bn) = limn→+∞ P(Bn) = 1 par la question
précédente. Si ω ∈ ∪n≥0Bn alors Zn(ω) −→

n→+∞
0, d’où le résultat.
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Chapitre 10

Variables gaussiennes

On se donne toujours un espace probabilisé (Ω,A,P).

Les variables gaussiennes sont très utilisée en modélisation à cause de leurs propriétés,
que nous allons détailler dans ce chapitre.

10.1 Définitions et propriétés

Définition 10.1.1. Une v.a. X à valeurs dans Rd est dite gaussienne si ∀u ∈ Rd, 〈u,X〉
est une v.a.r. gaussienne. (On dit aussi que X est un vecteur gaussien.)

Théorème 10.1.2. La loi d’une v.a. gaussienne X = (X1, . . . , Xd) dans Rd est entièrement
déterminée par le vecteur m = E(X) = (E(X1), . . . ,E(Xd)) et la matrice carrée ΣX =
((E(XiXj) − E(Xi)E(Xj)))1≤i,j≤d (dite matrice de covariance). On note Cov(Xi, Xj) =
E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) Sa fonction caractéristique est alors

∀u ∈ Rd , Φ(u) = E(ei〈u,X〉) = exp
(
i〈u,m〉 − 1

2
〈ΣXu, u〉

)
.

Remarque 10.1.3. Le symbole 〈., .〉 est le produit scalaire usuel dans Rd. Pour u =
(u1, . . . , ud) et m = (m1, . . . ,m2) :

〈u,m〉 = u1m1 + · · ·+ udmd .

Proposition 10.1.4.

les v.a. X1, . . . , Xd sont indépendantes ⇔ ΣX est diagonale
⇔ ∀i 6= j, E(XiXj) = E(Xi)E(Xj)

Démonstration partielle. Supposons que ΣX est diagonale. Écrivons

ΣX =


σ2

1 0 . . . 0
0 σ2

2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 σ2

d

 .

Soient Y1, . . . Yd des v.a.r. telles que Xj et Yj ont même loi pour tout j et Y1, . . . , Yd sont
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indépendantes. Calculons

ΦX(u) = exp
(
i(u1m1 + · · ·+ udmd)−

1
2
(σ2

1u
2
1 + · · ·+ σ2

du
2
d)
)

=
d∏

j=1

exp
(
iujmj −

1
2
σ2

ju
2
j

)

=
d∏

j=1

ΦXj
(uj)

=
d∏

j=1

ΦYj (uj)

(car les Yj ind.) = Φ(Y1,...,Yd)(u) .

De manière analogue au théorème 6.5.4, ceci prouve que X = (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . , Yd)
ont même loi et donc X1, . . . , Xd sont indépendants.

Proposition 10.1.5. Soit X vecteur gaussien sur Rd.
– La loi de X a une densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) si, et seulement si,
∀u ∈ Rd\{0}, 〈u,ΣXu〉 > 0.

– Dans le cas où X a une densité, celle-ci est

x ∈ Rd 7→ 1√
det(2πΣX)

exp
(
−1

2
〈Σ−1

X (x−m), x−m〉
)
.

10.2 Gaussiennes et espérance conditionnelle

Théorème 10.2.1. Soit (Y1, . . . , Yn, X) un vecteur gaussien centré (c’est à dire que E(Y1) =
· · · = E(Yn) = E(X) = 0). Alors, ∃λ1, . . . , λn ∈ R tels que

E(X|σ(Y1, . . . , Yn)) =
n∑

j=1

λjYj .

De plus, pour toute fonction mesurable h : R → R+,

E(h(X)|σ(Y1, . . . , Yn)) =
∫

R
h(x)

1√
2πσ2

exp
(
− (x−m)2

2σ2

)
dx

avec

σ2 = E


X −

n∑
j=1

λjYj

2
 , m =

n∑
j=1

λjE(Yj) .

Remarque 10.2.2. Comme exposé dans la remarque 9.2.2, E(h(X)|σ(Y1, . . . , Yn)) est une
v.a. qui s’écrit comme une fonction de Y1, . . . , Yn.

Exemple 10.2.3. Calcul des λi apparaissant dans le théorème ci-dessus.
Notons Z = E(X|σ(Y1 . . . , Yn)). Nous avons ∀i ∈ {1, . . . , n},

E(ZYi) = E(XYi) = Cov(X,Yi) .

Et par ailleurs

E(ZYi) = E

(
n∑

k=1

λkYiYk

)

=
n∑

k=1

λkCov(Yi, Yk) .
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Donc

ΣY ×

 λ1

. . .
λn

 =

 Cov(X,Y1)
. . .

Cov(X,Yn)


 λ1

. . .
λn

 = Σ−1
Y ×

 Cov(X,Y1)
. . .

Cov(X,Yn)

 .
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Annexe A

Table de la loi normale
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Intégrale
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