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Introduction

Le but de ce cours est d’introduire les notions de théorie de la mesure qui seront utiles
en calcul des probabilités et en analyse. Il est destiné aux étudiants qui veulent poursuivre
leurs études dans un master a composante mathématique. Pour un cours plus complet, se
reporter a la bibliographie.

Informations utiles (partiels, barémes, annales, corrigés, ...) :
http://math.unice.fr /~rubentha/cours.html.

PREREQUIS : Pour pouvoir suivre ce cours, ’étudiant doit connaitre, entre autres, les
développements limités, les équivalents, les études de fonction, le dénombrement, les nombre
complexes, la théorie des ensembles., les intégrales et primitives usuelles, la trigonométrie,
etc.

Nouveautés 2019 : corrections apportées par Laure Helme-Guizon (Teaching Fellow,
UNSW, Sydney, Australia) et Antoine Mal. Un grand merci & eux.
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Chapitre 1

Dénombrement (rappels)

1.1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1.1. Injection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une injection siVz,y € E, f(z) = f(y) =z =y.

Définition 1.1.2. Surjection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une surjection siVz € F, 3z € E tel que f(x) = z.

Définition 1.1.3. Bijection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F' est une bijection si f est une injection et une surjection.

Proposition 1.1.4. Soient E, F,G des ensembles. Soient f : E — F, g: F — G. Alors [f
et g injectives] = [go f injective].

Démonstration. Soient z,y tels que g o f(x) = g o f(y). L’application g est injective donc
f(x) = f(y). L’application f est injective donc z = y. O

Définition 1.1.5. On dit qu’un ensemble E est dénombrable s’il existe une injection de E
dans N. Dans le cas ou F' est infini, on peut alors démontrer qu’il existe alors une bijection
de E dans N.

(Cela revient & dire que 'on peut compter un & un les éléments de E.)

Exemple 1.1.6. Tout ensemble fini est dénombrable.
Exemple 1.1.7. Z est dénombrable car l'application

f:Z — N

2n stn =0
n +—
—2n—1 sin<0

~

3 L 0o 2 4

-3 -2 -1 0 1 2 3

est bijective (donc injective).

FIGURE 1.1 — Enumération des éléments de Z.

—_
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Exemple 1.1.8. N x N est dénombrable car l'application

f:NxN — N
(p+q)p+q+1)

(p.q) 5 +q

est bijective (donc injective).

FIGURE 1.2 — Enumération des éléments de N x N.

Exemple 1.1.9. L’ensemble Q est dénombrable. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Proposition 1.1.10. Si on a Ey, Eq, ..., E,, ...des ensembles dénombrables alors E =
EqUELUEyU---= U E, est un ensemble dénombrable.

(>

(En d’autres termes, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.)
Démonstration. S Pour tout i > 0, E; est dénombrable donc 3f; : E; — N injective. Soit
F: UFE, — NxN
n=0
x = (i fi(x)) siz € E;

Cette application F' est injective. L’ensemble Nx N est dénombrable donc il existe g : NxN —
N injective. Par la proposition go F est injective. Donc U FE,, est dénombrable. [

nz

1.2 Exercices

Tous les exercices de ce chapitre n’ont pas un lien direct avec le cours. Par contre, ils
constituent des révisions nécessaires a la suite du cours.

1.2.1 Enoncés

1) Rappel : Si f: E - Fet ACF, f Y (A)={x € E: f(x) € A}.SiC C E, f(C) =

{f(z),z e C}.
On considere I'application f: R — R, x — z2.
(a) Déterminer f([—3,—1]), f([-3,1]), f(] —3,1]).
(b) Déterminer f~1(] — o0,2]), f~1(J1,+o0[), f71(] — 1,0/ U[L,2]).
2) Calculer les limites suivantes :

sin(z)
log(1+x)

(
(b) lim, oo (14 2)°

1—cos(x)
x sin(x)

a) lim,_o

¢) lim, o
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(d) limg—o % pour «, 8 > 0.
3) Calculer les intégrales suivantes :
) f0+°° r?e dx

(b) f;m (1og(1z))2z dz

1 1
) Jo T 4

(d) /4 cos?(w)+sin®(z) 4.

0 cos?(x)
4) Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, on pose :

/2
n = / sin™(z)dz .
0

(a) Calculer Iy et I.
(b) Donner une relation de récurrence entre I, et I, ;2.
(¢) En déduire que :

2p—1)(2p—3)...1x 2p(2p—2)...2
fetlng: .
2p(2p—2)...2 2 2p+1)(2p—1)...1

VpEN, Igp:

(d) Montrer que Vp € N, Ipp11 < Inp < Iop—1. En déduire que lim, 1o IQIPP =1.

+1
(e) En déduire la formule de Wallis :
17 2p(2p—-2)...2 1°

lim - .
prisop [(2p—1)(2p—3)...1]

(f) Montrer que Vn € N, I, e =.

1.2.2 Corrigés

(1) (a) f([=3, —1]) = [1,9], F([=3,1]) = [0,9], f(] = 3,1]) = [0,9[.
(b) f71(] = 00,2]) = [-v2,v2], f7(]1,+00]) =] — o0, ~1[U]1, +oo, f71(] — 1,0 U
[1,2]) = {O}U} v2,-1JU[1, V2]

sin(x) ~ T _
(2) (a) log(1+x) z—0+ T 1 :E—T(>H- 1
2\% _  =zlog(1+2 2 2z ey
b)) 1+2) =e e(1+2) ot zlog (1+2) BT 2 donc par continuité de la
3 . z 2
fonction exp : (1 + ) r_)—_ioo e
1—cos(z) _ (x2/2)+o(z?) z2
(C) zsin(z) —  z2+o(x?) I:O 2z2 1/2

1-Q+x)? = Bzto(z) 5,0 Bz~ B

(d) 1-(+=2)* _ azto(z) _ az o
(a) on intégre par parties :
+oo —+oo
/ e %dr = [—a?e T|f™ + / 2xe” Tdx
0 0

+oo
0+ [—2ze )™ + / 2e~*dx
0

= 2 =2

(b) changement de variable : ¢ =log(z), z = ¢!, dz = eldt

+oo 1 “+oo 1
/.31 g2 = / 2t
1/ =1
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= % + B (toujours possible pour une fraction ratio-

(¢) on décompose 1 T

1
2—z)(14z)
nelle & poles simples) et donc :

1

1 1 1 1 1
.z =|-Zlog(2— 7 log(1 = glos(4
/0 C-o)l+a)"" { 5 lo8(2 = @) + 3 log( +x)]0 el
(d) changement de variable :t = tan(z), © = arctan(t), do = ﬁdt
w/4 2 in2 /4
/ cos®(z) + sin”(x) de — / 1 + tan?(z)dx
0 cos?(z) 0

= [tan(@))p/* =1
(a) Ip = OTr/2 ldv =721 = 07r/2 sin(z)da = [~ Cos(x)]g/Q —1

(b) On integre par parties pour tout n > 2 :
/2
Iyo = / sin" ™ (z) sin(z)dz
0

w/2
= [—sin""!(2) cos(ac)}g/2 +(n+ 1)/ sin”(z) cos®(z)dx
0

= (n+1)Un— Int2)

d’ou 1,19 = %In'
(c) Démonstration par récurrence de la formule pour I5, (démonstration similaire pour

I2p+1) :
— c’est vraien p =0

. . 2p+1)(2p—1)...1
— si c’est vrai jusqu’au rang p alors Io,yo = 2p+ly . (2pt1)(2p—1)

2p+212p — T (2p+2)(2p)...2 %
(d) Vp € N, Yz € [0,7/2], 0 < sin?*T!(x) < sin®’(2) < sin®’~!(x) donc par intégration

I Iop— 2p+1
Vp €N, Iypi1 < Iop < Izp-1, done 1 < 220 < 2220 = g; , donc

I
lim —22_

=1
p—+00 Igp+1

2
(e) on déduit de la question précédente : limy_, 4o 5 [%} 2p+1) =1,

d’ou la formule de Wallis

(f) On fait la démonstration pour n impair . Soit n =2p +1 :

I B 2p(2p —2)...2

KR (2p+1)...1
B N7 1(2p(2p+2)...2>2
2p+1\Vp\ (2p—-1)...1

1
~Y — '\/E .

p=too L /2(2p+ 1)



Chapitre 2

Théorie de la mesure

La théorie de la mesure est I’outil utilisé pour modéliser le hasard.

2.1 Tribus et mesures

2.1.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble €2 que I'on appellera < univers ». Il contient tous
les aléas possibles.
Définition 2.1.1. Une famille A de parties de Q est une tribu (sur ) si elle vérifie
1. Qe A
2. Ae A= A° € A (stabilité par passage au complémentaire)
3. Ap, A1, As,--- € A = U,>04, € A (une réunion dénombrable d’éléments de A est
dans A)

Remarque 2.1.2. On rappelle que :
— A={zeQ:x¢ A}

— Une tribu est un ensemble de parties. Ces parties sont appelées < événements >.

Proposition 2.1.3. Stabilité par intersection dénombrable.
Soient A une tribu et Ag, A1, As,--- € A, alors QOA" € A
nz

Démonstration. On note pour tout n, B,, = A¢. Donc, par définition d’une tribu, B,, € A,Vn
et gan € A
nz

( par définition ) € A .

Exemple 2.1.4. Pour n’importe quel ensemble 2, A = {0,Q} est une tribu.

Exemple 2.1.5. Pour n’importe quel ensemble 2, , A = P(Q) (les parties de Q1) est une
tribu.

Proposition 2.1.6. Soit A C P(R2), il existe une tribu notée o(A) telle que si B est une
tribu telle que A C B alors o(A) C B.

On dira que o(A) est la plus petite tribu contenant A4, ou encore que o(A) est la tribu
engendrée par A.
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Définition 2.1.7. Soit I’ensemble de parties de R U {+o00, —c0} suivant :
A= {]a,b[: a,b € RU{+00, —00}}

(c’est lensemble des intervalles ouverts). La tribu o(A) s’appelle la tribu des boréliens et se
note B(R).

Exemple 2.1.8. Soit [a,b] intervalle fermé de R. Les intervalles | —o0, al, |b, +-00[ sont dans
B(R). La famille B(R) est une tribu donc | — 0o, a[U]b, +ool€ B(R) (stabilité par réunion
dénombrable), et donc aussi (] — 0o, alU]b, +00[)¢ = [a,b] € B(R) (stabilité par passage au
complémentaire).

De méme, on peut montrer que tous les intervalles de R sont dans B(R), ainsi que tous les
singletons (les ensembles de la forme {z}, x € R).

2.2 Mesures

Notation 2.2.1. Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul suivantes
(qui ne sont pas valables ailleurs) : Vo € R, x4+ 0o = 400, 0 X co = 0.

Définition 2.2.2. Soit Q un ensemble muni d’une tribu A. On dit que | est une mesure
(positive) sur (2, A) si :

1. p: A—[0,400] (elle peut prendre la valeur oo)

2. u(®) =0

3. s1 Ag, A1, Asg,--- € A et sont deux o deux disjoints alors M<ng0A”) = Zn>0 w(Ap).

Quand g est une mesure sur (2, A) est telle que p(2) = 1, on dit que p est une
mesure de probabilité (cette définition sera rappelée plus tard dans le cours). La tribu A
contient tous les événements possibles et, pour A € A, u(A) est la probabilité que A se
produise.

Définition 2.2.3. Quand p est telle que u(Q) < oo, on dit que [ est une mesure finie.

Définition 2.2.4. Quand on a un ensemble 2 avec une tribu A sur , on dit que (€, A)
est un espace mesurable. Si on a de plus, une mesure p sur (2, A), on dit que (Q, A, 1) est
un espace mesuré.

Exemple 2.2.5. Le triplet (N, P(N), card) est un espace mesuré. Nous avons vu (exemple
que P(N) est une tribu sur N. De plus :

1. Pour A € P(N), card(A)(= le nombre d’éléments de A) est bien dans [0, +0o0].
2. La partie O est de cardinal 0.
3. Si Ay, Ay, - - € P(N) sont deuz a deux disjoints, card( goAn) =2 >0 card(Ay).

Proposition 2.2.6. Croissance et mesure d’une différence
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soit A, B € A tels que B C A.
— Alors u(B) < p(A).
— Si, de plus p(A) < +o0, alors p(A\B) = p(A) — u(B).
(Rappel : A\B={z:x€ Az ¢ B}.)

Démonstration. On a u(A) = p(A\B) + u(B) (car A\B et B sont disjoints). Donc u(B) <
u(A). Si u(A) < 400, nous avons alors u(A\B) = u(A) — u(B). O

Proposition 2.2.7. Sous-additivité.
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Si Ag, A1, Aa,- -+ € A (pas forcément deux d deux disjoints).

Alors p( LgoAn) < Zn}O 1(An)-
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Démonstration. On pose pour tout entier k > 1, By, = A\ Uogick—1 A; (et nous avons
alors, par convention, By = Ag). Les ensembles By, By, Ba, ... sont deux & deux disjoints.
Nous avons

,U(ngoAn) = U(ngan)

(car By, B, Ba, ... deux & deux disjoints) = Z w(By)
n>=0

(car Vn, B, C 4,) < Z w(Ay)
n=0

Proposition 2.2.8. Mesure d’une réunion croissante.
Soit (Q, A, u) un espace mesuré. Soient Ag, A1,--- € A tels que Ag C Ay C --- C A, C
Aps1 C ... Alors ,u(kL>J0Ak) = limy,— 00 1(Ay)

Démonstration. Posons pour tout k > 1, By, = A\Ak_1(={z:z € A,z ¢ A+k—1}) et
BO — AO.

Les ensembles By, By, Ba,... sont deux a deux disjoints. Donc
A = B
u(kgo k) M(kgo k)
= Z 1(Br)
k>0

=l D u(B)

k=0
On a Vn, >7_, u(Bi) = u(A,). Donc ,u(kgoAk) = limy,— 100 1(Ap)- O

Proposition 2.2.9. Mesure d’une intersection décroissante.
Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Soient Ay, A1,--- € A tels que Ag D Ay D -+ D A, D
Api1 D ... et tels que p(Ag) < +oo. Alors M(kQOAk) = limy, 400 1(Ar).

Démonstration. Posons pour tout k, Br = Ap\Ag+1. Les ensembles By, By, Ba,... sont
deux a deux disjoints.
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Nous avons N Ap = Ag\ U By, donc (par la proposition [2.2.6
WA o\k20 K (par la prop

H(kQOAk) = p(Ao) — p( Y o Br)
(mesure d’une réunion disjointe) = Z 1(Bg)
k>0
= p(Ao) — lim > u(By)
k=0
= lim (u(Ao) = u(Bo) = -+ — u(Bn))
(mesure d’une réunion disjointe) = nETOO(M(AO) — u(ogggan))
(cf. prop. = ngrfoo w(Api1)

Théoréme 2.2.10. Mesure de Lebesgue.
1l existe une mesure A sur (R, B(R)) vérifiant

1. pour tout intervalle |a,b[, AM(Ja,b)) =b—a
2.VAeBR),Vze R, \{y:y—x € A}) = A(A) .
Cette mesure A s’appelle la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.2.11. Mesure de Lebesgue d’un intervalle quelconque.
Soient a < b des éléments de R. Nous avons

A[a,b])) = XJa—1,b+1\(Ja —1,a[U]b,b+ 1[))
(par Prop.[2.2.6) = XJa—1,b+1]) — )\(]a—l alU]b,b+ 1)
(réunion disjointe) = A(a— 1,0+ 1[) — A(Ja — 1,a[) — A(Jb,b+ 1)
= (b+1—(a— 1) = (a (a—l))—(b+1—b)

De méme, \([a,b]) = A(Ja,b]) =b—a.

Exemple 2.2.12. Mesure de Lebesque d’un singleton.

Soit x € R, Vn 2 1, {a} C [z — 1/n,z + 1/n]. Donc, en utilisant la prop. Vn > 1,
A{z}) < M|z —1/n,x 4+ 1/n]) = 2/n. Donc A({z}) = 0.

Exemple 2.2.13. Mesure de Lebesque de Q.

On sait que Q est dénombrable. Donc on peut numéroter ses éléments : Q = {ug, uy, ua,...}.
Pour tout entier n > 1, on définit A,, = 'go [ul — #, u; + %] On a pour tout n, Q C A,
(>

(done, par la prop. AMQ) < A(Ay)) et, parla prop. AMAn) < Xis0 A ([ui — = ui + 757)) =
2 Et donc \(Q) =
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2.3 Intégrales des fonctions étagées mesurables posi-
tives.

On se donne un espace mesuré (€, A, u).

Définition 2.3.1. Soit f : Q@ — RT. On dit que f est étagée (positive) s’il existe une famille
finie Ay,..., A, de A telle que

— les A; forment une partition de Q (ce qui veut dire que Ay, ..., A, sont deur & deux
disjoints et Q= U A
isjoints et que reen i)
— Vi e{l,...n}, Ja; tel que f(x) = a;, Vz € A;.
Remarque 2.3.2. i f est une fonction étagée définie avec une partition Ay, ..., A, il peut
exister une autre partition Bi,..., By (différente de Ay, ..., Ay) telle que [ est constante

sur chacun des B;.
Définition 2.3.3. Soit A C Q. La fonction indicatrice de A est la fonction
14 = Q@ — {0,1}
1 sized
0 siz¢gA.

T

Il existe d’autres notations. Par evemple si A = [0,1] C R, on peut écrire 14(x) = lyep0,1] =
loce<a-
Lemme 2.3.4. St AC Q, BC Q alors Va, 14(x) X 1p(z) = 1anp(x).

Exemple 2.3.5. La fonction

f*R — R
0 sizx <0
r lz]  sizel0,2]
0 stnon

est une fonction positive étagée (|| signifie < partie entiére > ). En effet, elle est constante
sur | —o0,0[, [0,1], [1,2], {2}, ]2, +o0].

y R N N S
[ S S
PR
0 1 T2

FIGURE 2.1 — Dessin de f.

Avec des fonctions indicatrice, nous pouvons écrire f de maniére plus compacte :

f(@) = [z]1pg(x) = L 2((®) x 2] +2 x Lgy(z) =... .
Définition 2.3.6. Soit f une fonction positive étagée associée a une partition Ay, ..., Ay
(avec f(xz) = a; six € A;). On appelle intégrale de f par rapport a p le nombre suivant

/Q F)n(de) = > ain(A)

Ce nombre peut étre +o0o. Une fonction positive étagée f est dite intégrable si fQ f(z)p(dx) <
+00.

Remarque 2.3.7. La valeur de fQ f(z)u(dx) est indépendante de la partition associée a f.
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2.4 Fonctions mesurables et intégrales

2.4.1 Intégrales des fonctions mesurables positives

Définition 2.4.1. Application mesurable.
Soient (Q,A), (', A") deux espaces mesurables. On dit qu’une application f : Q — Q' est
mesurable (par rapport auz tribus A, A') siVB € A', f71(B):={x € Q: f(z) € B} € A.

Proposition 2.4.2.
— Toute fonction continue f : (R,B(R)) — (R, B(R)) est mesurable.
— Si f et g sont des fonction mesurables (2, A) — (R, B(R)) alors f+g, f X g, % sont
mesurables. A
— Si f:(Q,A) = (Y, A") est mesurable et g: (O, A') = (2", A”) est mesurable alors
of: (A — (", A") est mesurable.

De maniere générale, toute fonction (R, B(R)) — (R, B(R)) définie par une formule est
mesurable.

Proposition 2.4.3. Mesure image.

Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soit (', B) un espace mesurable. Soit f : Q — Q' mesu-
rable. L’application v : B — [0, +00] définie par v(B) = u(f~*(B)) est une mesure appelée
mesure image de p par f.

(Rappel : f~1(B) :=={x € Q: f(z) € B}.)

Démonstration. Vérifions d’abord que v est bien définie : VB € B, f~1(B) € A car f est
mesurable, donc v(B) est bien défini. On a donc v : B — [0, +].

Puis v(0) = p(f~1(0)) = u(®) = 0 car p est une mesure.

Enfin, si By, By, Ba, -+ € B sont deux a deux disjoints, y(ngOBn) = u(ffl(ngOBn)) =

u( gof_l( n)). En effet f~ B,)={ze€Q: f(x)e gan} = go{xe Q: f(z) € B,}.

(U
Soient m # n, six € f~1(B,) f( ) € By, donc f(x) ¢ B,, (car By, By, By, ... sont deux &
deux disjoints) donc x ¢ f~Y(B,), donc f~Y(B,) N f~1(B,,) = 0. Donc, puisque x est une

(

mesure,
_ —1
V(ngan) = ,“(ngof (Bn))
= > ulf(Bn)
n=0
= > v(Bn)
n=0
Donc v est une mesure. O

Définition 2.4.4. Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Si f : Q — [0, +00] est mesurable (par
rapport auz tribus A et B(R)) positive, lintégrale de f sur Q2 par rapport d la mesure p est

définie par
/f(ac),u(dx) = sup /¢(a:),u(dx
Q pee(f)Jo

ot E(f) := {¢ étagée positive : p(x) < f(x), Vo € Q}. Cette intégrale peut prendre sa valeur

dans [0, +00].
/ f(@)uldz) = / f (@)1 p(2)u(de)
B Q

Pour B € A, on note
Définition 2.4.5. Une fonction mesurable positive f est dite intégrable si [, f(x)pu(dr) <
0.

Proposition 2.4.6. Croissance de l'intégrale.
Soient f,g deuzx fonctions positives mesumbles sur (Q,A,pn). Si f < g (ce qui veut dire

f(x) < g(x),Va) alors [, f(x)u(dz) < [, g(z)u(dz).
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Démonstration. Nous avons E(f) C £(g) car f < g. Donc
sup / o(x sup / P(x
deE(S ¢€5(q)

Cette proposition admet comme corollaire le théoréeme suivant.

Théoréme 2.4.7. Théoréme de comparaison.
Soient f,g deux fonctions positives mesurables sur (2, A, ). Si f < g et g est intégrable
alors f est intégrable.

Définition 2.4.8. Soit u mesure sur (R, B(R)). La mesure p est dite avoir pour densité la
fonction f =0 sur R (par rapport ¢ A) si V¢ mesurable positive R — R,

/Rqs( (dz) /¢> dz) .

Ceci implique, en particulier, que VB € B(R)

B) = /Bf(:r))\(dx) .

Théoréme 2.4.9. Linéarité de l'intégrale.
Soient f,g deuz fonctions positives mesurables sur (Q, A, u) et a > 0, alors :

| @)+ gtamtan) = [ j@tan) + [ glanian
[ af@ntn) = [ rutis)

En particulier, si f et g sont intégables alors f + g aussi.

Théoreme 2.4.10. Inégalité de Markov.
Soit f fonction positive mesurable sur (0, A, u). Soit a > 0. Alors :

u{z e Q: () /f

Démonstration. On a alyy.r,)>q} < f donc par théoreme de comparaison (théoreme [2.4.7) :

[ atsmsa@ntdn < [ j@).
Q Q

La fonction alyy.r(,)>q} est une fonction étagée et on calcule son intégrale :

[ 01 @) = x l{y  56) > a}) +0x il £(0) <a)

D’ou le résultat. O

2.4.2 Intégrales des fonctions mesurables de signe quelconque.
Soit une espace mesuré (2, A4, u). Soit f : @ — R mesurable. Elle peut toujours s’écrire

f=f"—f" avec fT et f~ mesurables positives :

fﬂ@_{ﬂm si f() 20

0 sinon

—f(z) sinon.

- (2) = {o si f(z) =0
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Définition 2.4.11. Une fonction f mesurable sur un espace mesuré (2, A, u) est dite inté
-grable si fT et f~ le sont (voir déﬁnition de lintégrabilité des fonctions mesurables
positives) et dans ce cas, on définit lintégrale de f (sur Q par rapport a p) par

| reutde) = [ 5@t - | £ @t

et, VA € A, Uintégrale de f sur A par

/f dw:/f VLa(2)uldz) .

Lemme 2.4.12. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (Q, A, i) et intégrable.

Alors
[ fotan)| < [ 1s@)uta)

| s | rt@ntan) = [ 5@t

| @t (2)u(da
Q Q
= + x X “(x x
- /Qf()u(d)+/gf()u(d
- / (@) u(dz)

Q

Ce lemme peut aussi étre vu comme une conséquence de U'inégalité de Jensen (cf. exercice
4 du chapitre {4 et théoreme [6.3.1)).

Démonstration.

N

O

Théoréme 2.4.13. Linéarité et croissance.
Pour l'intégrale d’une fonction de signe quelconque, on a encore la linéarité et la croissance

comme dans la proposition et le théoréme[2.].9

Remarque 2.4.14. Lien intégrale de Lebesgue/intégmle de Riemcmn

Quand (2, A, 1) = (R, B(R), \), Vintégrale [, f(z)p =[x f(@)A(dzx) que nous venons de
définir s’appelle Uintégrale de Lebesgue sur R. Vu la deﬁmtzon- lintégrale de Lebesgue
sur un intervalle [a,b] est donnée par

A(dx) = Af(x)l[a7b](x)k(dx) )

L’intégrale de Riemann est celle qui se calcule avec la primitive. Si f admet une primitive
F alors son intégrale de Riemann est

[a,b]

b
[ @ = (Pl = P) - Fl@)

avec la convention que si F' n’est pas définie en a (et pareil en b), par exemple parce que a =

—00, alors F(a) = lim,_,q ze[q,5) F(x). On parle alors d’intégrale généralisée (ou d’intégrale

de Riemann généralisée). L’intégrale de Riemann n’est définie que si F(a) et F(b) sont finis.
On a les regles de signe suivantes :

/abf(x)d:c = /baf(:c)dx

/[ S = [

b;a]
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Dans le cas ot f a une intégrale de Riemann, nous avons I’égalité suivante entre les deux
types d’intégrales si a < b

b
)\ (dx) = x)dx .
[ Ten@) /af<>

C’est en général avec cette formule que l'on calculera les intégrales. On écrira parfois :

F@\da) = [ fla)da .

[a,b] la,b]

2.5 Fonction de répartition

L’étude de la fonction de répartition d’une mesure va nos permettre de mettre en ceuvre
les théoremes de ce chapitre.

Définition 2.5.1. Soit i mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < 4+o00. On définit la fonction
de répartition de pu par :

F,:R — [0,400]
z = F(z)=p(—o0,z]) .

Proposition 2.5.2. Soit ;1 mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < +o00. La fonction F), est
croissante, cadlag (continue & droite avec une limite & gauche), limg_, 1o F,(z) = p(R),
limg—, o Fju(x) = 0.

Démonstration. Soient z < y. Nous avons | — 0o, ] C| — 00, y| donc, par la proposition
Fu(x) = p(] — o0, z]) < (] = 00,y]) = Fu(y)-
Soit x € R et (un)n>0 suite de R telle que uy, > x et up = Upy1, Yn et limy, 4 oo up = 2.
Pour tout n, | — 00, tp41] C] — 00, Uy, QO} — 00, Up] =] — 00, z] et u(] — o0, up]) < p(R) < oo,
n

=

donc, par la propostion sur l'intersection décroissante (prop. [2.2.9) limy, oo pt(] — 00, un]) =

u( r;o] —00,Up)) = (] — 00, z]). En d’autres termes : lim,,_, 4o F),(u,) = F(z). Ceci prouve

que F' est continue a droite.

Soit € R et (uy,)n>0 suite de R telle que u,, < x et uy, < Upt1, YV et lim, 4 oo uy, = .
Pour tout n, | — 00, tun11] D] — 00, Uy, nL>JO] — 00, U] =] — 00, [, donc par la propriété de
réunion croissante (prop. [2.2.8), limy, o0 F(un) = p(] — 00, z[). Ceci prouve que F, a une
limite & gauche (égale & u(] — oo, z)).

On trouve également la limite de F), en +o0 en utilisant la proprété de réunion croissante
et la limite de F,, en —oo en utilisant la propriété d’intersection décroissante. O

Remarque 2.5.3. Dans la proposition précédente, la limite a gauche en x de F), est p(] —

00,z]) et Fj,(x) = p(] — o0, z]). Par la proposition|2.2.6, u(]— oo, z]) — pu(] — oo, z[) = u({z}).
Donc Fj(xz) = p(] — oo, z[) st et seulement si p({z}) = 0.

2.6 Exercices

2.6.1 FEnoncés

1) Rappel : Pour une famille d’ensemble (A4, )nen, on note ﬂn>0 A, ={z:VYn,z € A,} et
Un>0 Ap={z:Intel que z € A,,}
(a) Déterminer (,50]1,1+1/(n+1)].
(b) Déterminer (,,5,]1,2+1/(n +1)].
(c) Déterminer ), 5]l —1/(n +1),2].
(d) Soit f:R — R, x+ z*. Déterminer f~' (U, 50[1/(n + 1), +00]).
2) Soit Q un ensemble et soient Ag, Aq,... des parties de .

(a) On suppose dans cette question que Ag C A1 C -+ C A, C Apt1 C ... Posons
pour tout n > 1, B, = AN\ A,_1 (rappel : ANC = {x € A:x ¢ C}). Montrer que
les ensembles B,, sont deux a deux disjoints.
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(b) On note : VAC Q, A°={z € Q:x¢ A}. Montrer que gOA% =( QoAn)c.
(c) Montrer que (ngOAn) = ngoAn'

3) Soit Ay, ..., A, une partition de R. Montrer que A = {{J;c; Ai : I C {1,...,n}} est une
tribu. (A est constitué de toutes les réunions possibles d’ensembles A;.)
4) Soit

Card : P(N) — [0, +o0]
A +— Card(A) = le nombre d’éléments de A .

Montrer que Card est une mesure sur (N, P(N)).
5) On se donne un espace mesurable (E, A).

(a) Soit x € E, on note

0, A — [0,+0o0]
B Jm(B){

1 sizeB

0 sinon .

Montrer que ¢, est une mesure sur (E,.A). (Cette mesure s’appelle la mesure de
Dirac en x.)

(b) Soient x1, ...,z des éléments distincts de E et pi,...,pr, € R . On note

p:A — 0,400
B — u(B)= > pids,(B)
1<i<k
Montrer que u est une mesure sur (E, A).

6) Soit A = Upso[n,n + 5[ Calculer A(A). (On se servira du fait que A est réunion
d’ensembles disjoints et on utilisera la propriété d’additivité.)
7) (a) Soit x € R, calculer A({z}) (utiliser la propriété de croissance).

(b) Soit xg, 1,22, - € R, calculer
AMUnzo{zn})

(utiliser la propriété de sous-additivité).
(c¢) En déduire que A(Q) = 0. Calculer A([0, 1]\Q).

8) Un ensemble de Cantor.
Pour n > 1, on note :

A, = {z€]0,1],z n’a que des 1 ou des 5 dans son développement décimal
jusqu’a lordre n}
A, est donc lensemble des x € [0,1] qui s’écrivent = = 0,ujuz ... Uplpt1 ... avec
Uty ..., Uy € {1,5}.
(a) Calculer A(A,) pour tout n.
(b) Soit B = Ny,»14,, calculer \(B) (utiliser la propriété d’intersection décroissante).
9) Mesures a densité.
(a) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1}y 1j(z) par rapport & la mesure de Lebesgue.
Calculer p([0,1]), ([0, 2]), u([0,1/2]), p({1/2}).
(b) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1,-0e” " par rapport & la mesure de Lebesgue.
Calculer u(R), u({1}), u([0,1]), p([1, +o0l).
(¢c) Soit p mesure sur (R, B(R)) de densité 1,-oze=* /2 par rapport a la mesure de
Lebesgue. Calculer ,u([O, 1]).
10) (a) Montrer que 0 < Oel(cos(m))Qd:r <L

(b) Montrer que 0 < f — /2

(¢) Montrer que 0 < f sin log u))du < 2.
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2.6.2 Corrigés

(1) (&) Nusolbl+1/(n+ 1] =0car 1 ¢ ,50]1,1+1/(n+1)] et Vo # 1, In tel que
r ¢]1,1+1/(n+1)] et donc & ¢ (1,501, 1+ 1/(n + 1)]
(B) Mazoll,2+1/(n+ 1)) =]1,2]
(c) ﬂn>0]1 - 1/(” + 1)72] = [172}
(d) Upzll/(n +1), +00[=]0, +-00[ donc f=H(U,,z[1/(n+ 1), +00[) = f~1(]0, +oc[) =
R\J0} = R*
(2) (a) Soient k # n,k < n. Ay, C A,—1 donc Vo € Ay, 2 ¢ B,,. Comme By, C Ay, alors
B,NB, =10
(b) — Six € ( goA")C alors = ¢ goA" donc In tel que z ¢ A,,. Donc In tel que

nz= nz=

x € AS. Donc z € U AS.

n>0

— Sixz e U A¢ alors In tel que z ¢ A,,. Donc z ¢ goA"' Donc z € ( N A,)°.

nz= nz=

3 . c __ C
Conclusion : ngoA" = (ngoAn) .
(c) Par passage au complémentaire dans le résultat précécent : (nL>JOAfL)C = nQOAn.
(3) On rappelle que 7 Ay, ..., A, partition de R” signifie que les ensembles A; sont 2 & 2
disjoints et que Ay U---U A, =R.
i) R=4,U---UA, €A
(i) Soit UA; € A, (UA)°= UA; €A
i€l i€l i1

(iii) Si on fait une réunion dénombrable d’éléments de A :
Uu(ud)= |J 4Aiea.

n>0 i€l,
i€, 9,1]
n=0

(4) Fait en cours

(5) (a) Remarque : §, s’appelle la mesure de Dirac en .
(i) 0, est bien une fonction de A dans [0, +00]
(ii) 0,(@)=0carz ¢ 0
(iii) Sion a des éléments 2 a 2 disjoints de A : Ag, A1, .. ..

=1 size UA,
d(U Ap) n=0
=0 sinon

{:1 si In tel que = € A,

=0 sinon
= 5.(An)
n>=0

car les A, sont 2 & 2 disjoints (et donc au plus un seul d’entre eux contient x,
c’est & dire au plus un seul d’entre eux est tel que §,(A,) =1).

(b) On remarque que Vi, d,, est une mesure par la question précédente.
(i) p est bien une fonction de A dans [0, +o0]

(i) p(0) = > 1<icp Pide,(0) =0
(iii) Sion a des éléments 2 & 2 disjoints de A : Ag, 41,... :

(U A,) = Z piéxi(ngoAn)

n>0
- 1<k

= > pi Y 0a(An)

1<i<k  n>0

n>01<i<k

= Z 1(An) -

n=0
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(6) Les ensembles [n,n + 3-[ sont 2 & 2 disjoints donc A(A) = Y onsoAn,n + =) =
Y >0 5= = 2 (somme de série géométrique).

(7) (a) Ve >0, {z} C [z,z +¢] donc A({z}) < A([z,x + ¢€]) = €. Donc A({z}) = 0.
(b) MUnzofzn}) < 32,50 A{2n}) = 0 par la question précédente.

(¢) Q est dénombrable donc on peut écrire Q = {zo,z1,...,%n,...} donc A(Q) = 0
par la question précédente. Nous avons A([0;1]) < oo donc, par la prop. [2.2.6

A[0; INQ) = A([0;1]) = A(Q) = 1.
(8) (a) On remarque que

A, = Alz,2+107"x=0,u1...uy avec uy,...,u, € {1,5}}
= U [z, + 10~ (Y|
r€B,
ou B, = {x =0,uy...uy, avec uy,...,u, € {1,5}}. On remarque que B,, est fini

et que les intervalles ([z,z + 107" [)zep, sont 2 & 2 disjoints. Donc :

MAn) = D Mz, z+107")

zeB,
= Card(B,) x 107" =2"x 107"

(b) Vn, A, C A1 donc par intersection décroissante : A(B) = lim,,—, 100 A(4,) = 0.

9) (a) u([0,1]) = [z 10,1 (2) L1 (x)dx = fol lde =1
[0,2]) = fR 10,2 (33)1[0,1] (z)dx = fol ldr =1
[

m(
u([0,1/2]) = J Tj0.1/2)(2) Lo,y (@)dz = f,/* 1dw = 1/2
/1,({1/2}) = fR 1{1/2}(1‘)1[071]( dl’ = fR 1{1/2}( )d:r =0 car )\({1/2}) =0
) uE) < f oo = 1
p({1}) = [ 1y (2)lesoe "de = [ 1iy(z)e tde = 0 car A({1}) =0
w([0,1]) fR 1j0,1](2)1es0e” de = fol e %dr=1—e1
u([1, +o00]) = fR 11 oo (#)1as0e™ " da = 1+°O e~ dr = e !
o

1
[0,1]) = fR1[071](x)1$>0(m):ce_m2/2da: = fol ze™® 2dy = [—6_12/2] =(1-
6_1/2) 0

()

(10) On utilise & chaque fois la propriété de croissance de l'intégrale (prop. [2.4.6]).
1 1
(a) Pour tout x, 0 < |cos(x)| < 1 donc 0 < & [ (cos(x))?dz < & [; ldz =1

o v2/2

e_mz/2 e
(b) POurtouth[OQ]Oéﬁéﬁ*fdonc() fO on dl’\\/—

(¢) Pour tout u >0, 0 < log(1 4+ u) < u. Si u € [7/3;7/2] alors O <log(14u) <u<
/2 et sin est croissante positive sur [0;7/2]. Donc 0 < f /3 Sin (log(1 + u))du <

T/2 . T
fﬂ//?) sin(u)du = [— cos(u)]ﬂﬁ = %



Chapitre 3

Ensembles négligeables

Définition 3.0.1. Soit (2, A, ) un espace mesuré. Un élément A de A est dit négligeable
(pour la mesure p) si p(A) = 0.

Soit f: Q — R une fonction mesurable. Elle est dite pu-presque partout nulle si JA € A
négligeable tel que v € A° = f(x) = 0. On dira aussi que [ est : presque partout nulle,
u-presque sturement nulle, presque sirement nulle, p.p. nulle, p.s. nulle. Soit A € A tel que
w(A€) = 0. On dire que l'on est dans A pour p.t. (presque tout) x de , p-p.s. (presque
sdirement) en x € Q, ...

Remarque 3.0.2. Une fonction positive d’intégrale finie est finie p.p.
Si f est une fonction mesurable posz'tz've Q — Rt U{+o0} telle que A € A, u(A) > 0 et
f(z) =400 siz € A, alors [, f(z)p(dx) = +oo En effet, la fonction gf)( ) +oo X 14(x)
est une fonction étagée vérifiant d) < f, Jod(x)pu(de) = +oo. Dot [, f(x)p(dx) = o0 par
la définition ci-dessus.

Nous avons donc que si [, f(z)u(dr) < +oo alors il n’existe pas d’ensemble A ayant les
propriétés ci-dessus, ce qui veut donc dire que f est finie presque partout.

Théoréme 3.0.3. Espace complet.
Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Il existe une tribu B sur 0 et une mesure v sur B telles
que

— ACB

— st A€ A alors u(A) =v(A)

— VN CQ tel que N C A avec A€ A, f(A) =0, ona N € B et v(N) =0.
La tribu B est alors appelée tribu complétée de A et v est appelée mesure complétée de pu.
Un espace mesuré (2, A, 1) pour lequel

[NC Aavece Ae A, u(A)=0]= [N € A

est appelé un espace mesuré complet.

Théoréme 3.0.4. Soit (9, .A u) un espace mesuré et f fonction mesurable sur cet espace.
Alors f est p.p. nulle = fQ Yu(dx) = 0. Et la réciproque est vraie pour f = 0.

Démonstration. — Si f est p.p. nulle alors A € A tel que pu(A) = 0 et f est nulle
sur A°. Soit ¢ € E(f) et Ba,..., B, partition associée & ¢. On note B, = B; N A et
Bl = B;nA°, Vi € {1,...,p}. Les ensembles By, ..., B,, BY,..., B sont deux a deux
disjoints et ¢ est constante sur chacun d’entre eux. Pour = € B!, on note ¢(x) = ¢;.
Pour tout x dans BY,...,B,, f(x) = 0. Pour tout i € {1,...p}, u(B;) < u(A) (par
proposition 2.2.6) donc ,u(B ) = 0. Donc

/(b p(dz) =0 x p(BY) 4 -4+ 0x u(By)) +c1 X (By) + -+ ¢, x u(B,,) = 0.

Cela est vrai pout toute ¢ € g(f donc fQ wu(dz) = 0.
— Soit mamtenant f=0.8i [, f(x)u(dx) = 0. Smt e>0,s0it A, = {x € Q: f(x) >
e} = f1([e, +oc[). L’ensemble [5 +oo[ appartien & B(R) car c’est un intervalle. La

17
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fonction f est mesurable donc A, € A. Soit ¢ étagée telle que

¢(x){o o€ Ag

=ec siz€eA..

L’ensemble A¢ appartient a A. Pour tout z, ¢(z) < f(z) donc

0< [ s@utdn) < [ fautds)

donc [, ¢(x)u(dx) = 0. Par ailleurs,

/qzﬁ u(dxr) =0 x pu(AL) + e x u(As)

donc p(A.) = 0. Les ensembles A, /,, pour n € N* vériﬁent Ay C Ay jpyr- Done par
la proposition sur la réunion croissante (proposition 2.2.8)), u({z € : f(z) > 0}) =
(Un>141/5) = limy> o0 (A1) = 0. Donc f est nulle P-p.

0

Proposition 3.0.5. Intégrale sur un ensemble négligeable.
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soit A € A négligeable. Soit f,g: Q — R mesurables. On
suppose que fQ Yu(dz) est deﬁme (ce qui a lieu, par définition, quand f+ et f~ sont
d’intégrales ﬁmes) ainsi que [, g(x)p(dzx). On suppose que f(x) = g(x) siz ¢ A (donc f et
g sont preque partout égale). Alors
JREICEE
A

| eutdn) = [ somtdo)

Démonstration. — Par définition,

/ﬂmwm:/ﬂ@ummmy
A Q

Donc par le théoreme précédent, [, f ) (dz) =
— Par linéarité, [, f(z)u(dz) — [, g(z)u( fQ () (da?) La fonction f—g
est nulle presque partout donc, par le theoreme precedent Jo(f(z) — g(x))pu(dx) =

O

On retient de la proposition précédente que deux fonctions égales presque partout ont la
méme intégrale.

Exemple 3.0.6. Soient les fonction suivantes définies sur [0; 7],

f(x) = sin(z) ,

sin(x) six #£w/2
0 six=m/2.



0 /2 T
FI1GURE 3.1 — Dessin de f.

Les fonctions f et g sont égales p.p. Nous avons donc

/Owg(x)dm /07T f(z)dx

[—cos(z)]f =1—(-1)=2.

19
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Chapitre 4

Théoremes limites

On se donne (€, A, 1) un espace mesuré complet. On supposera & partir de maintenant,
pour des raisons techniques, que €2 est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure finie.
On dit alors que € est o-fini.

4.1 Stabilité de la mesurabilité par passage a la limite.

Théoreme 4.1.1. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions Q@ — R une suite de fonctions me-
surables positives. Alors sup,, fn et inf,, f, sont des fonctions mesurables.

Démonstration partielle. On pose f(z) = sup,, fn(z). Nous allons montrer que Va € R,
f71(] — o0,a]) € A. Cela est en fait suffisant pour montrer que f est mesurable mais nous
ne démontrerons pas ce point.

Fixons donc a € R et prenons A = f~1(] — 00, a]). On remarque que

A = {ze€Q: f(zx)<a}
= {ze€Q: folx) <a,vn}
= Nuso{zeQ: fi(z) <a}.
Pour tout n, {z € Q: f,(z) < a} = f, (] — o0;a]) € A car f, est mesurable. La famille A
est une tribu, elle est donc stable par intersection dénombrable donc f~1(A) € A. O

Définition 4.1.2. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions @ — R. On dit que (f,) convergence
presque stirement vers f (et on note f, p'—jr} f) s’il existe A négligeable tel que [x ¢ A] =
n—-+0oo

[fn(e) 2 f(@)].

n—-+o0o

Définition 4.1.3. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions @ — R. On dit que (f,) convergence
simplement vers f siVx, fn(x) - fx).
n—-+0oo

Exemple 4.1.4. Prenons Q = [0;1] et fu(z) = 2¥/™ (n > 1). Pour x # 0, nous avons
fn(x) = exp(log(z)/n). La suite log(x)/n "y 0 et la fonction exp est continue donc
n—-+00
fn(x) = 0. Sixz=0, fo(z) =0 = 0. Donc la suite de fonctions (fn)n>1 converge
n—-—+0o0 n—-+4oo
simplement vers la fonction g définie sur [0;1] par

(2) 1 six#0

xTr) =

g 0 sizx=0.

Remarque 4.1.5. La convergence simple implique la convergence presque sure.
Corollaire 4.1.6. Si on a une suite (f,) de fonctions Q — [0, +o00] mesurables (positives)

telle que f,, =5 f alors f est mesurable.
n—-+oo

Démonstration. On ne va faire la démonstration que dans le cas ou (f,,) converge simplement
vers f. Pour tout et pour tout n, on pose v, (z) = sup{fn(z), fnt+1(x), fnt2(z),...}. Par
le théoreme précédent, les fonctions v, sont mesurables. Pour tout z,

f(z) = inf{vg(x),v1(x),v2(x),...}. Donc par le théoréme précédent, f est mesurable. O
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4.2 Théoremes de convergence pour les intégrales.
Théoréme 4.2.1. Théoreme de convergence monotone

Soit (fn) une suite croissante (c’est & dire que Vx, ¥n, fn(x) < foy1(x)) de fonctions
mesurables positives @ — [0, +00[ convergeant presque siirement vers une fonction f. Alors

Jim [ p@ntdn) = [ p@uts)

Démonstration. Soit a €]0,1[. La suite ([, fn(x)u(dx)) est croissante (par croissance de
I'intégrale) donc elle a une limite [ € [0, +00]. Soit pour tout n, 4, = {x € Q : f,(z) >
af(z)}. Pour tout n et pour tout z, f,(x) > fn(x)la,(x) donc

/an(x)/l(dI)B/an(z)lAn u(dz) /fn > /f w(dz)  (42.1)

Montrons que
/ f(z)p(dz) n_>+oo/f . (4.2.2)

Soit € > 0. Soit ¢ une fonction étagée telle que ¢ < f, fQ o(x)p(de) > fQ f@)p(dx) —e (i
en existe par définition de 'intégrale). Nous avons

[ ta@o@ntdn) < [ @t < [ fapn . @23
On suppose que ¢ se décompose sur une certaine partition By,..., B, :
= Y bilp(x)
1<i<p

Alors Vn, ¢14, est une fonction étagée qui se décompose en

$(x)1a, (@) =0 x 1ag (&) + > bilpna,

1<i<p
Et donc

/¢> )1a, (z)p(dr) =0 x p(AG) + D by x u(B; N Ay) (4.2.4)

1<i<p

Pour tout n, nous avons A,, C A,41 et donc Vi, B; N A, C B; N A, 1. Par la propriété de
convergence croissante de la mesure,

On remarque que Up>04, = {z € Q: In, f,(z) > af(x)} D {z € Q: f.(z) Nl f(z)}.
Done {z € Q : fu(z) f(@)}¢ D (Unz04n)® Donc 0 = p({z € Q: folz) —

e

— 400 —+00
f(@)}) 2 p((UnzoAn)° ) Done p((Unz04 ) ) =0, u(BiN(Unz04n)¢) < p((Unz04n)®) = 0.
Puis u(B;) = ,u(B ﬂ (U >0

) ) ( (Un>0An)) donc ,U(Bz) = M(Bi N Un>0An). On

déduit donc de
/¢ Y1g, ( dx)n_>+OOZb><p /¢

1<i<p
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Donc par et en utilisant la définition de ¢
[ ramtdn) —e < [ s@nt)
Q Q
= lim / d(x)14, (x)dx
Q

n—-+oo
< timint [ fa(a)
< limsup/ f(z)p(dx)
n—-+oo A,
< d
< [ fapnas)

Cela est vrai pour tout € > 0 donc nous avons donc montré (4.2.2)). Alors, par (4.2.1)),

1> a/ f(z)u(dx) . (4.2.6)
Q
Pour presque tout z, f,(z) 7 f(x) donc f,(x) < f(z). Soit ¥n, f, définie par
n—-+4oo
- {14 2=
sinon

Les fonctions f,, et fn sont égales presque partout donc leurs intégrales sont égales. La
fonction f, vérifie f,, () < f(z) (Vz) donc en particulier

[ r@ntan) = [ f@ntan) < [ st

Donc

/ F@)u(dz) > 1.
Q

Et comme 1 ’équation (4.2.6)) est vraie pour tout « €]0, 1], ceci finit la démonstration.
O

Théoréme 4.2.2. Lemme de Fatou
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables positives. On note f = liminf, . f,. Alors

f est mesurable positive et
/fd,ugliminf/ frndp
Q n—+oo Q

Démonstration. Par définition de la lim inf, nous avons pour tout z,

)= it o))

n—+oo \ k>n

(cette limite existe dans | — oo, +00] car c’est la limite d’une suite croissante). Par le théoréme
les fonctions & — infy>,, fi(x) sont mesurables pour tout n. Par le corollaire la
fonction f est mesurable.

Soit m > 1. Soit pour tout n, A, = {z : ¥p = n, fo(z) = (f(z) — L)+}. Pour tout z,
IN € Ntel que n > N = f,(z) > f(z) — L. Nous avons donc U A,, = €. On remarque

nz

que pour tout n, A, C A,41. Et donc pour tout z,

<f(x> - 7711>+ L) 2 <f(x) - 7}1>+ .

Donc, par théoreme de convergence monotone,

(- 5) wnomtan) [ (50~ wan).
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Pour tout n, nous avons

[ ) > [ fuona, @ = [ (5= 1) 1a @

et donc
it [ fuantin) > [ (7o) - ;)+ uldz) |
Nous avons pour tout x, (f(x) — %)+ /" f(z). Donc, par théoréme de convergence mo-
maoo
notone, [, (f(z) — ), n(dz) = Jo f(z)p(dz). Et donc

fiminf [ fu(htdo) > [ fan(ds).

O

Théoréme 4.2.3. Théoréme de convergence dominée (appelé aussi théoréme de Lebesgue)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables sur Q. Si :
— il existe g positive mesurable et intégrable telle que Vn € N, Vx € Q, |fn(z)| < g(z)
— et f, X5 f

n—-+oo
alors

— Jolf(@)|p(dz) < oo
— limy 100 fQ | fn(@) = f(@)|p(dz) =0 .
Ce qui implique en particulier

Jim [ f@ntdn) = [ peuts)

Démonstration. Pour simplifier la démonstration, nous allons suppose que ( fn
simplement vers f. Nous avons alors pour tout z, |f(z)| < g(z), donc fQ |f(z

)|p
Pour tout z, 2g(x) — | f(z) — fn(z)| = 0 et lim infn_)+oo(29(ac) |f( )— fa(2)]) =
par le lemme de Fatou

) ¢ onverge
(dr) <
29(x

)donc
fimint [ Qo) = 1) = ful@Dutde) > [ 20(@hutdo)

Mais par linéarité de I'intégrale,

lim inf /Q (29(x) — |f () = fula) pa(da) = /Q 2(x)a(dx) — lim sup / F(@) = ful@) u(da) -

n—+0o0 n——+oo

Donc
lim sup / (@) = fal@)|u(dz) = 0
n—s—+oo
Jim [ 17(@) = ful@lutda) = 0.
Puis

Ju(dz)

/Q fu(@)plda) - /Q f(@)(da

(par lemme / |f(z x)|p(dx) W 0.
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Exemple 4 2.4. Soit l’espace mesuré (N, P(N), card). Soit f(k) = W et pour toutn > 0,
n n- n . } = ’ ) n g
fulk) = (k+1)2 lp<n. Pour tout k, fo(k) 7 f(k). Fizonsn > 0, la fonction f, est étagée
n—-+oo
et son intégrale vaut

/an(x)card(dm) = %x card({0}) + 1 x card({1}) +

5 % card({n}) + 0 x card({n +1,n+2,...})

Par théoreme de convergence monotone,

/an(x)card(dx) n_>—+>oo/Nf(m)card(dx)

et donc
+oo 1

/f )card(dz) = Zm

On peut ainsi montrer que pour nimporte quelle fonction g : N — Rt

/g( card(dx) Zg
N

et donc, pour lespace mesuré (N, P(N), card), calculer une intégrale d’une fonction positive
revient a faire la somme d’une série.

Exemple 4.2.5. Soit l’espace mesuré ([0,1], B([0,1]), A). Soient les fonctions (pour n > 1)

fn 0,1 — R*
— 1

T 1/n

—x
Pour tout x €]0, 1], limy, 400 fn(z) =0 et f,(0) = 1 pour tout n > 1. Donc f, —+> f (sur

[0,1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n > 1, |fn(z)] < 1 qui est une fonction intégrable

sur [0,1]. En effet
/ ldr=1< 00 .
[0,1]

Donc, par théoréme de convergence dominée,

fo(@)p(dr) — 0.

[0,1] n—+4o0o

4.3 Intégrales dépendant d’un paramétre

Soit f : R x R — R, on définit une fonction F(u fR dx). Cette fonction
F s’appelle, suivant les auteurs, une < intégrale a parametre >, < mtegrale dépendant d’un
parametre >, ... Dans cette partie, nous allons démontrer diverses propriétés des intégrales
a parametre a ’aide du théoreme de convergence dominée.

Théoréme 4.3.1. Continuité sous lintégrale
Soit f: R xR — R telle que

(i) Vu € R, x — f(u,z) est mesurable

(1) Juoo tel que pour presque tout x, u— f(u,x) est continue en U
(#4i) 3g positive intégrable telle que Vu € R, |f(u z)| < g(x) .

Alors la fonction F définie par F(u f]R A(dx) est définie en tout point u € R et est
continue en Uso.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que F(u,) = F(uoo) pour toute suite (un)n>0
n—-—+0oo

convergeant vers to,. Prenons donc une telle suite (uy,)n,>0. Posons Vn, f,(z) = f(un, ).
Nous avons f, % h avec h(z) := f(us,z) par (ii). Les fonctions f,, sont mesurables
n—-+0o0o

par (i). Par (iii), nous avons Vn, ¥z, | f,(z)| < g(x) avec g intégrable. Donc par théoréme de
convergence dominée,

Flu,) = /]R Falo)Mdr) — /]R h(@)A\(dz) = Flus) -

O
Corollaire 4.3.2. Théoréme de continuité < globale >sous l'intégrale
Soit f : R xR — R telle que
(i) Vu € R, x — f(u,z) est mesurable
(i1) pour presque tout x, u > f(u,x) est continue
(#i) 3g positive intégrable telle que Yu € R, |f(u )| < g(z) .
Alors la fonction F définie par F(u fR A(dzx) est définie et continue en tout point

u € R.

Remarque 4.3.3. Ces théorémes restent vrais si on remplace v € R par u € I avec I
intervalle ouvert de R.

Exemple 4.3.4. Convolution
Soit f : R — R intégrable et ¢ : R — R bornée et continue. La convolée de f et ¢ est définie
par

o (f % d)(u /¢>u—x )A(de)

Notons h(u,z) = ¢(u — x)f( ). Pour tout x, u — ¢(u — z)f(x) est continue. Pour tout u,

6(u — )£ (@)] < [6llool F(@)] et iy [Bllocl F(@)IA(d) < o0 par hypothése. On rappelle que
|¢]loc := sup,ecg ¢(v). Pour tout u€R, x— ¢(u—2x)f(x) est mesurable comme produit de
fonctions mesurables. Donc par le théoréme de continuité globale, f x ¢ est continue sur R.

Théoréme 4.3.5. Dérivation sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, us € I. Soit f: I x R — R telle que

(i) Yu € I, x — f(u,x) est intégrable
(i1) pour presque tout x, f(uoo,x) existe
(i4i) g posztwe mtegmble telle que Vu € I, Vo € R, |f(u,z) — f(too, )| < g(@)|u — uso] -

Alors F(u fR A(dx) existe pour tout u € I et est dérivable en us. De plus

F'(too) :/Rgf:(uoo,x))\(dm) .

Démonstration. L’existence de F' est assurée par (i).

En ce qui concerne la dérivation, il suffit de montrer que pour toute suite (uy)n>0 conver-
F(“n) F(uoo)
geant Vers o avec Vn, Uy 7 Uog, — oty . fR 5o (oo, ) A(dz). Prenons donc une

telle suite (up)n>0. Posons Vn

f(un,x) - f(uoovx) )

Up — Uco

Pn(x) =

Par (i), ¢n - gj: (oo, ). Par (iiil), nous avons pour p.t. z, |¢,(x)| < g(x). Donc par
n—-+o0o

théoreme de convergence dominée,

F n) — ny L) — 00 0
(uu — /f U _u: x)A(dx) n_:)w/ﬂeafi(uoo,fv)k(dm).
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Corollaire 4.3.6. Dérivation < globale >sous lintégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: I x R — R telle que

(i) Jug € I, x — f(ug,x) est intégrable
(ii) pour p.t. x, u > f(u,x) est dérivable sur I

(iii) Vz, Yu,

(u x)‘ < g(z) avec g intégrable .

Alors F(u) :== [, f( A(dx) existe et est dérivable sur I. De plus

F'(u) —/Rgi(u,x))\(daj) .
Démonstration. Pour tout u € I,

[f(uw,z)] < [f(uo, )| + | (u, 2) = f(uo, )]

0
< fouo,2)| 4 fu— ol _swp |9 (w,0)

vE[u,ug]

< f(uos@)| + [u—uolg(x) .

Donc, par (i) et (iii), F' est bien définie. Pour tous u, us € I, pour tout x,

[f(u, ) = ftoo,2)] < u—too| sup

vE[u,up]

< g(@)u — us]

0
2 w.0)

par (iii). Et le théoréme précécent finit la démonstration.
O

Exemple 4.3.7. Soit, pouru > 0, F'(u) = 0+°° e x %dt. La fonction t — e~ ¥t x w

est intégrable sur |0, +oo[ car ‘e‘lXt X % < et (ear Slr;—(t) < 1). Pour tout t > 0,
ur— e U x —Sir;(t) est dérivable sur 0, +oo[ et 2 (e’“t X —Sint(t)> = —e “sin(t).
Soit € > 0. Pour tout u > ¢, |—e~“'sin(t)| < e ¢t (car |sin(t)| < 1) qui est intégrable

sur )0, +o00[. Donc par théoréme de dérivation globale, nous avons pour u > €
+oo
F'(u) = / —e “sin(t)dt .
0

Cela est vrai Ve > 0 donc Yu > 0, F'(u) = f0+°o —e " “sin(t)dt. Calculons

+oo
F'(u) = [e™ cos(t)]é|rc>o —|—/O ue” " cos(t)dt

+oo
= —1+4 [ue” sm(t)];roo +/ u?e™ " sin(t)dt
0
= —1—u’F'(u) .

Donc il existe une constante C' telle que F(u) = C — arctan(u). Posons
) %m(t)

Done F'(u) = 1+u2
pour n € N*| f,(t) = exp(—nt . Les fonctions f, sont mesurables. Pour tout t > 0,
fu(®) AT 0 et |fu(t)] < et x 1 quz' est intégmble sur [0, +oo[. Donc, par théoréme de

convergence dominée, F(n ffn —+> 0. Nous avons lim,_, . arctan(n) = 5
n——+0oo

donc C = 5. Donc
F(u) = g — arctan(u) .
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4.4 Exercices

4.4.1 Enoncés

1) Calculer les limites suivantes :
(a) limy 400 f+oo FEmEET jilda:
(b) limy, 40 fo \%sm (%) dx
(¢) limp— 400 fo (1- 7) dz
(d) hmnHJroof sm( ) (sz)dx
)
)

2n
e hmnﬁJroof'H’o It+cos™ (z) o=l J4e.

(
(
2) On pose : I(a) = limy,_ 4o fon (1- %)n e**dr pour n € Net a € R.

(a) On pose pour n € N, f,, : Rt — R telle que f,(z) = (1 — %)neml,xgn. Montrer
que (fn)n>0 est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier :

gn(z) = (n+1)In (1 - m) —nln(1-2))

(b) En déduire la valeur de I(«) en fonction de .

f hmnHJroofO arctan(z/n)e”*dx

3) Soit w la mesure de comptage (" Card”) sur (N, P(N)). Pour toute suite positive (uy)n>0,
ona:y, Uy = [yunp(dn).
(a) Calculer limy_; 4 o0 [ano = (1 - m)}
. sin(n/k
(b) Calculer limg_, 1o [Zn>0 %}
4) Inégalité de Jensen.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit ¢ : R — R convexe et dérivable
deux fois (et donc ¢” > 0). Soit (E, A, ) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit f :
(E,A) = (R,B(R)) mesurable et telle que [}, f(x)du(x) < +oo.

(a) Montrer que Vz,y € I, ¢(y) = &(z) + ¢'(2)(y — 2)
(b) En prenant z = [}, f(t)du(t) et y = f(x) dans I'inegalité précédente, montrer que :

(/f du)/(bf Jdu(x).

(¢) En déduire que pour toute fonction f : [0, 1] — R telle que fol |f(z)|de < 400 :

(f 1 f(x)ldx>2 </ )

5) (a) Montrer que V2 > 0,0 <1 —e 7 < z.

(b) En déduire que Yy > 0, x + 1 " est intégrable sur [0, +ool.

(¢) Pour tout y > 0, on pose

+o0 —z%y
1—e*VY

Montrer que F est dérivable sur |0, 4+o00[. Calculer F’(y). On rappelle que

+oo 5
/ e dr =/7/2 .
0

(d) En déduire F(y) & une constante pres.

(e) Calculer cette constante en regardant lim,,_, 4 F(1/n).

k
2
6) On consideére pour n > 0 la série Zk>0 Up, | AVEC Up | = ,i, (%) .

(a) Montrer que cette série est convergente (Vn > 0). On notera I,, sa limite.
(b) Calculer lim,, oo I
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4.4.2 Corrigés

(1)

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(f)

2 2 . . ,
— Pour tout x > 1, I’Jn;ﬂl < ZQI; <n2+n2e2n2 < %2 qui est intégrable sur
[1; 4+o0].

— Pour tout x > 1,

n%4+1 1
z2n41 o w?

PR .y +00 p241 +oo 1 o
Donc, par théoreme de convergence dominée, fo T de n:)m fo =dr =
[—1/z]f> =1.

— Vz €]0,1], ﬁ sin(1/nx)| < ﬁ et ﬁ intégrable sur [0, 1]
— Vz €]0,1],

= sin(l1/nz) — 0

\/5 n—-+oo

c 1 1 .
donc par convergence dominée lim,,_, o fo ﬁ sin (%) dr =20

— Vz € [0,1], [(1 - 2)"| <1 et la fonction constante égale & 1 est intégrable sur
[0,1].
— OnaVe e [0,1], (1-2)" = exp(nlog(l — £)) = exp(n(—=z/n + o(1/n))) =
exp(—z +o(1)) —+> e~ " par continuité de la fonction exponentielle.
n—-—+0o0

Donc par convergence dominée,

1 - 1
/ (1 - —) de — / e dr=1—¢e".
0 n n—-+4oo 0

— Vz € R, |sin (%) x(lix2)| < (1-&-1362) qui est une fonction intégrable sur | —

z
n

00, +00f,

3 z n 1 :
— Vz € R, sin (£) TR S () CAT sin(u) Lo

donc par convergence dominée,

i [ (D) e = [ e = (2] =
N A VY CIE=) R AU CIP=) R

— Vz e R,

2n _ _
el+cos (z)e |z| <€2 |z|

qui est une fonction intégrable sur R.

2n
— Pour p.t. z € R, elteos™@e—lzl __ el-lol
n—-+oo

donc par convergence dominée,

+oo 5 +oo
lim elteos™ (@) g=lel gg — / el ~lEldy = 26t .

n—-+00 o o
— Vz > 0, arctan(z/n)e ™ < (7/2)e™* qui est une fonction intégrable sur [0, +oo].

— Pour tout z > 0, arctan(z/n)e”* — 0
n—-+o00

donc par convergence dominée,
—+oo

lim arctan(x/n)e *dr =0 .
n—-+o0o 0

On a pour 0 < = < n, foi1(z)/ fn(z) = exp(gn(x)).

ry o (Lo L &
gn(x) = <n n+1> (1—=z/n)1—-=z/(n+1) =0

pour 0 < z < n donc g, croissante sur [0,n]. g,(0) =0 donc g,(x) > 0 Vz € [0,n].
Donc fp41(x) = fo(x) Vo € [0,n]. C’est également vrai sur [n, +oc] donc f,, suite
de fonctions croissante.
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(b) Ona [ (1—2)"e*®dz = +OO fo(z)dz. Yo >0, fo(z) el e~ **to%dz donc par

convergence monotone, hmn_>+oo f fu(z)dz = [, 0 g=rtar gy donc :
+oo sia>1
o) |
1o simon .
(o3

(3) (a) Pour tout n,k, 0 < 3= (1 - m) < 3 qui est le terme général d’une série

= donc par convergence do-

1
convergente. Pour tout n m) k_>—+>oo 3

1

minée :
1
li —[1-— — = =
|53 (1) |- S

(b) Pour tout n, k, ‘%} < qui est le terme général d’une série convergente.

2774
sin(n/k)

5 — 0 donc par convergence dominée :

Pour tout n,
k—+oo

lim ZL("/M =0.

k——+oo ">0 n
(4) Inégalité de Jensen.
(a) Vz,y € I avec z <y, ¢(y) — ¢(z) = [V ¢/(t)dt > [/ ¢'(2)dt (car ¢ convexe), donc

¢(y) = ¢(2) = ¢'(2)(y — 2)
(b) On prend z = [}, f(t)du(t) et f(z) dans l'inegalité précédente et on a :

¢>< / f(t)du(t)) T+ ( / f(t)du(t)> (y-2) -
Ou intdgre ensuite par rapport & du(z) -
Jotranaua) = [o( [ saun) duo
+ [ o ([ £0an0) - aute)
o( [ 10auo)
v ([ 10000 ( [ @0aute) - [ i)
o( [ i) -

(c) La fonction ¢ : x € [0,1] — 22 est convexe. Donc par le résultat précédent, pour
toute fonction f :[0,1] — R intégrable,

(f 1 f(x)ldw>2 </ ()

(5) (a) 0<1—e?= [Jetdt< [ 1dt ==z

1\2

WV

—a2y 1 w2y

(b) Par la question précédente, Yy > 0, 0 < 1_272 <yet < 75 done 0 <

1,’2

2
inf(y, 1/2?) donc z — 1=%; ® est intégrable
(¢) Soit € > 0,
2
— Yy >e, x— 125" est intégrable
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1fe’m2y

— Va > 0 (et donc pour presque tout x > 0), y — “=55— est dérivable

2 (1

fV!L‘>O,Vy>€,8*y )
[0, +-o00]
Donc (théoréme de dérivation globale) F est dérivable sur |e, +o00[ et F’ vaut :

Po)= [ e
y) = ¢ x

Cela est vrai Ve > 0 donc cette dérivée est valable pour tout y €]0,4oo[. Par

2 2 2 . . ,
) =e Vet |e Y| < e % qui est intégrable sur

. +oo 42 -
changement de variable (u = \/yz), F'(y) = ﬁ fo e U dy = %
On en déduit F(y) = /7y + C pour une certaine constante C.

_1‘2 n
F(1/n) = O+°° fn(x)dz avec fp,(z) = % Pour tout & > 0, f,(x) = 0.
n—r+00
Pour tout x > 0, |f,(z)| < inf(1,1/2?) (voir question 1). Donc, par théoreme de

convergence dominée :

F(l/n) — 0

n—-4oo

donc C = 0.

Pour n > 0, 0 < 2717‘22:'5767?_:;1 <6n?+6n+6n%2+n+1=6.Donc 0 < uy i < 6°/k!
et cette derniere quantité est le terme général d’une série convergente (quand on

somme sur k)(série exponentielle). Donc ), <, un i est convergente.
>

On sait par 'exercice 3| que I,, peut étre vue comme une intégrale par rapport a la
mesure de comptage sur N.
— Pour tout k, un . —> 28/kl

n—-+oo

— Pour tout k, u, < 6%/k! qui est sommable.
Donc par théoreme de convergence dominée, I,, — >, -, 2F /! = 2.
n——+o0o z
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Chapitre 5

Mesure produit et théoremes de
Fubini

On se donne deux espaces mesurés (2, A, u) et (', A, 1').

5.1 Théoremes de Fubini et Fubini-Tonelli

Théoréme 5.1.1. Sur l’ensemble Q x Q, il existe une < plus petite tribu > C contenant
tous les ensembles de la forme A x B avec Ae A, Be A'. On noteC=A® A'.

Il existe une unique mesure, notée p® ' sur C telle que, si (A, A') € Ax A, p@ /(A x
A') = p(A)p' (A").

Définition 5.1.2. La mesure p @ u' définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la mesure
produit de p et p'. La tribu C définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la tribu produit.

Définition 5.1.3. On notera B(R?) la tribu B(R) ® --- ®@ B(R) = B(R)®? (produit d fois).
La mesure A@ X sur B(R?) mesure les aires, la mesure A\Q AR\ = A®3 sur B(R3) mesure
les volumes, ...

Théoréme 5.1.4. Théoréme de Fubini-Tonelli
Soit f: Q x Q' — [0,+00] mesurable positive. On définit les fonctions ¢ et ¢ sur Q et
respectivement par

o@) = [ Flou)'(dy), vly) = /Q f( y)ulde)

Q/

Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient

/¢(fﬂ)/~t(dw) =/ fla,y)p @ p (de,dy) = | ¥(y)u' (dy)
Q QxQ/ Q

(et cette quantité € [0, +0o0] ).
On retient que pour des fonctions positives, on peut intervertir I’ordre des intégrations.

Théoréme 5.1.5. Théoréme de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)
Soit f: Qx Q' — RU{+o00,—00} une fonction mesurable. On définit les fonction f1 et fo
sur Q et ' respectivement par

/Ifa:ylu(dy foly /Ifa:y\ud:r)~

(i) Si l'un des fonctions fi ou fa est intégrable alors lautre lest aussi et dans ce cas, f,
¢ et Y sont intégrables. De plus, nous avons alors

/d)(m)u(dfv):/ fla,y)p @ p (de,dy) = | (y)p'(dy) .
Q QxQ/ Q/

33
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(i1) Si f est intégrable (contre la mesure p @ ') alors fi et fo sont intégrables et nous
avons encore ’égalité ci-dessus.

Exemple 5.1.6. Soit

fooo0,1]x[0,1] — R+
(z,y) — e W0 .

Cette fonction est mesurable positive. Par Fubini-Tonelli

1 1
/ flz, YA @ A(dx,dy) = / (/ e_(x+y)1$+y<1dx> dy
[0,1]x[0,1] 0 0

1 1

= / e Y </ ezlx+y<1da:> dy
0 0

1-y
</ exdx) dy

0

Notation 5.1.7. Intégrale multiple
Pour toute fonction f : R* — R intégrable, on notera indifféremment

flze, ..., x) N8 dxy, ... dxg) = flz1, ... xq)dzy .. .dxg
Rd Rd
1 1
= / / f(xl,...,xd)dxl...dxd
0 0
= f(u)du
Rd
(on a remplacé, dans cette écriture, (x1,...,xq) par u).

Définition 5.1.8. Soit u mesure sur (R? B(RY)). La mesure pi est dite avoir pour densité
la fonction f: R? — Rt (par rapport a \®?) si V¢ mesurable positive R* — R,

¢(@)u(dr) = [ ¢(x)f(2)A¥(d) .
R4 R4
Ceci implique, en particulier, que VB € B(R?),

u(B) = [ F@do)

Exemple 5.1.9. Soit

f : R+ X [0, 1] — R
(v,y) +— 2e72% — e,

Cette fonction est mesurable et n’est pas de signe constant. Calculons pour tout y > 0

+o0 +o0
/ flz,y)dx = / 272 — "y
0 0

B |:_e—2;17y + e—xy:| +oo
) 0

= 0
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Nous avons donc pour p.t. y € [0, 1], f0+°° f(z,y)dx =0 done, par le théorémem

1 “+o00
/ (/ f(m,y)dx) dy=0.
0 0
Calculons pour tout x > 0

1 Cox |
/ flz,y)dy = [W}
0 0

e 5 0. Nous avons pour p.t. x € [0,1], fol fla,y)de = &——=“— >0

Pour x > 0, e e
“+o00 1
/ (/ f(m,y)dx) dy >0 .
0 0

donc, par le théorgiéme 5.0./)
“+o0 1 1 “+ o0
/ ( / f(w)da:) ay# [ ( / f(w)dx) dy
0 0 0 0
Exemple 5.1.10. Interversion de somme et d’intégrale
Soit f: QxQ — RT mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que (', A, 1') =
(N, P(N), card). Comme nous l’avons vu dans l’exemple pour toute fonction g positive

sur
[ ot ) =3 gtk

k>0

Donc

Par Fubini-Tonelli, nous avons alors

/Q > fak) M(dx)zgo(/ﬂf(:c,k),u(dxo _

k>0

5.2 Changement de variable

Définition 5.2.1. Soient U et V deuzx ouverts de R:. Un difféomorphisme ¢ de U dans V
est une bijection ¢ (U — V) qui est C* telle que ¢~ est C1 aussi.

Rappel : C! veut dire que la fonction est continue et ses dérivées partielles du premier
ordre existent et sont continues. De maniere plus explicite, la fonction

¢ u - V
(u17"'?ud) H (¢)1(u1"'"ud)7"'7¢d(u17"'7ud))
est C! si ¢1,...,¢q sont continues et Vi, j, gﬁi existe et est continue.
J

Définition 5.2.2. Si ¢ est un difféomorphisme de U dans V (deuz ouverts de R?), on

appelle matrice jacobienne la matrice suiwante (fonction de (uy,...,uq))
Gt (wn, . ua) o G, ug)
J¢>: gi;(ula“-aud) gi;(Uh...,ud)
%(ul,...,ud) %(ul,...,ud)

Théoréme 5.2.3. Théoreme de changement de variable.
Soient U,V deuzx ouverts de R?. Soit ¢ : U — V un difféomorphisme. Soit f une fonction
intégrable V. — R. Alors la fonction fo¢: U — R est intégrable et

/ fw)dy = / (f 0 &)() x | det(Jy (x))|dz
174 U

(Attention d ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.)
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Remarque 5.2.4. Lien avec le changement de variable en dimension 1.

Soient |a, b[,|c,d] deux intervalles ouverts de R. Soit ¢ :]a, b|—]c, d] un difféomorphisme tel
que lim,_, ¢(x) = ¢, lim,—p ¢p(x) = d. Nous connaissons le changement de variable pour
les intégrales de Riemann, pour f :|c,d[— R

d b
[ t@is = [ foowd iy
Et d’apres le théoréeme précédent,
fl@)dz = fo o)l (y)ldy
[e,d] [a,b]

car la matrice jacobienne est ici une matrice 1 X 1. Supposons a < b, ¢ > d. La fonction ¢
est donc monotone décroissante donc Vy, ¢'(y) < 0. D’aprés la remarque |2.4.14

d
/ flz)de = — f(z)dx
c le,d]

ce qui est cohérent avec le fait que
b
[ feswdway= [ roowiswiay.

Donc, en dimension 1, on peut faire le changement de variable avec le théoréme ci-dessus
ou directement sur l'intégrale e Riemann.

Exemple 5.2.5. Changement de variables en coordonnées polaires/aire sous la gaussienne.
Soit

¢ : ]0,400[x]0,F[ — RL xRY
(p,0) —  (pcos(0),psin(6)) .

L’application ¢ est un difféormorphisme (on ladmet sans démonstration). Calculons sa
matrice jacobienne

spoy=| o, @

—psin(f) pcos(h)
Nous avons donc | det Jy|(p,0) = |pcos?(0) + psin®(0)| = |p|. Donc, par le théorémem

400 ptoo s o +o0 5 )
/ / e~ @) dady / / e P |p|dfdp
0 0 0 0
+oo
T g
5 /0 pe " dp

= E |:1€_p2:|+oo = T

2 12 o 47
Or
+oo  ptoo +oo +o0
/ / e_(12+y2)dxdy = / e (/ e_yzdy) dx
0 0 0 0
o0 o +o0 R
= / e YVdy ></ e " dx
0 0
+o0 5 2
- ([ )
0
Donc

+o0 2
/ e Vdy= vr . (5.2.1)
0 2
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Exemple 5.2.6. Convolution
Soient f,g : R — R deux fonctions intégrables. Rappelons que la convolée de f et g est
(fxg)(z) = fR f(w)g(x —y)dy. Montrons que cette fonction est bien définie (c’est a dire que

f*g < oo p.p.). Nous avons
|| f@ata = ay

[ [ 1wl <late = pldyda
(Fubini- Tonelli) =l4<AU@HXg@—wmady

[ 151 [ lata = wldaay

L1l ( [ tata = wyac) ay.

Pour y fixé, nous avons par changement de variable en dimension 1 (u=x —y, xt =u+y,
dx = du)

dx

/R (%) (@)]dz

N

+oo

[la@=ulae = [ " lgta—paz
- /+°og<u>|du

= [ lg(u)ldu .
R

Donc

N

/ (% 9)(@)|dx
R

[ 1 ([ 1atwlac) ay
([ 1otwian) x ([ sway) <o

car [ et g sont intégrables. Par la remarque |f*g| est donc finie presque partout, donc
fxg est p.p. finie.
Fizons = et opérons un changement de variable y = x — u dans lintégrale :

+oo

L@ﬂwﬂw—w@ = /) fy)g(z —y)dy

— 00

= [ it

“+o0

= [ e wotan

= | flz—uwg(u)du .
R

Donc

frxg=gxf.

Exemple 5.2.7. Volume de la boule unité
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On note B = {(x,y) € R? : 22 + y* < 1} la boule unité de R?. Calculons

AQANB) = /]R2 15(z,y)A @ A(dz, dy)

(Fubini-Tonelli) = /(/ 1x2+y2<1dy> dx
R \JR
V1—z2
R —V1—z?

+1
= / 2vV'1 — x22dx

1

INE

(changement de variable v = sinu) = / 2 cos(u) cos(u)du

SE] m\ﬂ

= / cos(2u) + 1du

Sln
= + 7
P
-2

= .

MH

Exemple 5.2.8. Calculons I = f[o o[ [0,--00

u=x+vy x =43
v=x—y ’ y= 5"

Le difféomorphisme est ¢ : (u,v) € {(u,v) € R* : u > 0,]v] < u} — (42, %52 €
[0, +00[X[0, +00[. Sa matrice jacobienne est

e*(w+y)2*(f‘*y)2dxdy, Changement de va-
riables

=
=

Jy =

NO[—=
=

Donc

/ e~ eV }dudv
(u,v)ERZ2:u>0,|v|<u

2

/ e (/ e”2dv> du .
u€[0,+00] 2 —u

Posons F(u) = ffu e Vdv =2 fou e dv (par symétrie). Nous avons F'(u) = 2¢="*. Donc

(Fubini-Tonelli)

+001 ,
I = /0 T F ) F(u)du

1 1T
- [z,
= % (/_;OO e_”2dv)2
(par Uégalité[5.2.1) = g .

5.3 Exercices

5.3.1 Enoncés
1) (a) Montrer que pour tout y > 0 :

+o0 1
/o T yaran™
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(b) Montrer que :

/om (/om <1+y><11+y>d) W=7

(¢) Montrer que pour tout > 0,z # 1 :

/+°° 1 J _ 2log(x)
o Trpi+ay)” T @1

(d) En déduire que :

oo log o
0 4
2) On rappelle que : f0+°° e dy = F. En utilisant le changement de variable v = x + ¥,

v =x — vy, calculer :

/ e—(x+y)26—(x—y)2d$dy .
RxR

5.3.2 Corrigés
(1) (a)

/+°01d$ _ 1[1
o (A+y)A+a22y) " (A+y [V

/+°° /+°° 1 0
—————dxdy = / ——dy
o Jo (1+yQA+az%y) 2/y(1+y)
_ / T 1
- 2T a2
= mlarctan(u )]
_
2
olt 'on a fait un changement de variable en u = |/y, du = fdy

(¢) Pour tout = > 0,z # 1, on a par décomposition en éléments simples :

Foo 1 1 oo g z?
—2 dy = 2 - 2 dy
0 (I+y)(1+ 22y) 1—22 J, 14+y 1+22y

1
= —sllog(l+y) —log(1 + 2*y)lf™

1 1+y
= 1 +oo
1—x2[0g<1+x2y)]0
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(d) Par Fubini-Tonelli et puisque f0+°° (Hy)(leQy) dy = Qi(z)g,(f) pour p.t. x € [0, 400 :
—+oo —+oo 1 —+oo —+oo 1
/0 /0 (1+y)(1+2%) o Jo (A+yd+ay)

2 +oo

™ / 2log(x) I

2 0 .T/'2 -1
2 +oo 1

o[l

4 0 I2 — 1

(2) Changement de variable :
— _ ut
{ u=z+y { r =4
v=x—y y =57

$:R*> — R?

(uv) s u+v u—7v
’ 2 7 2

est bijective. On calcule le jacobien (c’est & dire que 'on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de ¢ en u et v) :

swn=| 15 |

L’application :

On fait le changement de variable dans 'intégrale et on utilise Fubini-Tonelli :

/ e @)’ (0 u gy — / e e | det(J (u, v)|dudv
RxR RxR

1
= / e e Z dudv
RxR 2

= / e 1\/Edu
R 2

™
2 .



Chapitre 6

Fondements de la théorie des
probabilités

6.1 Définitions générales

Définition 6.1.1. On appelle espace probabilisé un espace mesuré (Q, A, P) ot la mesure P
est telle que P(Q) = 1. On dit alors que PP est une mesure de probabilité (et c’est pour cela
qu’on la note P). Les éléments de A sont appelés événements.

Définition 6.1.2. On appelle variable aléatoire toute application mesurable X d’un espace
probabilisé (Q, A, P) dans un espace mesurable (E,E). On dit alors que X est a4 valeurs dans
E.

On notera v.a. pour < variable aléatoire >et v.a.r. pour < variable aléatoire réelle > (va-
riable aléatoire a valeurs dans R).

Dans toute la suite du chapitre, si on ne précise rien, (€2, A, P) sera un espace probabilisé.

Exemple 6.1.3. Soit Q@ ={1,2,...,6} x{1,2,...,6} muni de la tribu P(Q) et de la mesure
P telle que P((i,5)) = 35, V(i,j) € Q. La mesure P est une mesure de probabilité car
card(QY) = 36. L’ensemble Q) est l’ensemble des combinaisons que l'on peut obtenir en jetant
un dé deux fois (< ensemble de tous les possibles »). La quantité P(3,2) = 1/36 est la
probabilité d’obtenir 3 puis 2. C’est du moins une modélisation raisonnable de ce qui se
passe quand on jette un dé deux fois. Nous pouvons calculer diverses quantités en utilisant

la propriété@ de la définition d’une mesure (déf. :
— P({(1,1),(2,2)}) = 2/36 = 1/18 est la probabilité d’avoir (1 puis 1) ou (2 puis 2)
— P({(1,1),(1,2),...,(1,6)}) = 6 x 1/36 = 1/6 est la probabilité d’avoir 1 au premier
tirage .
Introduisons deux variables aléatoires

X:(4,))e—ieR,Y:(i,j)eQ—i+jeR.

La variable X est le résultat du premier tirage et Y est la somme des deux tirages. Remar-
quons ausst une variable aléatoire triviale

Z:(i,j) €U (4,5) € Q.

Définition 6.1.4. Soit X : Q — (E, £) une variable aléatoire. On appelle loi de X la mesure
Px sur (E,&) définie par

Py(A) = P{weQ:X(w) e A})
= P(X(A)).

(On rappelle que, par définition, {w € Q : X(w) € A} = X~Y(A).) On notera Px(A) =
P(X € A). C’est un abus de notation trés courant.

Remarque 6.1.5. La mesure Px est la mesure image de P par X (cf. prop. .
La mesure Px est une mesure de probabilité.

41
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Exemple 6.1.6. Reprenons l’exemple précédent. Nous pouvons décrire complétement la loi
de Y (toujours a l'aide de la propriété@ de la déﬁm'tz'on :

Py({1}) = P

Il
~
b<
Il

(( J)=(1,1))=1/36
P({(1,2),(2,1)}) = 2/36
P({( > )7(272)’(371)}) :3/36

=1)=
)
)
)

=~
>~<

P N NN
—

w
-
S— Nt
Il
=~
~
Il
=~ W N

(
(
(

|
~
~
I

Définition 6.1.7. Soit X une v.a. a valeurs dans R. On appelle fonction de répartition de
X la fonction de répartition associée a la mesure Px (cf. déf. , c’est a dire la fonction

F : R — R,
t = Fx(t)=Px(]—o00,t]) =P(X <%
Le théoréme suivant est une conséquence de la proposition 2.5.2
Théoréme 6.1.8. Soit X une v.a.r.. Alors
(i) Fx est croissante
(111) Fx est cadlag et imy_y, 1<t, Fx (t) = P(X < to)
Fx est continue en ty si, et seulement si, P(X =tg) = 0.

Définition 6.1.9. Soit X una v.a. d valeurs dans RY. On dit que X a un densité fx : R* —

RT si V¢ mesurable R* — R,
X)) = [ o) fx(e)ds

P(X € B) = y fx(@)1p(x)dx .

Ceci implique en particulier

La densité de X est la densité de Px (cf. les déf. de la densité d’une mesure).

Remarque 6.1.10. Si X est une v.a.r. avec une densité fx alors

t)= /_:O fx (u)du

La densité d’un variable aléatoire détermine complétement sa loi.
Par définition, une densité fx (dune v.a. X & valeurs dans R?) est toujours positive et

vérifie [pa fx(z)dz = 1.

Exemple 6.1.11. Soit X une v.a.r. avec la densité fx :x € R— e F1l,5¢.

FIGURE 6.1 — Dessin de fx.
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Calculons

67$11201m>1daz

+oo
e “dx

e

I |
ST S~ %\»

1

Calculons la fonction de répartition de X. Sit <0,

IP)(X < t) = /e_zlmgolxgtdﬁ =0.
R
Sit>0,
]P(X gt) = /6_x1I>011<td.’E

R
t

= / e *dx
0

= l—et.

FIGURE 6.2 — Dessin de F'x.

Exemple 6.1.12. Soit X v.a.r. de densité x +— 1jg 1y(x).

e
Ny

FIGURE 6.3 — Dessin de la densité de X.

Sit<0,P(X <t)= fR 100, (ﬁ)l[g,l] (z)dz = 0.
Sit>1, P(X <t)= fR 1o, (.7;)1[0,1] (x)dx = f]R 10,1] (x)dx = 1.
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Site[0,1], P(X <t) = [ 1o (@)l (2)dz = [, 1dz = t.

FIGURE 6.4 — Dessin de la fonction de répartition de X.

Exemple 6.1.13. Soit X v.a.r. de densité x — 11—y 1)(z)V1 — 302%.

A

FIGURE 6.5 — Dessin de la densité de X.

Sit<—1,P(X <t)=0.Site[-1,1],

—+oo
I[D(th) = / 1] oot 1[ 11] \/17%2 dx
= / \/17172 dx

1
[ (:r 1 — 22 + arcsin(x )
T

_|_

l\:)\»—l'—'

3=

(t 1 — 2 + arcsin(t ))

car sur [—1,1], arcsin’(z) = \/11_? et arcsin(—1) = —

NIE
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il
2

FIGURE 6.6 — Dessin de arcsin. C’est une fonction impaire.

FIGURE 6.7 — Dessin de la fonction de répartition de X.

6.2 Espérance d’une v.a.

Définition 6.2.1. Soit X v.a.r. On note
E(X):/X(w)IP’(dw)
Q

qui est bien définie dans les cas suivants (cf. déf. 2.4.11
— X >0 (et dans ce cas E(X) € [0, +])

— X de signe quelconque et [, | X (w)[P(dw) < oo .
On dit que X est intégrable si E(]X|) < oo.

Remarque 6.2.2. L’espérance est une intégrale. Réécrivons les propriétés de lintégrale
avec le symbole E.

(i) Linéarité : si X et'Y sont deuz v.a.r. et a,b € R, E(aX 4+ bY) = aE(X) + bE(Y) (cf.
th.[2.4.13).

(ii) Croissance : si X et'Y sont deuz v.a.r. telles que X <Y (c’est a dire Vw € Q, X(w) <
Y (w) alors E(X) < E(Y) (cf. th.[2.4.13).

(1ii) Variable aléatoire constante : si X v.a.r. et a € R tels que X (w) = a,Vw, alors E(X) =
a (cf. déf.[2.3.6).

(iv) Si X etY v.a.r. telle que X =Y p.p. alors E(X) =E(Y) (cf. prop.[3.05).

(v) Si X wvariable aléatoire o valeurs dans [0,400] telle que E(X) < oo alors X est finie

p.s. (cf. rem. .

Proposition 6.2.3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E). Soit f mesurable
E — [0,400]. La fonction f(X):w € Q— f(X(w)) € [0,+00] est une variable aléatoire.
Nous avons

E(f(X)) = /E F(@)Px (dx) .
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Si E=R? et X a une densité g alors
BUX0) = [ T@)ds

Définition 6.2.4. Si X est une v.a.r. telle que X? est intégrable alors la variance de X est
la quantité

Var(X) = E(X?) - E(X)? .
Lemme 6.2.5. Var(X) = E((X — E(X))?)

Démonstration. Nous allons utiliser les propriétés (i) et (iii) de la remarque

E((X — E(X))?) E(X? +E(X)? - 2XE(X))
= E(X?) +E(E(X?)) - 2E(XE(X))
= E(X?) +E(X)?-2E(X)?
= E(X?) -E(X)?

Exemple 6.2.6. Soit X une variable aléatoire réelle de densité g et B € B(R).

P(X € B) E(15(X))

= /IB(x)g(x)dx.
R

Exemple 6.2.7. Soit X v.a.r. de densité x — e"*1,>0,

E(X) = /xe‘zll>odx
R
+oo
= / ze Ydx

0

+oo
(intégration par parties) = [—we_l']sroo—&—/ e Tdx

0

0+ [—e “g>=1.

Exemple 6.2.8. Soit X v.a. a valeurs dans {0,...,n} (n un entier fizé) avec VO < k < n,
P(X = k) = Ckpk(1 —p)"=* (p €[0,1] fizé). Alors

E(X) = Zn: KP(X = k)

= > kCHpF1—p)nE

" n(n —1)! e
- Z(k Din—1= gt 1P

(changement d’indice en q=k—1) = n Y CI_ ptHt(1—p)yn-t-1
q=0
= mpp+1-p)" T =np.
Rappel sur le binome de Newton : (a+b)™ = > Clha'b" "

Exemple 6.2.9. Soit X v.a. d valeurs dans N avec Vk € N, P(X = k) = A"
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fizé). Alors

1T 1 vk, —X
kX\~e
EX) = >

k!
k=0
+oo

1

—1)!
£ (k—1)!

“+o0 1 =X
Nitle
7:A

(changement d’indice en ¢ =k — 1) '
q!

q=0
Proposition 6.2.10. La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans R est uniquement
déterminée par le calcul de E(¢(X)) pour toute fonction ¢ : R* — R continue positive
bornée. Autrement dit :
Soit X wariable aléatoire a valeurs dans R%. S’il existe g : RY — R telle que V¢ : R — R
continue positive bornée,
B(o(X) = [ ola)g(w)ds
R L
alors g est la densité de X .

Notation 6.2.11. On note C; (R?) l'ensemble des fonctions continues positives bornées
R — RT.

a2
e\/ZTr/Q' Soient (a,b) € R* x R. Calculons la

loi de aX +b. Soit f: R — R continue et bornée (on dit que f est une < fonction test > ).

Par la proposition|6.2.5, nous avons
+oo 6—12/2
/ flax +b) dx

oo V2T

+oo —(22)°3
(changement de variable y = ax +b) = /_OO f(y)e\/ﬁixady

Exemple 6.2.12. Soit X v.a.r. de densité x

E(f(aX + D))

eXP(_%(y;b)2> .

Donc, par la proposition |6.2.10, la variable aX 4+ b a une loi de densité y — TV

Exemple 6.2.13. Soit (X,Y) v.a. d valeurs dans R? de densité (x,y) — +1,24,241. Cal-
culons la loi de X +Y. Soit f : R? — R* continue. Soit F : (z,y) € R? — f(x +y) € RT.
Alors, par la proposition

E(f(X+Y)) = E(F(X,Y))

F(x,y) !

R2 ™

1oy 2cidady .
Opérons un changement de variable
u = x+y r o=
v o= x—y ) y = u;v

Difféomorphisme ¢ : (z,y) € R? — (z +y,z —y) € R?. Matrice jacobienne :

de déterminant —1/2. Donc

E(f(X +Y))

1 -1
/]R? f(u);]'“z;lﬂg] 2‘dudv

(Fubini-Tonelli) = % </ 1u2+vz<2dv) du
R <7 R

_ / ON I
R T

Donc X +Y a pour densité u — 1v/2 —u?1), <.
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6.3 Inégalités

Théoréme 6.3.1. Inégalité de Jensen

Soit ¢ : R — R mesurable conveze. Soit X v.a.r. intégrable telle que ¢(X) est intégrable.
Alors

P(E(X)) < E(o(X)) -

Pour la démonstration de ce théoreme, voir ’exercice [4] du chapitre [4] Pour une figure
expliquant ce qui se passe, voir la figure ci-dessous (tirée de wikipédial')).

Y A

Y=0(X)

1
[
1
i
1
1
]
!
1
1
i
1
v
kY
\
\

E{y}{ °
Y(E{X}) 4+—<

Exy X

FI1GURE 6.8 — Illustration de 'inégalité de Jensen. La ligne pointillée sur ’axe des abscisses
représente la densité de X. La ligne pointillée sur ’axe des ordonnées représente la densité

de Y. On remarque que la fonction convexe ¢ < étale »plus la distribution dans le domaine
des grandes valeurs.

Théoréme 6.3.2. Inégalité de Bienaymé-Tchebichev
Soit X v.a.r. positive, intégrable. Soit A > 0. Alors

MX}MQ%MX)

Corollaire 6.3.3. Soit X v.a.r. telle que X2 est intégrable. Alors
Var(X)
P(X - E(X)| > ) < LX)
Démonstration du théoréme G324 Pour tout w, X (w) > Al x(,)>x donc, par la propriété
de croissance (cf. rem. (iii)),
E(X) = E(Mxz»)
AP(X > \) .

Démonstration du corollaire [6.3.3.

P(X —EX)| = A)
(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev)

P((X —E(X))* > \%)

< BEX-E(X)?) .

1. https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen’s_inequality
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Théoréme 6.3.4. Inégalité de Markov
Si X v.a.r. avec X? intégrable et si A > 0 alors

P(X| > ) < 25
Démonstration.
P(X|>)) = P(X2%>\?)
(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) < E()‘\)gz)

6.4 Lois classiques

6.4.1 Lois discretes

a) Loi uniforme. Soit E ensemble fini de cardinal n, X est une variable uniforme sur E si
Ve e E,P(X =1) = L.

b) Loi de Bernoulli de parametre p (€ [0, 1]) , notée B(p) : X a valeurs dans {0, 1} telle que
PX=1)=p,P(X=0)=1—-p.

¢) Loi bindmiale de parametres n,p (n € N*, p € [0,1]), notée B(n,p) : X a valeurs dans
{0,...,n} telle que Vk € {0,...,n}, P(X = k) = Ckpk(1 — p)n~*.

d) Loi géométrique de parametre p (€ [0,1]), notée G(p) : X & valeurs dans N* telle que
VkeN,P(X =k) = (1—p)r1p

e) Loi de Poisson de parametre A (> 0), notée P(A) : X & valeurs dans N telle que Vk € N,
P(X = k) = 3re.

6.4.2 Lois continues

a) Loi uniforme sur [a,b] (a < b), notée U([a,b]) : de densité z — 21, ().

b) Loi exponentielle de parametre A (A > 0), notée £(A) : de densité z — e **1g+ ().

c¢) Loi gaussienne (ou normale) de moyenne m (€ R) et de variance o? (€ RT), notée

N(m,o?) : de densité z — \/2;7 exp (— (“"2‘;?)2)

6.5 Fonctions caractéristiques
Définition 6.5.1. Soit X v.a.r, la fonction caractéristique de X est

by C —» C
z = [p e Px(dz) = E(e*X) .

Remarque 6.5.2. Pour une fonction f : Q@ — C avec (2, A, 1) un espace mesuré quel-
conque, on note

[ emtin) = [ Ret@ntin) +i | mn(pantds)

Q

et donc dans la définition précédente
B (z) = / Re(¢*)P (dz) + i / Im(e*= Py (dz) .
R R

Lemme 6.5.3. Soit X de loi N'(m,o0?). Alors ®x(2) = exp (izm - %)
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Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas m = 0,0 = 1,z € R. Nous
avons

Ox(z) = —e*w *2gize gy

|
’;U
(D
®
i~<
\
[\')
§
]
Y
g
+
.
—
w
=4
[y}
|
8
~
[\v]
mﬁ
N
8
S~—
Y
g

1
= —=*/2 /2 cos(xz)dx + z/ e /2 sin(xz)dx
R

= e /2 cos(zz)dr + 0

car I'intégrale d’une fonction impaire sur R est nulle.

Pour tout z, %6_3:2/2 cos(mz)‘ < \/%76_3”2/2 qui est intégrable sur R. Pour tout = € R,
Z \/127 —2%/2 cog(22) est dérivable, de dérivée z — ﬁe_”“'zm(—x sin(xz)). Pour tous z, z,

os(x
\/% e~ /2(—zsin(z ))‘ \/%671 /2|z| qui est intégrable sur R. En effet, par symétrie,

1 2 /+°° L 2
——e rldr = 2 ——e " pdx
/]R V2T I | 0 V2T
+oo
- ]
27T 0
1

N
Donc par théoréme de dérivation globale (cf. cor. 4.3.6)

1 2
' (2) = /—e_”” 12(—xsin(xz))dz
) = [ e A asingao)
_22/9 . +oo +oo _22/9
= [e =/ \/27rsm(xz)] —/ e /2\/2mz cos(xz)dx

= 0—2Px(z2).

—0oQ

Nous avons donc I’équation

D’ou
52
log(®x(2)) —log(®x(0)) = ==
Dy (z) =Dy (0)e /2.
Remarquons que ®x (0) = E(1) = 1. Nous avons donc ®x (z) = e~ /2. O

Théoréme 6.5.4. La fonction caractéristique d’une v.a.r. caractérise entierement la loi de
cette variable. C’est a dire que si X et Y des v.a.r. ont méme fonction caractéristique alors
X etY ont méme loi.

6.6 Fonctions génératrices

Définition 6.6.1. Soit X une v.a. a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X
la fonction
gx : [0,1] — R
+ n
r o= E@¥)=Y"2PX =n)r

Proposition 6.6.2. Si X est une v.a. & valeurs dans N, la fonction génératrice caractérise
la loi de X.
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Exemple 6.6.3. Soit X ~ P(\) (ce qui veut dire que X est de loi P(X)). Calculons

+0oo n,—A
aAe

gx(u) = ZU T
n=0
A=A = g A1)

6.7 Exercices

6.7.1 Enoncés

1) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité 1,59 e™**, A > 0 fixé (loi exponentielle
de parametre \). Calculer E(X) et Var(X). Calculer la densité de la loi de 2X. Calculer
E(2X), Var(2X).

1 _ (w=m)?

2) Soit X variable aléatoire réelle de loi de densité Tame 7 ,omeR fixés (loi

22
2

N(m,c?)). Soit U variable aléatoire réelle de loi de densité \/#276

(a) Montrer que oU + m a méme loi que X.

(b) Calculer E(X) et Var(X).

(c) Calculer la densité de la loi de Y = aX + b pour a et b réels.
(d) Calculer E(Y) et Var(Y).

3) Soit X variable aléatoire & valeurs dans N telle que Vk > 0,P(X = k) = ek,j!_ ’
fixé). Calculer E(X). Pour u > 0, calculer E(e~4X).
Rappel : Vt € R, S27%0 £ — ¢t

n=0 n!

4) Soit (X,Y) variable aléatoire & valeurs dans R? de loi de densité

0 >0

3
(z,y) = Jexp (=|e +2y| — |z —y]) .
Calculer la densité de la loi de (X 4+2Y, X —Y) puis les densités des lois de X et Y. (On
pourra utiliser un changement de variable approprié.)

5) Soit Y variable aléatoire réelle de densité . Montrer que 1/Y a méme loi que Y.

1
m(1+x2)
6) Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi ([0;1]) (uniforme
sur [0;1]).
(a) Calculer P(inf(U, V) > t). (On rappelle que Vz,y € R, inf(z,y) est le plus petit des
deux réels z, y.)

(b) Calculer la fonction de répartition de inf(U, V).

7) M. Dupond attend son bus en moyenne 10 min. tous les matins. Donner une majoration
de la probabilité que M. Dupond attende son bus plus de 20 min.

1

8) Soit (X,Y) variable aléatoire a valeurs dans R? densité Fm Calculer la loi de

X.

9) Soit (X,Y) variable aléatoire a valeurs dans R? de densité %e‘ﬁ/zeﬂﬁ/z. Calculer la
loi de X/Y . Cette variable est-elle intégrable ?

10) Soit X de loi A(0,1) (loi normale centrée réduite).

eu,X71

X

(a) Soit u € R. Montrer que la variable ‘ ’ est d’espérance finie.

X 1

(b) Soit M > 0 quelconque. Montrer que la dérivée de u — E ( < ) pour |u] < M est

2
X\ —22/2
u — E(e*X) = fRe“”m

Cir telle que M|x| — 22/2 < Cyr — 2%/4 (Vo € R). On laissera dans un premier
temps la dérivée sous forme intégrale.

. Indication : on admettra l'existence d’une constante

(¢) Calculer pour aboutir & une expression de la dérivée sans espérance ni intégrale.

(d) Calculer la dérivée de u +— E (e“")‘{1> pour tout wu.
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11) Soit 6 > 0 et Y de loi N(0,1).

22
(a) Montrer que P(Y > §) f oo 1 6‘1 —e~ 2 )dx. En déduire une intégration par
2
parties de cette intégrale qui donne que P(Y > 0) = %ﬁe’% — (intégrale positive).
En déduire que
11 52
P(Y >9) < < ez

(b) On remarque que

p(y>5)—/+oo te),
b Y Y V2m v

Déduire de la question précédente que

PY >4) > (5/;_00 F(y)dy

avec

M

= [T
= X .
v " V2T

(c) Intégrer par parties |, ;_OO 1x F(y)dy (en intégrant le 1 et dérivant le F') pour trouver

e e
1% F(y)dy = —6 / <
/6 \/ 2m
(d) En déduire que

82
2

PY > 6) > 0’

(0+3)
) Soient U, V' des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]
(a) Calculer la densité de U + V.

(b) Calculer P(|U — V| <

1/10). (Le résultat est une fraction.) On pourra utiliser que
pour tout événement A, P(A) = E(14).

) Soit X variable aléatoire réelle de densité \/(2/m)e=*" /21 £>0-
(a) Soit ¢ : u €] — 1, 4+00[— d(u) = E(e *¥). Ecrire ¢(u) sous forme d’une intégrale
sur R et montrer que ¢ est continue

(b) Donner la limite de ¢(n) quand n entier positif tend vers I'infini
(c) Donner la densité de la variable aléatoire Y = e~X.

6.7.2 Corrigés

(1) On fait des intégrations par parties :

/ )\mef)‘xl;godx
R
+o0
= / Aze Mdx
0

400
= [~xe )¢ —l—/ e Mdy
0

1
0+ [_Xe—/\m]goo _

—_

A
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(2)

Var(X E(X?) - E(X)?

+oo
/ 22 e Mdx —
0

—\x
0+ {—291;6 }
>\ 0

Soit f : R — RT continue bornée.

E(f(2X))

(changement de variable t = 2x)

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de 2X

Calculons : F(2X) = 2E(X) =

E(2X)? = 4E(X?) — 4(E(X))? = 4Var(X) = 15
(a) Soit f: R — R* continue bornée.

E(f(cU +m))

(changement de variable t = ox + m)

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de
de X donc oU + m et X ont méme loi

—+oo
[—a2e | + / 2xe”
0

2 (par linéarité de espérance) et Var(2X) =

93
1
A2
1
Az
dr — p
+oo —\x
e 1
2 dr — —
+ /0 TR
1 1
2T
+oo
/ f(22) 1,50 e Mdx
+o0 1
/ f(t)lt/220>\67)\t/2§dt .
est T — 1t>0%67/\t/2.
E((2X)?)—

(par linéarité de l’espérance).

+oo 1
= / flox +m) “rdr
o 2T
Foo 1 (t—m)?
= t e 2 dt
/_oo 4 >\/ 2mo?

oU +m est la méme que celle de la loi

(b) E(X) =E(cU +m) = oE(U) +m = m (car E(U) = 0 car intégrale de fonction

impaire) et

Var(X) = Var(oU +m) =E((cU +m)?) — E(cU +m)?
= EU?) +m?+ 2moE(U) —m? = o*E(U?)
2 [T 1
= g - 2 dl‘
|
1 2] too 1
= o [ o 2]00 +o? i —%effdx
= 0+0?
(c) Soit f: R — R continue bornée.
E(f(Y)) = E(f(aX +10))
/+oo flat +b) e T
— a —e 252
—co V2mo?

(changement de variable x = at + b)

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de Y est = +—
)+b=am+bet

(d) E(Y)=E(aX +b) = aE(X

Var(Y)

Var(aX +b) =

=E((aX +b)?)
a®B(X?) + b* + 2abE(X) — a®E(X)? — b* — 2abE(X)
a’E(X?) — a’B(X)? = a®Var(X) = a*0? .

oo 1 _(ambom? J
[ o
1 _ (z—b-—m)?
\/27ra2026 2o
—E(aX +b)?
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(somme de série exponentielle) = 6

—uX _ —uk €
E(e™) = Ze o

(somme de série exponentielle) = exp(e “6))e™?

(4) Soit f:R? — RT continue bornée.
3
E(f(X+2Y, X -Y)) = fla+2y,2 —y) exp(=|z +2y| - | — y[) dedy
R2

On fait un changement de variable en :
— — ut2

{ u=u1x+2y { r = "5

V=T -y y =57

$:R? — R?

(wv) u+2v u—v
’ 3 7 3

est bijective. On calcule le jacobien (c’est & dire que 'on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de ¢ en u et v) :

I(u,v) = { %g —11/?3 ]

L’application :

On fait le changement de variable dans 'intégrale :

E(f(X+2Y,X-Y)) = [ f(u v)W| det(J (u, v))|dudv
]R2
~lul Il
= f(u, 1;)6 46 dudv

R2
Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de (X +2Y, X —Y) est (u,v) — %
Soit f : R — R continue bornée.
X )) =
/ £(2) exp (~|a + 29| ~ [ — y]) dedy =

(Fubini- Tonelh)

2 s (/exp<—|x+2y|—x—y>dy) dx
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On veut calculer 1 (x) := [, exp (—|z + 2y| — |z — y|) dy. Commengons par montrer que
c’est une fonction palre On fait un changement de variable en t = —y dans 'intégrale
suivante :

+oo

v-a) = [ en(-l-arul-|-o-yhdy
—00
—00
_ / exp (=] — 2 — 2| — | -z +¢]) (—1)dt
+o0

+oo
- / exp (= |z + 26] — | — ) dt = () .

— o0

On se contente donc de calculer v (z) pour z > 0 :

—x/2
W) = / 5420 = (e=0) gy

T +oo
n / e~ @420~ @0 gy / e~ (@420 a=9) gy
—x/2 x
—3z/2 -3z
_ € . +e—3x/2_e—3x+63
46—336/2 2 s
= ——e
3 3
Donc par parité, ¢(x) = 46721‘/2 — %e_3|“”‘ Va € R. Donc :

E(f(X)) = jéﬂm(%ifmgewg.

Cela est vrai Vf donc la densité de la loi de X est z — e~31%1/2 — %W

Des calculs analogues conduisent a la densité suivante pour Y : y — %6_3“/‘ (14 3lyl).
(5) Soit f: R — RT continue bornée.

+oo 1
/ (1/x)md$

E(f(1/Y))

+oo
/ f l/x )da:+/0 f(l/m)ﬁdm

changement de variable en u = 1/x)

— [0 ()

(changement de variable en v = 1/x)

LT >ﬁ (‘1) w
1

/ f(u )du+/+<>0 f(v)mdv

1
- [mfwﬁu+wﬂ“

(Remarque : on est obligé de découper l'intégrale en deux morceaux pour faire des
changements de variables bien définis.) On a donc que u m est la densité de

1/Y.

(6) (a) Sit<0,P(inf(U,V)>1)=1.Sit>1 P@inf(U,V)>1)=0.%0<t<1
Pinf(U, V) >t) = PU>tV >t
Uz tP(V >t)

(indépendance) = P(



56 CHAPITRE 6. FONDEMENTS DE LA THEORIE DES PROBABILITES

(b)
P@inf(U,V)<t)s =1—(1—1t)? site[0;1]
=1 sit>0.

SIS

(7) On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev : P(X > 20) < 5-E(X) =
(8) Soit f € C;f (R), on calcule :

BUX) = [ 160 e

. . oo 1 [t 1
par Fubini-Tonelli = / f(z) <7r2 / 1_~_(1_’_£52)2y2dy> dz .

— 00 — 00

Donc la densité de X est la fonction de x suivante :

1 [t 1 1 1 N R
w2 ) o 1+(1+x2)2y2dy T 2|11 a2 arctan((1 +27)y) _
1
 oml4a?’
(9) Soit f € G (R), on calcule :
E(f(X/Y)) / fu/v e 2 2 dudy

On fait un changement de variable en s = u/v,t = v, u = st,v = t. La matrice jacobienne
est :

o= 2]

de déterminant t. On a donc :

BUKY) = [ gl e s

+oo 1 +o0
par Fubini-Tonelli = / f(s) (271_/ e (s0)*/2t /2|t|dt>

— 00

Donc la densité de X/Y est la fonction de s suivante (par parité) :

400 +o0
21 e (s)?/2 —t2/2|t‘dt — l/ e (51)2/2—t%/24 0y
T ™ Jo
R |
( changement de variable z = mxt) = —/ e~ /2, dz
™ Jo 1+ 2
+oo
= l [622/2 1 2]
m 1+s],
11
oml4s2
On calcule :
By = [ Ik
= s
oo w1+ s2
(parité) /+°° 2 1
arité) = s————ds
P 0 ml+s2
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car % qui n’est pas intégrable en +oo. Donc X/Y n’est pas intégrable.
o0

_Ss _
1+s? 9—:\-;-
euX(w) 1

(10) (a) Pour tout w, @)

‘Su.DoncE(

uX _
C 1‘) < E(u) = u.

(b) — Pour tout u, E (6“2—1) existe par la question précédente.
— Pour tout w, u — % est dérivable et de dérivée "X (),

— Pour tout |u| < M, |e"X| < eMIXI. Et

MIX] Ml €2
E(e ) = /e Y——dzx
R V2T
< / exp(Cyr — 22 /4)
h R v 2T

dr < 0o .

Donc, par théoreme de dérivation globale, la fonction considérée est dérivable sur
] = M, M| et de dérivée u > E(e®X).

E(e"X) = /e"”’ e/ dx
R V2w
_ /ew(gum2+§wx
R V2r
— w2
(d) L’expression de la dérivée est valable sur | — M; M| pour tout M donc elle est

valable sur tout R.

22

22
(11) (a) On a %(*677) = ze~ = . On fait une intégration par parties :

PY >¢) = — ——(—e"7)dzx

1 2] 1 /*mlfd
—e - —F —€ T
x 5 V4 2 5 .’L'Q

<

(b) Par la question précédente :

o 167%
P(Y >6) = /6 Yy v Vor dy
< [ uxpr >y
5
“+o0

= 55 F(y)dy
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(d) Do
6_%
P(Y >6) > —6*P(Y >4) H\/ﬁ

1) e_g

(12) (a) La densité de U + V est la convolée des densités de U et V, c’est donc la fonction
de t suivante

1
/ 1[0,1] (U)l[oJ] (t — u)du = / 1[071] (t — u)du
R 0
inf(¢,1)
= 1[0)2] (t)/ 1du

up(t—1,0)
= 1z (t)(inf (¢, 1) — sup(t — 1,0)) .

(b)
]P(|U - V| < 1/10) = / l‘u_l,‘@dudv
[0,1]2
1 pinf(v+1/10,1)
(Fubini-Tonelli) = / / 1ldudv
0 Jsup(v—1/10,0)

inf(v+1/10,1) — sup(v — 1/10, 0)dv

/
1/10 9/10 1
= / U+1/10dv+/ 2/10dv+/ 1—v+41/10dv
0 1/10 9/10
1 511/10 8 1 511
= = 1/1 11/10 —
2[(“+ /10) ]0 00 T2 [ (11/10 ”)L/m
o
100

(13) (a) Ona ¢(u) = [;F e \/(2/m)e " 2dz.

Pour tout u > —17 T e (2/7r)e’””2/2 est mesurable (car continue).
Pour tout u > —1, pour tout z > 0, [e=%/(2/m)e~*"/2| < *\/(2/m)e " /2| qui
est intégrable sur [0, +oo].
Pour tout z > 0, u — e™** (2/7r)e*12/2 est continue.
Donc par théoreme de continuité sous 'intégrale, ¢ est continue.

(b) On a pour tous n > 0 et x > 0, |[e” ™" (2/7r)e*9”2/2\ < (2/77)6*‘”2/2 qui est
intégrable sur [0, +oo[. Pour tout > 0 (donc pour presque tout z de [0, +o0[),

e\ /(2/m)e /2 e 0. Donc par théoreme de convergence domineée,

p(n) — 0.

n—-+o00o
(¢) Pour toute fonction h : R — R continue bornée, on a :

E(h(Y)) = E(h(e™))
= [T e Ve
0

0 —log(t)?/2
(changement de variable e™* =1t) = / h(t)\/ (2 /7r ; ——dt .
. _

1og<t> /2

Donc la densité de Y est t = 1;¢p0,111/(2/m) <



Chapitre 7

Variables indépendantes

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (2, A, P).

7.1 Définitions générales

7.1.1 Evénements et variables indépendantes
Définition 7.1.1. On dit que A;, As,--- € A sont indépendants si Vji,...,j, (indices
distincts) :
P(Aj, N---NA;) =P(A5) x - xP(4;,) .
On notera A1 1L Ay 1L ....

On dit que deuzx événements Ay, As sont indépendants si P(A; N Ag) = P(A;) x P(Az).
On notera A1 I As.

Remarque 7.1.2. Pour que les événements ci-dessus soient indépendants, il ne suffit pas
qu’ils soient deux a deux indépendants (c’est a dire P(A; N A;) = P(A;)P(A;),Vi#j).

Lemme 7.1.3. A, As,--- € A sont indépendants alors AS, AS,... sont indépendants.

Démonstration. Nous ne faison la démonstration que pour deux événements A, As. Nous
avons (en utilisant les propriétés des mesures)

P(ATNA3) = P((A1UA)°)
1-P(A; U Ay)
= 1-P((4;\A2) U (A2\A1) U (A1 N A))
= 1-—P(A4;\A2) —P(4A2\A;) —P(4; N Ay)

= 1-—(P(41) —P(41 N Ag))

—(P(Ay) —P(A; N Ag)) —P(A1 N Ag)

(car Ay indépendant de A3) = 1—P(A4;)—P(A42) +P(41)P(A2)

— (1= P(A)(1 - P(42)) = P(AS)P(A5)

O
Définition 7.1.4. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires & waleurs (respectivement)
dans des espaces mesurables (E1,&1),...,(E,,&E,). On dit que X4,...,X, sont indépen
-dantes siV(F1,...,F,) € & x ... En,
P{X, e Fi}n---N{X, € F,}) =P{X; € F1}) x--- xP{X,, € F,,}) .
On notera X1 1L ... 1L X,,.

Remarque 7.1.5. Pour que Xi,...,X, soient indépendants, il ne suffit pas qu’ils soient
deux a deur indépendants.

59
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Théoréme 7.1.6. Soient X1, ...,X,, des variables indépendantes comme dans la définition
ci-dessus. Alors Vf1 : By — R mesurable,. .., Vf, : £, — R mesurable :

E(f1(X1) ... fa(Xy)) = E(f1(X1)) X -+ X E(fn (X)) -
Corollaire 7.1.7. Si X,Y sont des v.a.r. indépendantes alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) .
Démonstration.

Var(X +Y) = E(X+Y)?}) — (E(X +Y))?

B(X?+Y?+2XY) - E(X)? - E(Y)? - 2E(X)E(Y)

E(X?) +E(Y?) + 2E(X)E(Y) — E(X)? —E(Y)? — 2E(X)E(Y)
E(X?) +E(Y?) —E(X)? - E(Y)?

= Var(X)+ Var(Y) .

O

Définition 7.1.8. Soit Y wv.a. & valeurs dans un espace mesurable quelconque (E,E). La
tribu engendrée par Y est o(Y) = {YY(A),A € &}. La famille o(Y) est une tribu et
oY) C A

Proposition 7.1.9. Soient X1,...,X,, des variables indépendantes comme dans la défi-
nition . Alors YA, € o(X1),..., A, € o(X,), Ai,..., A, sont indépendants. (En
d’autres termes, des événements relatifs d des variables indépendantes dont indépendants.)

Et, de plus, Vf1 : F1 — R mesurable,..., Vf, : E, — R mesurable, les variables
f1(X1),. .., fu(Xn) sont indépendantes.

7.1.2 Densités de variables indépendantes

Théoréme 7.1.10. Soient X1,...X,, des v.a.r.
(i) SiVi, X; a la densité p; et Xq,...,X, indépendantes alors (X1,...,X,) a la densité
(@1, oyxn) = (@1, ) =p1(x1) X o0 X Dp(Ty) -

(1) Si X1,...,X, sont telles que (X1,...,X,) a une densité de la forme

(X1, yzn) = p(T1, ..y xn) = @ (1) X - X qu(Tn)

alors X1,..., X, sont indépendantes et Vi, X; a une densité p; = C;q; pour une cer-
taine constante C;.

Remarque 7.1.11. Quand on se trouve dans le cas (i) du th. ci-dessus, on détermine les
constantes C; a laide de la propriété : Vi, fRd pi(z)de =1 (cf. rem|6.1.10). Ce qui donne

- 1
N fRd Qz(x)dm '

Exemple 7.1.12. Soit U ~ &£(1) et V. ~ U(]0,1]). Les variables U,V sont supposée
indépendantes. Soient X = /U cos(27V),Y = /Usin(27V). Soit ¢ € CT(R?). Calculons

Ci

E(¢(X,Y)) E(¢(VU cos(2xV), VU sin(2xV)))

/0+°° /01 d(v/u cos(2mv), Vusin(2rv))e “dudv .

Changement de variable :

u = 7 r o= Ju
vz%’@z%‘v
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Difféomorphisme :
F . [0,400[x[0,27] — [0,+00[Xx]0,1]
(r0) = (% 57) -
Matrice jacobienne :
2r 0
0 o= |
Donc
“+o0 27 21
E(¢(X,Y)) = / o(r cos(0),rsin(0))|rle”" —dbdr .
0 0 m

Puis par changement de variables en coordonnées polaires (comme dans l’exemple :
too oo 221
E(p(X,Y)) = / / Oz, y)e”™ 7Y —=dzdy .
0 0 T

Donc la densité de (X,Y) est (z,y) — %eﬂcge’y2 (par , on peut vérifier que c’est
bien une fonction d’intégrale sur R? égale a 1). C’est un produit d’une fonction de x et d’une
fonction de y donc X et'Y sont indépendantes.

7.2 Lemme de Borel-Cantelli

Théoréme 7.2.1. Lemme de Borel-Cantelli

(i) Soient Ay, Ay, ... une famille dénombrable d’événements telle que Zn>1 P(A,) < oco.
Alors
P({w:w € une infinité de A,}) =0 .

Ce qui s’énonce aussi : p.s., seul un nombre fini d’événements A,, est réalisé.

(ii) Sion a Ay, As,... une famille dénombrable d’événements indépendants tels que
> P(A,) =0
n>1
alors

P({w:w € une infinité de A,}) =1 .
Ce qui s’énonce aussi : p.s., une infinité d’événements A,, est réalisée.
)

Démonstration. (i) Le symbole E est une intégrale, nous avons donc, d’apres 'exemple

0. 1.10f:

E Z]-An = ZE(lAn)

n>1 n>1

> P(An) < oo

n>1

donc, par la propriété de la remarque la variable Y = Zn21 14, est finie p.s.
(ii) Calculons

{w:w € infinité de 4,,} = {w:Vng,3k > no,w € Ar}
= {w:VYng,we UAk}

k277,0

- n(ua

no=1 \k=2no



62 CHAPITRE 7. VARIABLES INDEPENDANTES

Soit ng fixé, nous avons par indépendance Vn > ng

Pl () 4% [T P

no<k<n

no<k<n
= JI a-rn)
no<k<n

donc log <IP’ ( N Ai)) = no<ken 108 (1 =P (Ag)). Nous avons

no<k<n
log (1 -P(Ag)) < —P(Ax)

donc la série précédente diverge. Donc

lim Z log (1 —P(A4)) = -

n—-+o0o

no<k<n
donc
li — = i t]1=0.
Jm o JL @)=t P(Of) A =0
no<k<n no<k<n
Pour tout n > no, N A5 C () Aj. Donc par intersection décroissante (cf.
no<k<n+1 no<k<n
prop. [2.2.9)
c _ 3 c —
P () A = lim P N 4| =0.
no<k no<k<n

Et donc par réunion,
Pl M4 <D B(()4)=0.
no=1no<k no=l  mno<k
Donc par passage au complémentaire

Pl UJ4|=1.

no=21no<k

7.3 Somme de deux variables indépendantes

Définition 7.3.1. Convolution de deur mesures
Si et v sont deux mesures sur R, on définit ux v (la convolée de u et v) par la relation
suivante : V¢ € CF (RY),

o2 x v(dz) = / oz + y)u(dz)v(dy) -
Rd R4 JRd

(Cette relation détermine complétement p* v.)
Remarque 7.3.2. Par un changement de variable, on montre que p*v = v * .

Lemme 7.3.3. Sij et v sont deux mesures de probabilité sur R? de densités respectivement

f et g alors p*v est une mesure de probabilité de densité f xg (cf. ex. et pour
la définition de la convolée de deux fonctions).
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Démonstration. Soit ¢ € C;F (RY),
He)urv(dz) = / o + y)u(dz)v(dy)
Rd Rd JRd
- / o(z +y)(2)g(y)dady
Rd JRd

Changement de variable R* x R — RY v = 2 +y,v =y, © = u — v,y = v. Matrice

jacobienne :
1 1
-1 0"

Donc
[ouerta) = [ [ swrtu= gl
bini-Tonelli = — dv | d
(FuiniToneti) = [ o) ([ su=olate)ae ) du
= L. P(u) f * g(u)du .
Donc f x g est la densité de u x v. O

Proposition 7.3.4. Soient X et Y deuz variables indépendantes ¢ valeurs dans RY.

i) La loi de X +Y est Px xPy. Si, de plus, X,Y ont des densités respectivement px, py,
alors X +Y a pour densité px x py -

it) La fonction caractéristique de de X +Y est Pxiy = Px x Py.

i11) Si X,Y a valeurs dans N, la fonction génératrice de X +Y est gx+v = gx X gy .

Démonstration. (i) vient du lemme précédent.

(i)

Oxiyv(z) = E(e#X)
_ ]E(eizXeizY)
(X LY, cf cor.[7.1.6) = ]E(eiZX)E(eizy)
= @X(Z)(py(z) .

(iii) De méme
gx+v(t) = E@E*)
E(tXtY)
= E#NE(") =gxt)gy(t) .

Exemple 7.3.5. Somme de gaussiennes
Soient X ~ N(my,0%), Y ~ N(ma,0c3) indépendantes. Nous avons (cf. lem. m

2?0}

, , 2?02
Dx(z) =exp | izmy — 5 , Dy (2) = exp [ izma — 5 .

Donc, par la proposition précédente,

2 (ot +0§)>

Px4v(z) =exp (iz(ml +ma) — 5

Et donc (cf. th.
X +Y ~ N(my +mg, 0% +03) .
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Exemple 7.3.6. Si X et Y de loi G(p) indépendantes alors

IP(X—I—Y:n) = P(Uogkgn{X:k,Y:n—k})
(car év. disjoints) = ZP(X =kY=n—k)
k=0
(cor X LY) = Y P(X=kPY =n-k)
k=0

= > p"U-pp" 1 -p)
k=0

= (n+1)p"(1-p)°.

7.4 Exercices

7.4.1 Enoncés

1) Soient U,V deux variables indépendantes de loi £(1) (loi exponentielle de parametre 1).

(a) Quelle est la loi de sup(U, V) (pour u,v € R, sup(u,v) est le plus grand des deux
réels u,v) ? Indication : on pourra calculer la fonction de répartition.
(b) Quelle est la loi de U + V' 7 Indication : on pourra calculer la densité de la loi de
U+V.
2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A'(0,1). Montrer que X +Y
et X —Y sont indépendantes.

3) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que X suit une
loi de Poisson de parametre A et que Y suit une loi de Poisson de parameétre u. Calculer
laloide X +Y.

4) X une variable aléatoire dans R est dite symétrique si —X a méme loi que X.

a) Si X a une densité f, montrer que : X est symétrique si et seulement si f(z) =
Si X densité t X est Stri iet 1 t si
f(—x) pour presque tout x.

(b) Donner un exemple de de loi symétrique.

(c) Montrer que X est symétrique si et seulement si le nombre E(e?*X) est réel Vu € R.

(d) Soit X variable aléatoire dans R symétrique. On suppose P(X = 0) = 0. On note :

1 siX >0
e=140 siX=0
-1 siX<O0.

Montrer que € et | X| sont indépendantes.

(e) Si Y et Y’ sont deux variables aléatoires réelles de méme loi et indépendantes,
montrer que Y — Y’ est symétrique.

5) Soient U de loi uniforme sur [0, 1] et X de loi exponentielle de parametre 1 deux variables
aléatoires réelles indépendantes.
(a) Calculer P(sup(U, X) < t) dans les 3 cas suivants : t <0, ¢t € [0,1], ¢ > 1.
(b) Dessiner la fonction de répartition de sup(U, X).
6) Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles telles que Vn, E(|X,,|) <e ™.
(a) Montrer que P(|X,,| > 1/n) < ne™™.
(b) En déduire que P({w : il existe une infinité de n tels que |X,,| > 1/n} = 0.
7) Soit (X,Y) & valeurs dans (RT)? de densité (z,y) — Zexp(—z(1 + y*))1s>0,y>0. On
rappelle que f0+°O e~ du = g
(a) Calculer la densité de X.
(b) Calculer la densité de Y.
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8) Soit (X,Y) & valeurs dans (R)? de densité

exp(— (z9)/*)
@) Gryva o) 2

(a) Soient U = (XY)V/4 V = (%) . Quelle est la densité de (U,V)?
(b) Les variables U et V sont-elles indépendantes ?
(¢) Donner les densités de U et V.
9) Soit (2, F,P) un espace mesuré. Soient Ay, Ay, -- € F. On pose Vn € N, B, = Up>pAg.
On remarque que pour tout n, B, 11 C B,. On note C = Nyp>0 58,
(a) Montrer que si », - P(A4,) < +oo alors P(C') = 0. Rappel : 'hupothese implique
que limg 400 Zk>q P(Ax) = 0. Indication : on remarquera que Vg, Np>0B, C By.
(b) On suppose désormais que 27@0 P(A,) = +4oo (rappel : ceci implique que Vn,
limg 400 30 creq P(AR) = +00) et que les A, sont indépendants (et donc les A7
sont aussi indépendants).

i. Montrer que pour tous g¢,n tels que n < ¢, BS C Npcrgq A4S
ii. Montrer que pour tous ¢, n tels que n < ¢, P(Bg) < I, <r<P(AS).
ili. En utilisant 'inégalité Vz € [0, 1], (1 —z) < e~%, montrer que pour tous ¢, n tels
que n < g,

P(BS) <exp | — P(Ag)
n<k<q
iv. Montrer que ¥n, P(B) = 0.
v. Montrer que P(C°) = 0.
10) Soient XY, Z trois variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi de densité

rTER— 1I>06_$

(c’est la densité de la loi exponentielle de parametre 1).

(a) Montrer que P(sup(X,Y) > Z)=1-P(X < 2)P(Y £ Z).
(b) Calculer P(sup(X,Y) > Z).
11) Bouvard et Pécuchet vont chacun boire un café au Café du Port entre 10h et 11h. Soit X
une v.a.r. correspondant a I'instant d’arrivée de Bouvard et Y une v.a.r. correspondant
a celui de Pécuchet. Précisément : X et Y sont indépendantes, uniformes dans [0, 1].
Bouvard arrive a 10h+X x 1h, Pécuchet arrive & 10h+Y x 1h. Chacun d’entre eux reste
1/4h dans le café.

(a) Calculer la probabilité que Bouvard et Pécuchet se croisent dans le café (c’est a dire
que | X —Y| < 1/4). (Si vous ne faites pas cette question, vous pouvez continuer les
calculs avec une quantité inconnue p = P(|X — Y| < 1/4). On indique que p €]0, 1][.)

(b) Soit U la v.a.r. qui vaut 0 si | X — Y| > 1/4 et qui vaut sup(X,Y’) sinon. On a donc
U= sup(X7Y) X 1|X—Y|<1/4~

i. Soit ¢ > 1, calculer P(U < ).
il. Soit ¢ < 0, calculer P(U < t).
ili. Soit ¢ € [0,1/4]. Calculer P(sup(X,Y) < t,|X — Y| < 1/4). Les événements
{sup(X,Y) <t} et {|X — Y| < 1/4} sont-ils indépendants ?
iv. Soit t € [0,1], on cherche a calculer P(U < t). On admet que pour ¢ € [1/4,1],

P(U < t) = 196+(P(|X_Y|§1/4)_116>( 1)+116

1
(Remarque : cette formule ne sert que dans la question suivante.) Calculer
P(U < t) pour t € [0,1/4].
v. Dessiner la fonction de répartition de U.

(¢) On suppose dans cette question que Bouvard ne change rien & ses habitudes et
que Pécuchet arrive a un instant fixe : 10h+7" x 1h. Calculer P(|T — X| < 1/4).
(On pourra différencier les cas T' € [0,1/4], T € [1/4,3/4], T € [3/4,1].) Comment
choisir T' pour maximiser P(|T — X| < 1/4)?
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7.4.2 Corrigés

(1) (a) Sit<0,P(sup(U,V)<t)=0.8Sit =), on calcule

P(sup(U,V) <t) = PU <t VL)
(car Uind. de V) = PU<K )PV <t)
= (1-PU >1t))?
= (1—e1?
= 1—-2t4e?

(b) Soit ¢ € C;f (R).

E(¢(U +V)) = /0 - /O % bt vy dudy |

Changement de variables :

Matrice jacobienne :

Pour u,v > 0, on a x,y > 0 avec y < = (et inversement). Nous avons donc

BU+v) = [ ([f¢uwmp<xww)dx

+oo
+oo
= / o(x)1p+ (x)ze dx .

— 00

Donc la densité cherchée est x € R — 1g+(z)xe 7.

(2) Soit f € G} (R?), on calcule :

1
E(f(X+Y,X-Y)) = [ fla+yz—y)-—e 2 Pdudy

R2 2
(changement de variable déja vu : u=x+y,v=x-y)

_ /7]«(”7U)e—<u+v>2/8—(u—v>2/8ldudv
T 2

Donc la densité de (X +Y, X —Y) est la fonction (u,v) — e*“2/4e*”2/4ﬁ. Clest
un produit d’une fonction de w et d’une fonction de v donc X +Y et X — Y sont
indépendantes.
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(3) Les variables X et Y sont a valeurs dans N donc X + Y aussi. Soit n € N, calculons :

PX+Y=n) = P{(X=0etY=njU{X=1letY=n—-1}U...
U{X =netY =0})

n
événements disjoints = Z P(X=ketY =n—k)
k=0

indépendance = Z P(X =k)PY =n—k)
k=0

n )\ke—)\ Mn—ke—u

| _ |

= k! (n—k)!
“A—p M

e _

- o
k=0

—A—p

e n

Donc X +Y ~ P(A+ ).
(4) (a) — Si X est symétrique :
¥6 € G (R),

E(p(X)) = E(¢(—X))
+o0 +o0
K o(t)f(t)dt [7awmm

+o0 +o0

/ o) f(t)dt = ¢(u) f(—u)du (changement de variable u = —t) .
Donc fj;o o) (f(t)— f(—t))dt = 0. Cela est vrai V¢ € C; (R) donc f(t)— f(—t)
est nulle presque partout donc f(t) = f(—t) pour presque tout t.

— Si f(t) = f(—t) pour presque tout ¢ :
6 € G (R),

+oo
E(¢(-X)) = / o(—t) f (1)t

+oo
= / o(t) f(—t)dt (par changement de variable)

+oo

- / o(1) (1)t

— 00
(car f(t) et f(—t) coincident presque partout)
donc —X est de densité ¢ — f(t) comme X donc X est symétrique.
(b) Exemple de loi symétrique : X = 1 avec probabilité 1/2 et X = —1 avec probabilité
1/2.
(¢) — Si X est symétrique :
Pour tout w :

]E(eiuX) _ E(e—iuX)
— E(eiuX) .
Donc E(e™¥) € R.
— Si E(e™X) € R, Vu :
E(e(=X)) = E(enX)
— E(eiuX) .

Donc X et —X ont méme fonction caractéristique donc X et —X ont méme loi
donc X est symétrique.
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(d) Soient Ay, Az € B(R).

- SllEAl et 71€A1,P(€€A1,|X| EAQ)

Ay).

—SileAlet—1¢A17
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— P(|X| € Ay) = P(c € A1)P(|X]| €

Ple € A1,|X| € Ag) =P(e = 1,]X| € Ag) = P(X >

0,X € Ay) = P(X < 0,—X € Ay) car X symétrique donc P(e € A1,|X]| €

Ay) =

F(P(X >0,X € A43) + P(X <0,-X € Ay))

= ]P)(é‘ S Al)P(|X| S Ag)

— Silé¢ A; et —1 € Ay, on montre de méme que P(e € A1,|X]| € As) = P(e €

Al)]P)(|X| S AQ)
CSil¢ A et —1¢ A,

P(c € Ay, |X| € Ay) =0 =

P(e € A))P(|X] € As).

On a donc toujours P(e € Ay, |X| € A2) = P(e € A)P(|X]| € Az), donc € et | X]|

sont indépendants.

(e) On calcule la fonction caractéristique ;

E(emY =YDy = E(enY i)
E(e™ ) (e=™Y") (par indépendance)
E(e™Y E(e=™) (car Y et Y’ ont méme loi)
E(e™(=Y))
_ ey |
Donc par la question Y — Y’ est symétrique.
) (a)
F(t)=Pup(U,X)<t) = PU<Lt,X <)
(indépendance) = PU <tH)P(X <1)
0 sit<0
= St(l—et) site€0,1]
1—et sit>1
(b) On remarque que F' est continue et qu’elle a un point anguleux en 1.
(6) (a) Inégalité de Bienaymé-Tchebichev.
(b) D50 P(IXn] 2 1) <37,5ome™™ < oo et on conclut par le lemme de Borel-Cantelli.
(8) (a) Soit f € Cf (RT)?).

E(f(UV)) =

- / F((m) Y, (/)M
(RF)2

Changement de variable v = (my)1/4 v = (z/y)"* ((u,
(x,y) parcourt (RT)?). Dot x = u?v?, y = u?/v2.

E(f((XY)*, (X/Y)1%)

(o N1/4
x|,
4 (y/x + 2/Y)
v) parcourt (R*)? quand
Matrice jacobienne :

2u/v?

2uv?
—2u? /v3

2uv

Valeur absolue du déterminant : 8u*/v. Donc

E(f(U,V))

Donc la densité de (U, V) est (u,v) — 1+ (u)1ps (0) 225

= T T

_ exp(—u) 2
= /(R+)2f(u,v) 02 7rd udv

exp(—u) %dudv

u) 2
1+v2 7w

(b) La densité trouvée est une fonction produit d’une fonction de u et d’une fonction
de v donc U et V sont indépendantes.
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(¢) On sait que la densité de U est proportionelle & la fonction u — 1g+ (u)e‘“% et
que son intégrale vaut 1. On en déduit que la densité de U est u — 1g+(u)e ™. De
meéme, la densité de V est v — 1p+ (v)%ﬁ

(9) (a) OnaVg, C C By donc P(C) < P(Bg) < 345, P(Ak). Par hypothese,

lim Y P(A;) =0

q—+00
k>q

donc P(C) = 0.
i. On a Bf = ﬂngkAz C ﬂngkquz.
ii. On a donc (en utilisant I'indépendance)

P(By) < P(Nngr<gAy) = Mg P(AL) -

ili. On a

P(Bn) < Hncrgqg(l = P(AR)) < Hn<k<q37P(Ak) =e&p | — Z P(Ag)

X
n<k<q

iv. On a donc, vu ’hypothése sur la divergence de la série, P(BS) = 0.
v. Ona C° = U,>oB;, done P(C°) < 3,5, P(By) = 0.
(10) (a) ...

(b) Par Fubini-Tonelli et parce que X et Z sont indépendantes (donc la densité du
couple est le produit des densités)

PX<Z) = />0 o 1,c.e” " *dadz

z
/ e_z/ e *dxdz
220 0

>

/ e *(1—e?)dz
220
= 1-1/2=1/2

Les variables XY, Z sont indépendantes et de méme loi donc (X, Z) a méme loi
que (Y, Z) donc P(X < Z) =P(Y < Z). Dou P(sup(X,Y) > Z)=1-1/4 =3/4.

(11)  (a)

P(X - Y| < 1/4)

/ Ljp—y|<1/adzdy
z€(0,1],y€[0,1]

(Fubini-Tonelli) = / / 1o y|<1/adady
z€0,1] Jye[0,1]

(z+1/4)A1
/ / 1dy | dx
z€[0,1] (z—1/4)VO0

- / (@ + 1/4) A L) — ((z — 1/4) v 0)) dz
z€[0,1]

1/4 1 3/4 1 1 g
/ w—‘r*d.’L'-‘r/ fdx—i—/ - —xdx
0 4 1/4 2 3/4 4

_ 11 1<51>2
32 16 4 2 \4
1 1,1 3
S mtiTiTn
7
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L PU<t) =1
i P(U<t)=0
ii.
P(sup(X,Y) <t,|X -Y|<1/4) = PX <t Y <[ X-Y[<1/4)
= P(X<LY <P
(indépendance) = P(X <t)P(Y <t)
= 7.

Ona:P(XVY <t|X-Y|[<1/4)=t2# L =P(X VY <H)P(|X - Y| <
1/4) donc les événements {sup(X,Y) < ¢} et {|X — Y| < 1/4} ne sont pas
indépendants.

iv. Pour ¢t € [0,1/4] :

PU<t) = PU=0)+Psup(X,Y) <X -Y|<1/4)
_ 9
- 16 '
S

FIGURE 7.1 — Dessin de la fonction de répartition de U

V.
SiTel0,1/4]:
1

P(X-T|<1/4) = [ L pcijads

1
lde =T + - .
T +4

T+1/4
/

De méme, si T € [3/4,1] : P(|[X —T| < 1/4) =3 —T.Si T € [1/4,3/4] :

1

PUX-T1< YD) = [ Lporcijuds
0

T+1/4 1

T—1/4 2

Donc Pécuchet doit arriver entre 10h15 et 10h45 pour maximiser ses chances de
voir Bouvard.



Chapitre 8

Convergence de variables
aléatoires

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilisé (92, A, P).

8.1 Les différentes notions de convergence

On se donne X, (X,,),>0 v.a. & valeurs dans R4,

Définition 8.1.1. (C’est une réécriture de la définition )

. ~ .S. .
On dit que X,, converge presque surement vers X et on note X, 25X s
n—-+oo

Plwe: X(w)= lim X,(w)})=1.
n—-+oo
Définition 8.1.2. Soit p > 0, on dit que X,, converge dans LP vers X et on note X, N

n—-+4o0o
X si B(| X — X,,||P) — 0 (ici, ||.|| est la norme usuelle sur R?).
n—-+oo

proba.

Définition 8.1.3. On dit que X, converge en probabilité vers X et on note X, X

siVe >0, P(| X — Xp|| 2e) — 0.

n—-+oo

n—-+oo

Définition 8.1.4. On dit que X,, converge en loi vers X et on note X, % X siVo €
n—-+0oo
Cif (RY), E(¢(Xn)) — E(¢(X)).
n—+o0o
Nous admettons la proposition suivante sans démonstration.
Proposition 8.1.5. La suite (X,,) converge en loi vers X si et seulement si, pour toute ¢

mesurable, bornée, E(¢(X,,)) = E(p(X)).
n—-—+0oQo
Définition 8.1.6. Soit (u,) une suite de mesures de probabilité sur RY. On dit que (u,,)
converge étroitement vers (i et on note iy, % w stV e C;r (RY),
n—-—+0oQ

p(x)pn(dz) — p(z)p(dx) .

n—-+0oo
Remarque 8.1.7. Pour une suite de v.a. a valeurs dans RY,

{Xn Lo X] . {Pxn o }P’X}

n——+oo n—-+4oo
Théoreme 8.1.8. Pour des variables dans R, nous avons l’équivalence

[Xn oty X} & [Fx, (t) _toi, Fx(t) en tout point t o Fx est continue

n—-+oo n—-+oo

(c’est a dire en tout point t tel que P(X =t)=0).] .

71
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Corollaire 8.1.9. Pour une suite de v.a. & valeurs dans R?,

{Xn Lo X] & {PX" i IP’X}

n——+o0o n—-+o0o

n—-+o0o n—-+oo

Théoréme 8.1.10. i) [Xn Psg X} N |:Xn probg. X]

i) Vp > 1, [Xn L X} = {Xn probg. X]

n—-4o00 n—-4o0o
ii1) {X,L np%; X] = {3 sous-suite (Xg(n)) + Xg(n) ni;i}oo X}

n—-+oo

iv) [Xn PO X] = [Xn Lo, X}
n—+4o0o

Rappel : une sous-suite d’une suite (un)n>0 est donnée par une application strictement
croissante g : N — N, la sous-suite s’écrit alors (ug(n))n>0-
Diagramme :

convergence LP = convergence en probabilité <«  convergence p.s.

4

convergence en loi.
Toutes les autres implications sont fausses.

Démonstration. On se contente de faire la démonstration pour des variables a valeurs
réelles. Soit € > 0.

P(|Xn = X|>¢) = EQpeo(|Xn — X])) .

— Pour p.t. w, | X, (w) — X(w)| e 0 et donc 1jeyqoof(|Xn(w) — X(w)|) e 0.

— Pour tout n (et tout w), 1jcyoo[(|Xn(w) — X(w)|) < 1 qui est d’espérance finie.

Donc par théoreme de convergence dominée, E (1,4 o0[(X7 — X)) " 0.
n—-+0oo

On se contente de faire la démonstration pour des variables a valeurs réelles. Soit ¢
un point ou F'x est continue. Soit £ > 0 quelconque. Par la propriété d’additivité et
la propriété de croissance :

P(X,<t) = PX,<t|X—-X,|<e)+P(X, <t,|X —X,| >¢)
< PX<t4+e)+P|X - X, >e) .
Comme P(|X — X,,| > ¢) - 0 alors limsup,, ,,  P(X, <t) <P(X <t+4¢) =
n——+0oo
Fx(t +¢). De méme :
PX<t—¢e) = PX<t—g|X-X,|<e)+PX <t—5,|X - X, | >¢)
< PX,<H)+P(X -X,|>e¢).

Donc liminf,, 5400 P(X, < t) 2 P(X <t—¢) = Fx(t —¢). Tous ces calculs sont vrais

Ve et Fx est continue en t donc lim,,_, 1o Fx, (t) = Fx(¢).
O

8.2 Loi des grands nombres

Notation 8.2.1. Soient X1, Xs,... des variables indépendantes et de méme loi. On dira
que ces variables sont indépendantes et identiquement distribuées et on utilisera la notation

< i.d. >.
Théoréme 8.2.2. Soient X1, Xo,... des v.a.r. i.i.d. Si E(X2) < 00, on a

Xi1+--+ X, 2
_— —

n n—-+oo

E(X1) .
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Le théoreme [R.1.10 nous fournit alors le corollaire suivant.

Corollaire 8.2.3. Loi faible des grands nombres
Soient X1, Xo,... des v.a.r. i.i.d. Si E(X2) < 0o, on a

X1++Xn proba.
_—

n n—+oo

E(X) .

Démonstration du théorémel8.2.2.

—

n

. <(<X1 —E(X1)) + -+ (X — E(Xn>>)2>

= Y LE(Xe - E(X0))
k=1
_ Var(Xl) 0

n n——+0o

Théoréme 8.2.4. Loi forte des grands nombres
Soient X1, Xo, ... desv.a.r. i.i.d. SiE(|X1|) < oo (en d’autres termes. Si X est intégrable)
alors

X1+ + X, posg

n n—-+oo

E(X1) .

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas E(X{) < co. Nous voulons
montrer que
(X1 —E(X1)) + -+ (Xn — E(X)) Py

n n—-+oo

0.

Posons pour tout ¢, X = X; — E(X;). Calculons
X4+ X0\ 1
- (() = 2 EXLXLXLXD).
i1,42,i3,14€{1,...,n}

Remarquons que dans cette derniere somme, certains termes sont nuls. Par exemple, en
utilisant les propriétés des variables indépendantes (cf. cor. [7.1.6])

E(X{X;X5X5) = E(XDE((X3)*) =0
E(X{X5X5X35) = E(X])E(XH)E((X3)%) =0.

Apres regroupement des termes identiques, nous obtenons

n

/ 1\ 4
E<<X1++Xn)> - %(nE((X{)4+6n(n—1)E((X1)2(X2)2)

< — .

’ ’ 4
Et donc 3, o, E ((W‘) > < oo. Par Fubini-Tonelli (cf. ex.[5.1.10

X'+ 4+ X! 4 X'+ + X! 4
E 1 n — E 1 n )
S () ) —re () ) <

n>1 n>1

’ ’ 4
Donc la variable >°, -, (%) est finie p.s. (cf. rem.|[6.2.2 ) Donc le terme général

n

de la série converge vers 0, p.s. O
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Exemple 8.2.5. Soient Uy,Us, ... i.i.d. de loiU([0,1]). Soient 0 < a < b < 1. Soit pour tout
i, Xi = 1iq0)(U;). Les variables X1, Xo, ... sont i.i.d. de loi B(b—a) et vérifient E(|X;|) < oo
puiqu’elles sont bornées. Par la loi des grands nombres

X1+ + X, Py

n n—-+4oo

E(X))=Pla<Ui<b)=b—a.

Ce qui veut dire que la proportion de points tombant dans [a,b] converge vers b— a. Illustra-
tion, la densité empirique de U([0,1]) :
http:/ /www-sop.inria.fr/mefisto /java/tutoriall /node7. html
#SECTION00051010000000000000

De méme,

nx

1xv, <12t +1x,<1/2 s 1

n n—+oo 2

Hllustration, le jeu de pile ou face :
http: / /www-sop.inria.fr/mefisto /java/tutoriall /node8.html
#SECTION00051020000000000000

Une autre illustration : laiguille de Buffon
http: //www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall /nodel4. html
#SECTION00033110000000000000

8.3 Théoréme central-limite

Définition 8.3.1. Soit u mesure de probabilité sur R, on appelle fonction caractéristique
de p la fonction suivante

zeRY— j(x) = / e u(dt) € C .
Rd

St X est une v.a. de loi p alors ®x = [i.

Théoréme 8.3.2. (di a Paul Lévy) Soit (uy,) une suite de mesures de probabilité sur R,

[un ary u} & {VzeRd, fin(z) —> ﬂ(z)} .

n—-+oo n—+oo

Ce qui s’énonce aussi

[Xn l—+> X] & [VzeRd, dx (2) — @X(z)}
n—-+oo

n—-+oo

Théoréme 8.3.3. Théoréme central-limite (aussi noté TCL)
Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X1) =m et Var(X1) = 02 (m,0% < o). Alors

X1+ + Xy —nm o
—

Z de loi N(0,1) ,
ov/n n—-+00 e loi N(0,1)
(ot o > 0 est la racine carrée de la variance).

Il existe des résultats raffinés sur la < vitesse >de cette convergence en loi. Voir, par
exemple, le théoreme de Berry-Esseen dans [Dur96].

Remarque 8.3.4. Sous les hypothéses du théoréme précédent, prenons a < b, f(x) =
144 (2). Par la proposition

E <f <X1 +(:/%(n —nm>) By,

c’est a dire , )
Xi4+--+ X, - —z7/2

]P<a< Lt ”m<b> —>/e da .

O'\/ﬁ n—+oo [, /2w

C’est cette propriété qui sera le plus souvent utilisée dans les exercices.
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Démonstration du théoréemel[8.3.3. Posons Vn, Y;, = X,, — m. Soient

X e+ X, - S’
S;,=Y1+"'+Yn7zn= 1+ + nm Sy

ovn ovn

By (t) — ]E<exp C-tj% >
( it

Nous avons

it
(par indépendance des Y;) = H E (exp ( ! YJ>>

1<G<n

t n

car les Y; sont identiquement distribués = ¢ — .

(car ; sont identiquement distribués) y1<0\/ﬁ)
Regardons la fonction @y, (u) = E(e™¥1) pour u € R. Pour tout u, E(|e?*¥!]) = 1 < oo.
Pour tout w, u — e¥1(%) est dérivable et de dérivée u — i¥ie¥1(“) Pour tous u, w,
[Y1e™V1(@)| < |V1(w)| qui est intégrable (et qui ne dépend pas de u). Donc, par théoreme de
dérivation (cf. cor. [4.3.6) _

D (u) = E(iYie™) .

De méme, @Y. (u) = E(-Y2eY1%). Donc Py, (0) = E(iY1) = iE(Y1) = 0, Y. (0) = —E(Y?) =
—0o?. Supposons que Py, admette un développement limité en 0 (ce n’est pas toujours le
cas). Ce développement est alors :

2
u
Py, (u) = émUD+U¢%UD+“§¢%UD+OW%
2 2
- 14 + o(u?)
2
Donc
t2 1\\"
by (t = 1— — —
= (e ()
t2 1
= exp(nlog|l———+of—
n n
t2
= exp (—02 + 0(1))
— _t2/02
n—+o0o
par continuité de I’exponentielle. O

Exemple 8.3.5. On s’intéresse au nombre de gens qui achétent de la lessive Ariel en France.
On ne peut pas interroger toute la population et on se contente donc d’un échantillon de
personnes. Introduisons la variable

X {1 si la i-éme personne interrogée achéte Ariel
K3

0  sila i-éme personne interrogée n’achéte pas Ariel.

Les wariables X; sont supposées i.i.d. avec P(X; = 1) = p (ce sont nos hypothéses de
modélisation). La quantité p est celle que nous cherchons a déterminer. Remarquons que
E(X1) =px 14+ (1 —p) x0=p. Parla loi (forte) des grands nombres

X144+ X s,
S e ST e W
n n—-+o0o

Quelle taille n d’échantillon sélectionner pour que X3E=FXn soit proche de p ? Supposons
que l'on veuille n tel que la probabilité de se tromper de plus de 0,01 dans notre estimée de
p soit plus petite que 0,1, c’est a dire

p < X1+ + X,

n

—p‘ > 0,01> <0,1. (8.3.1)
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Notons 02 = Var(X1). Nous avons

S R SN[ SSPYE S  STY
n ov/n ol
1
(par TCL) = ]P’(Z}M) avec Z ~ N(0,1)
o
+o0o 7$2/2
= 2 € dz

VIx0,01 /D
\/Tw;o,(n 6*932/2
211 —/ ———dz | . (8.3.2)

o V21

Nous voyons sur une table (cf. annexe qu’il suffit de prendre n tel que /nx0,01/c = 1.65.
Calculons

Var(X,) E(X?) - E(X;)?
= px 1?4+ (1-p)x 0> —p?

= p-p =p(l—p).

2
_ (1,65 x y/p(1 —p)
"= 0,01

réalise . Muais justement, nous ne connaissons pas p. Nous étudions la fonction
pe(0,1]—=p(1l—p).

Nous avons alors que

S -

172

FIGURE 8.1 —

C’est une parabole qui atteint son maz. en 1/2. Donc, ¥p € [0, 1],

2
1,65 x v/p(L=p) | _ (1,65 x v0,5x0,5 2
0,01 = 0,01 '

Remarquons, au vu de , que st est réalisée pour un certain ny alors elle est

1,65><\/0,5><075)2

réalisée pour tout ns = nq ; donc il suffit de prendre n = ( 501

Exemple 8.3.6. Théoréme de Moivre
Sotent X1, Xs,... d.i.d. ~ B(1/2). Soit S,, = X1 + -+ X,,. Calculons

Bs, (1) = BTN
(par indépendance des X;) = E(e™X1)"

- (;(1 +em)>n
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qui est la fonction caractéristique de B (n, %) Donc S, ~ B(n,1/2).
Nous avons E(X1) =1/2, Var(X1) = 1/4 (c¢f. ex. précédent). Donc le TCL nous dit que

pour a < b
Sn —n/2 ) be?/2
Pla ———=<b] — —dx .

( (1/2)vn notoo Jo /2m

(Ce résultat s’appelle le théoréme de Moivre.)
Illustration : la planche de Galton,

http:/ /www-sop.inria.fr/mefisto /java/tutoriall /nodel 1. html
#SECTION00052010000000000000
Si on régle le paramétre n a 8, chaque bille arrive en bas en une abscisse aléatoire de méme
loi que Sg — 8 x (1/2). Donc Uhistogramme représente la densité empirique de cette loi, qui
se rapproche du dessin d’une gaussienne.

8.4 Exercices

8.4.1 Enoncés

1) Soient Uy, Us, ... indépendantes et identiquement distribuées de loi £(1) (loi exponentielle
de parametre 1).
(a) Calculer E(Uy), Var(Uy).
(b) Estimer P(U; + - -+ U, = n(1 + «)) pour n = 100, o = 1/10.
2) Soit f : R — R telle que Va, y, | f(z)— f(y)| < Cinf(1, |z —y|) pour une certaine constante
C.
(a) Si X, % X (rappel : pour p.t. w, X, (w) 57 X (w)), montrer que E(f(X)) —
n—-+0o0o n—-+0o0

(b) Soit € > 0, toujours sous I’hypothese X, 2% X, montrer que P(lf(X,)—f(X)| =

n—-+oo

g) — 0.

n—-+oo
3) On achete un stock d’ampoules pour un lampadaire. Les ampoules ont une durée de vie
de loi £(N\). La premieére ampoule dure un temps X7, on la remplace immédiatement et
la deuxieme qui dure un temps Xs ...Soit T' > 0. On admet que le nombre d’ampoules
N grillées pendant le temps T est tel que N est de loi P(AT). On suppose que AT € N.

(a) Calculer m = E(N).
(b) Soit p € N*. Montrer que P(N > m+p) =P(X; + -+ + Xppyp < 7).

(¢) On suppose maintenant que A = 1, T = 20, p = 5. Donner une valeur numérique
approchée de P(N > m + p) a l’aide de la table jointe.

(d) Avec les mémes valeurs numériques que ci-dessus, combien d’ampoules faut-il ache-
ter au minimum pour que P(se retrouver a court d’ampoules avant le temps T') <
0.057

4) On rappelle que la somme de deux variables gaussiennes indépendantes, respectivement
de lois N'(mq,0?) et N'(mg,03) est une variable gaussienne de loi N'(m + ma, o3 + 03).
Soient Xy, Xo, X3,... des variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
de loi N'(m,o?). On suppose que I'on connait o mais pas m, que l'on veut estimer par
Sp=L(X14+-+X,).

(a) Montrer que y/n (22™) est (exactement) de loi A(0,1).
(b) On admet que

V6 >0, P —0—=< 5, < +5i >1_\/51 _ﬁ
> m \/ﬁ\ nSm \/ﬁ > 7Hsexp B .

(c¢) En déduire que

D) 2
Ve>0, Pm—e< S, <m+e)>1-— Uexp(_m>'


http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node11.html#SECTION0003201000000L0000000
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(d) On suppose que € = 0.01, o = 1, n = 10000, minorer P(|S,, —m| < €) par une valeur
numérique.

Soient des variables aléatoires Vg, Vi, Vo, -+ > 0 indépendantes et identiquement dis-
tribuées vérifiant E(V,?) < oo, E(1/V,?) < oo (ce qui implique E(V,,) < oo, E(1/V},) < 00).
Soit a > 1. Soit p une variable € [0,1]. On définit des variables W,, par récurrence en
prenant : Wy =1, W41 = (ap+ (1 —p)V,,) x W),.

(a) Montrer que log(W,,) = log(Wy) + ZZ;S log(ap + (1 — p)V,,) pour tout p € [0;1].

% 2% E(log(ap 4 (1 — p)V1)) pour tout p € [0;1[ (on admet

(b) Montrer que "
n——+0oo
que le résultat s’étend a [0;1]). Posons ¢(p) = E(log(ap + (1 — p)V1)).

(¢) Montrer que Yw, Vp € [0, 1],

a—Vi(w)
ap + (1 —p)Vi(w)

< (a+Viw)) (i + Vliw)) .

(d) Montrer que ¢'(p) = E (ﬁ) pour tout p €]0; 1] (on admettra que la formule

est vraie sur [0;1]).
(e) On admet que ¢’(p) =E (—%) On suppose que E(a/V1) > 1, E(Vy/a) >
1. Etudier la fonction ¢ et montrer qu’elle atteint son maximum dans ]0; 1[.

(f) On suppose que P(V = 1) = P(V = 4) = 1/2. Calculer le p qui maximise ¢ dans le
cas oll @ = 2.

Un assureur assure n automobilistes (numéroté de 1 & n) contre les accidents. Les assurés
versent une prime le ler janvier. Au cours de 'année, I'assureur devra verser la somme
X; a l’assuré numéro i. Les X; sont supposées étre des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. La prime versée par chaque assuré est E(X1)+m (m € R).
On suppose que Var(X;) = 1.

(a) Estimer la probabilité
P(X;+- -+ X, = n(E(X1) +m))

pour n = 100 et m = 0.1 (c’est la probabilité que lassureur fasse faillite).

(b) On suppose toujours que m = 0.1, trouver un entier n’ tel que si n > n', P(X; +
4 X, > n(E(X) +m)) <0.05.

Pour sa migration annuelle, une grenouille part d’'une mare située sur un plan au point
de coordonnées (—25,0) dans le repére orthonormé xOy. Elle est repérée par sa position
Z,, au temps n. On suppose que :

au temps 0, sa position est Zy = (—25,0)
et Vn > 0,241 = Zp, +(1,0) + U, ,

ott les variables U,, sont i.i.d. avec P(U,, = (0,1/v/2)) = 1/2, P(U, = (0, —-1/v/2)) = 1/2.
Ainsi a chaque étape de sa progression, la grenouille avance de +1 dans la direction Oz et
se déporte en méme temps de +1/ V2 dans la direction perpendiculaire Oy. Sur I'axe des
ordonnées se trouve cette année une autoroute neuve. On décide de creuser des tunnels
sous 'autoroute le long d’une certaine zone pour permettre le passage de cette grenouille.
La zone a tunnels se situe entre des points d’ordonnées a et b. Si la grenouille arrive dans
cette zone, elle passe dans un tunnel et sinon elle se fait écraser.
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s autoroute
0,b) |

(=25.,0) 0 X

~ " zone de tunnels

(0.a)]

FIGURE 8.2 —

(a) A quel instant passe-t-elle par ’autoroute 7

(b) Supposons que 'on construise une zone de tunnels entre les points d’ordonnées —5
et 5 (compris). Donner une approximation de la probabilité qu’a la grenouille de
passer par un tunnel. (Dans les calculs, on arrondira au deuxiéme chiffre apres la
virgule pour simplifier.)

(¢) On décide de construire une zone de tunnels entre des point d’ordonnées —z et +x
(z > 0). Donner une valeur approximative de x telle que la probabilité de survie de
la grenouille soit 0.9. (Dans les calculs, on arrondira au deuxiéme chiffre apres la
virgule pour simplifier.)

8.4.2 Corrigés
(1) (a)

+oo
E(U;) = / re Cdx
0

—+oo
= [~xe "5 —|—/ e dx
0

— 0 [T

1.
(b)
+oo
EUZ) = / e dx
0
+oo
—_ [ 2 —m +oo / ~Zdr
0
+oo
= [-2ze” /
0

Donc Var(U;) =1

(c) Les variables Uy, Us, ... sont L?, on peut donc appliquer le théoréme central-limite.

<U1—1+--~+Un—1

g 7

PU +--- 4+ U, 2n(l +a))

> \/ﬁa)

Q

(TCL) P(Z > 1)

avec Z ~ N(0,1).

Et on lit sur la table que cette derniére valeur vaut (& peu pres) 1—0.8413 = 0, 1587.
2) (a)

[E(f(Xn)) —E(f(X))] E(|f(Xn) = f(X)])

<
< CE(nf(1,]X, - X))
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Pour p.t. w, inf(1,]|X,(w) — X(w)|) = 0 et Vw, inf(1, | X, (w) — X(w)]) < 1.
n—r—+00
Donc par théoréme de convergence dominée, E(inf(1, | X, — X]|) = 0. Donc
n——+00

E(f(X0) ~ B ()]~ 0.

(b) P(If(Xn) = f(X)| = &) < LE(|f(Xn)— f(X)]) (inégalité de Bienaymé-Tchebycheff)

ne—AT
E(N) = Z nL

k
= (AT)e T Z ()\Z:)

k>0
= AT

P(N >m+p) = P(on a grillé plus de m + p ampoules dans [0, T])
= P(les m + p premiéres ampoules ont déja grillé
quand on arrive en T )
= PXi+- + X0y <T)

(c) On remarque que Var(X1) = 1/A\%, E(X;) = 1/

P(N>m+p) = P(Xi+ -+ Xonsp <T)
= P <X1 —EX1) + - 4 Xongp — E(Xingp)
(1/A)v/m+p
T (m+ P)/)\)
(1/A)y/m+p
TSR ot/
TCL) = T —dt
ey ~ [° —
On calcule ipl_/()\g";\/%‘ = —1. On a par parité :
-1 —t?/2 oo —t?/2
£ __at = S
—co0 V 2 1 vV 2w
1 —t%)2
e
= 1- dt
Coo V2T
(d’apres la table) = 1-—0,8413 =0.1587 .

(d) Ici, on cherche p pour que P(N > m + p) < 0.05. Comme avant :

T—(m+p)/X

2
apnvmer et /2
P(N > m + p) T%L /1A> Heﬁdt
oo s
B s P
B —o0 Ver

On regarde la table et on voit qu’il faut prendre —% > 1.65. Une rapide

étude de fonction montre qu’il faut prendre m + p > 29.

(4) (a) Sp ~N(nm,no?) donc v/n (22=") ~ N(0,1).
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(v (3] <)
o
1—2@(\/73(5"_7") >5>
o
> 1oy 2o (<2
> — 5 eXP 5 ) -
(¢) Avec § = +/ne/d, on a (par la question précédente) :

D) 2
P(m_5<5n<m+€)21—1/—gexp _E.
nw e 202

(d) A l'aide d’une calculatrice, on trouve :

(b) Par symétrie et par les résultats précédents :

g o
P —0—=< 5, < 60—
(m vn m \/ﬁ)

P(|S, —m| < ¢) > 0.8920 .

(5) (a) On le montre par récurrence.
— C’est vrai en n = 0.
— Si c’est vrai jusqu’en n — 1.

log(Wy) = log(ap + (1 —p)Vy) + log(Wn—1)
= log(ap+ (1= p)Vy) +log(Wo) + Y _ log(ap + (1 = p) Vi) -
k=0

(b) Nous avons E(|log(ap+(1—p)V41)|) < |log(ap)|+E(| log(1+22)|) < |log(ap) |+
E(Vm%L Donc E(|log(ap + (1 — p)V1)|) < oco. D’ou le résultat par la loi des
grands nombres (et parce que log(Wy) = 0).

(¢) Pour tout w,

b
inf(a, V1(w))

< (a+Wi(w)) (iJer}w)) :

a—Vi(w)
ap+ (1 = p)Vi(w)

< (a+Vi(w)) x

(d) Nous avons

(a4 Vi () (1 i v@) < g M)

Donc, par théoréme de comparaison et puisque E(V;),E(1/V;) < oo, nous avons
E( Ll(w)’) < 0o (Vp). Pour tout p €]0;1][, Vw, a% log(ap + (1 — p)V1(w)) =

ap+(1—p)Vi(w)

#g“‘z(w). Pour tout p, E(]log(ap+ (1 —p)V1)|) (vu en. Donc par théoréme

de dérivation sous l'intégrale,

d(p) =E <ap+a(Ii/Ip)V1> '

(e) Nous avons ¢”’(p) < 0 (¥p), ¢(0) = E(a/V1) — 1, ¢/(1) =1 — E(V4/a). Un tableau
de variation de c donne le résultat.

1 1
3 log(ap+1—p) + 5 log(ap + 4(1—p))

% log(ap + (1 —p)) + % log(ap +4(1 —p))

c(p)

= %log((ap—l— (1—p))(ap+4(1—p))) .

11 suffit donc de maximiser (ap+ (1 —p))(ap+4(1 —p)) = (p+1)(4 —2p). D’ou le
p optimal égal & 1/2.
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P(X1+ -+ X, > nEX1)+m)) =

7 > i)

Q

Foo o—t*
théoreme central-limite dt
( ) /1 V2T
(d’apres la table) =~ 0.1587 .

(b) Pour tout n ”assez grand” :

P(Xy 4+ Xn 2 n(E(X1) +m)) =

7 > i)

Q

+oo  —t2
e
(théoreme central-limite) / —dt .
0.1y/m V2
D’apres la table. il suffit donc d’avoir 0.1y/n > 1.65, ce qui est satisfait pour n > 172 =
289.

(M) (a) A chaque pas de temps, la grenouille se déplace de 1 vers la droite (et de maniere
aléatoire vers le haut ou le bas) donc elle passe par ’axe des ordonnées (c’est & dire
lautoroute) au temps 25.

(b) L’ordonnée de la grenouille au temps n peut s’écrire Vi +--- + V,, ou V,, = 1/1/2
avec probabilité 1/2 et V;, = —1/4/2 avec probabilité 1/2 (pour tout k, Vj est la
composante verticale du vecteur Uy). Les variables Vj sont d’espérance m = 0 et
de variance 02 = 1/2. La probabilité de passer par un tunnel est :

P(ordonnée de Zos € [-5,5]) = P(|Vi+ -+ Vas| < 5)

P(’V1+-~-—|—V25—25m‘<ﬁ> .
oV/25

Les variables V; sont i.i.d., intégrables et de variance finie donc par le théoreme
central-limite :

+V2 —t?/2 V2 —t?/2
P(ordonnée de Zs5 € [—5,5]) ~ / dt =—1+2
( 25 € [-5,5]) s ;-

On trouve sur la table jointe au sujet que P(ordonnée de Za5 € [—5,5]) ~ 0.84.

dt .

(c) On veut trouver z tel que P(ordonnée de Zas € [—x,x]) = 0.9. On a par le théorme
central-limite :

P(ordonnée de Zy5 € [—z,x]) = P(|Vi+---+ Vas| < x)
P(‘I/l+---+vg5—25m’ < x)
ov/25 5
zV2/5 e—t2/2
[wﬁ/5 \/ﬂ

oV2/5 7 /2
-1+ 2/ dt .
—oo V2

D’aprés la table, il faut v/2/5 ~ 1.65 donc = ~ 5.83. La grenouille se trouve
toujours sur des points de coordonnées entieres donc il suffit de prendre x = 5.

Q

dt




Chapitre 9

Conditionnement

On se donne toujours un espace probabilisé (€2, A, P).

9.1 Conditionnement discret
Définition 9.1.1. Soient A,B € A, B > 0, la probabilité de B sachant A est

P(AN B)
P(A|B) = ————=
Définition 9.1.2. Si X est une v.a. et B € A, P(B) > 0, l’espérance de X sachant B est

la nombre sutvant

E(X|B) = Eg((;)B) .

Définition 9.1.3. Soit X v.a.r. et Y v.a. prenant un nombre dénombrable de valeurs. On

définit 'espérance conditionnelle de X sachant'Y de la maniére suivante : E(X|Y) est une
v.a. qui peut s’écrit E(X|Y) = ¢(Y) avec

¢ : R —- R
E(X1y—, ; —
, E(X|Y =y) =22 S5iP(Y =y) >0
0 sinon .
Exemple 9.1.4. Soit , @ ={1,2,...,6} et Vw € Q, P({w}) = 1/6. Soient les v.a.

X(w)=w, Y(w) =

1 st w tmpair
0 stw pair .

Siw € {1,3,5}, alorsY =1 et

O
_ i(143+5)
— . _
6
Siw € {2,4,6}, alors Y =0 et
BUXY)W) = po
Lo+4+6
_ 52+4+6) +§ +6) _

83



84 CHAPITRE 9. CONDITIONNEMENT

9.2 Espérance conditionnelle

Définition 9.2.1. Soit Y wv.a. & valeurs dans un espace mesurable quelconque (E,E). La
tribu engendrée par Y est o(Y) = {Y"Y(A),A € &£}. La famille o(Y) est une tribu et
oY) C A

On dit d’une v.a. Z d valeurs dans un espace mesurable quelconque (E',E") qu’elle est
o(Y)-mesurable siVA € £', Z71(A) € o(Y).

Soit B une tribu C A, on dit que Z est B-mesurable si VA € &', Z71(A) € B.
Remarque 9.2.2. Prenons une variable Z o(Y)-mesurable comme dans la définition ci-
dessus. La tribu o(Y') représente les événements relatifs a Y (tous ceux qui peuvent se décrire
en terme de < il est arrivé telle chose a 'Y »). Dire que Z est Y-mesurable revient a dire

que tous les événements relatifs a Z peuvent se décrire comme des événements relatifs a 'Y
et donc que Z est une fonction de Y .

Théoréme 9.2.3. Soit B une tribu C A. Soit X une v.a.r. intégrable. Il existe une et une
seule v.a.r. intégrable, appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E(X|B),
qui vérifie

VBe B, E(X1p)=E(E(X|B)1p) .
La variable E(X|B) vérifie en outre que YZ v.a. a valeurs dans R, B-mesurable et bornée,

E(XZ) = E(E(X|B)Z) .

Définition 9.2.4. Soit X une v.a.r. et Y une v.a. quelconque, l’espérance conditionnelle
de X sachant'Y est la variable suivante

E(X]Y) = E(X[o(Y)) .
Remarque 9.2.5. La définition ci-dessus inclut la définition (les deux définitions

coincident dans le cas oY ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs).
Proposition 9.2.6. Soit XY des v.a.r. et B tribu C A,
(i) si X est B-mesurable alors E(X|B) = X
(ii) linéarité : Va,b € R, E(aX + bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B)
(iii) E(E(X|B)) = E(X)
(i) [E(X|B)| < E(X]||B)
(v) croissance : X 2 Y = E(X|B) > E(Y|B), p.s.
(vi) si X LY, E(XY|B) =E(X|B)E(Y|B)
(wit) si X LY, E(X|o(Y)) = E(X).
Démonstration. (partielle)
(i) X est B-mesurable et VB € B, E(X1p) =E(X1p) donc E(X|B) = X
(i) soit B € B,
E((eE(X|B) +bE(Y|B))1p) = aE(E(X|B)1p)+bE(E(Y|B)1p)
= aE(X1p)+bE(Y1p)
= E((aX +0Y)1p)
et aE(X|B) 4+ bE(Y|B) est B-mesurable (car la somme de deux variables B-mesurable
est B-mesurable, cf. prop. [2.4.2)), donc E(aX + bY'|B) = aE(X|B) + bE(Y|B).
Q € B (car B tribu) donc
E(E(X|B)) = E(1E(X|B))
= E(1oX)=E(X) .

Proposition 9.2.7. i) Si X|Y v.a.r. avec Y B-mesurable (B tribu C A), alors

E(XY|B) = YE(X|B) .
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it) Si By, Bs tribus C A avec By C Bs, alors pour toute v.a.r. X
E(E(X|B2)|By) = E(X|B) .

Démonstration. (i) Soit B € B, la variable Y15 est B-mesurable comme produit de va-
riables B-mesurables ( cf. prop. , donc

E(YE(X|B)1z) = E(YX1p).

La variable YE(X|B) est B-mesurable comme produit de variables B-mesurables ( cf.
prop. 2:4:2] D’ou le résultat.
(ii) Soit B € B3

E(E(E(X|B2)|B1)1g) = E(E(X|B2)1p)
(car Be By) = E(X1p).

La variable E(E(X|Bz)|B1) est Bi-mesurable, d’otu le résultat.

Exemple 9.2.8. Reprenons l'exemple[9.1.4 Soit

st X € {1,3}
st X =5
st X € {2,4}
st X =6 .

N R

Remarquons que la connaissance de Z implique la connaissance de Y et que donc o(Y) C
0(Z). Siwe{1,3}, alors Z=1 et

E(X1z_1)
P(Z = 1)

%(1+3):2.

E(X]|Z)(w)

Siw=05,7Z=2cet

E(X|Z)(w) =

De méme, E(X|Z)(w) =3 si w € {2,4} et E(X|Z)(w) = 6 si w = 6. Calculons pour w tel
que Y =1 (c’est a dire w € {1,3,5})

X 2 X 5

(]I

EEX[Z)[Y)(w) =

olw| +
ol

= 3.

De méme, pour w tel que Y = 0 (c’est a dire w € {2,4,6}) : E(E(X|Z)|Y)(w) = 4. Par
ailleurs, nous avons vu dans 'ezemple [9.1.4)

3 siY=1

E(XIY) = {4 SiY =0.

Donc on a E(E(X|Z)|Y) = E(X|Y) comme annoncé dans prop. ().



86 CHAPITRE 9. CONDITIONNEMENT

9.3 Exercices

9.3.1 Enoncés

1) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes X de loi exponentielle de
parametre 1 et Y de loi uniforme sur [0, 1] (cf. les autres exercices pour les densités de
ces lois).

(a) Calculer P(X 23, X —-Y >1).
(b) Calculer P(X —Y > 1).

(c) Calculer P(X > 3|X —Y > 1). Cette probabilité est-elle plus petite ou plus grande
que P(X >3)7

2) Soit p € [0,1]. Soit Ag le carré [0,1]> C R?. L’ensemble A; est un ensemble aléatoire
construit de la maniére suivante : on découpe Ay en 9 carrés, chaque petit carré appartient
a A; avec probabilité p (indépendamment des autres). On recommence l'opération sur
les carrés de A; pour former As (de maniére indépendante de ce qui s’est passé avant) et
ainsi de suite, on obtient des ensembles A;, Az, As,.... Si A, = 0 alors Vk > n, A}, = 0.
La figure ci-dessous représente une réalisation de A; et Ay (hachurés) pour une certaine
valeur de p.

AN

2)
A A,

(a) Pout tout n, on note Z, le nombre de carrés de coté 1/3™ formant A,. Soit n > 1,
montrer que Vr € [0,1], gz, (r) = gz,-1(f(r)) ou Vr € [0,1], f(r) = (pr + 1 — p)°.

En déduire que gz, (r) = f°"(r) ("on” veut dire que l'on compose n fois).
Montrer que f est convexe (c’est & dire que sa dérivée est une fonction croissante).
Calculer f(0), f(1), f/(1). Faire un dessin de f.
On suppose que p < 1/9.
i. Montrer que Vr € [0,1], gz, (r) — 1.

n—+oo

ii. En déduire que P(Z, =0) — 1.

n—-+4oo
ees ’ . p.s. <17 s,
iii. En déduire que Z,, —— 0. (On pourra considérer 1’événement
n—-+o0o

{w:Z,(w) —> 0} comme une réunion croissante d’événements.)
n—-+oo

On pourra se reporter & [Wil91] pour une étude plus compléte de ce probléme, appelé
< arbre de Galton-Watson >.

3) (a) Soit Z variable aléatoire positive réelle telle que Vu,t > 0, P(Z > t +u|Z > t) =
P(Z > u). Montrer que P(Z > t+u) =P(Z > t)P(Z > u).

(b) Soit f(t) = P(Z > t) pout t > 0. On suppose que f est dérivable. Montrer que
f(#) = f0)f().

9.3.2 Corrigés

(1) X et Y sont indépendantes donc la densité du couple (X,Y) est le produit des densités.
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(a) Par Fubini-Tonelli

P(X>3,X-YV>1) =

(b) Par Fubini-Tonelli

PX-Y>1) = /
x>0

—x
1$>31$>y+16 dx
1x>367Id$

e “dx

<y<l
/ e “dx
1Jzzy+1
eV ldy
1
_ e_l) — el _ 2
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(c) Donc P(X 23X - Y > 1)=P(X 23 X-Y>21)/PX-Y>1)=e3/(e! -

e ?) e 3 =P(X > 3).

(2) (a) Calculons

9z,(r) = E@7)
= E(E(r?"|Z,_1)) .

Dans l'ensemble A,,_;1, on numérote les carrés (de 1 & Z,,_1). On note pour tout
1€{1,...,Z,-1}, X; le nombre de carrés de A,, qui sont dans le carré numéro i
de A,_1. A Z,_1 fixé, les variables X; sont i.i.d. de loi B(9,p). Nous avons donc :

&=

92,(1)

E(f(r)?=)
= 9z,.,(f(r)) -

(E(r*t X2z, 1))
= EEGEXZo_1).. B %n-1|Z, 1))
E(E(r*|Zn_1)7"")

(b) Par récurrence : gz, ,(r) = gz,(f°"(r)). Or Zy est constante égale & 1, donc

92,(r) = r, donc gz, (r) = f(r).

(c) Calculons f'(r) = 9p(pr + 1 —p)8. La fonction f’ est positive (pour r € [0, 1]) donc

f est convexe (sur [0, 1]).

(d) Calculons f(0) = (1 —p)?, f(1) =1, f'(1) =

9p.
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FIGURE 9.1 — Dessin de f pour un p < 1.9.

(e) i. (Pas de démonstration, on le voit sur le dessin.)

ii. Nous avons P(Z,, = 0) = gz, (0) = 1 par la question précédente.
n—-+4oo

iii. Soit B, = {w: Z,(w) =0}. Si Z,(w) = 0 alors Z,4+1(w) = 0 donc B, C By41.
Par réunion croissante P(U,>0B,) = lim, 4o P(B,) = 1 par la question

précédente. Si w € Uy, 0By, alors Z,,(w) —+> 0, d’ou le résultat.
n——+0o0

P(Z>t+u,Z>t)
P(Z > 1)

P(Z >t +u)

P(Z > 1)

PZzt+ulZ>2t) =

car {Z >t+u} C{Z >t}
(b) On dérive par rapport & u puis on fait w = 0 dans la réponse précédente.



Chapitre 10

Variables gaussiennes

On se donne toujours un espace probabilisé (€2, A, P).

Les variables gaussiennes sont tres utilisée en modélisation a cause de leurs propriétés,
que nous allons détailler dans ce chapitre.

10.1 Définitions et propriétés

Définition 10.1.1. Une v.a. X a valeurs dans R? est dite gaussienne si Vu € RY, (u, X)
est une v.a.r. gaussienne. (On dit aussi que X est un vecteur gaussien.)

Théoréme 10.1.2. La loi d’une v.a. gaussienne X = (X1,...,X4) dans R? est entiérement
déterminée par le vecteur m = E(X) = (E(X1),...,E(Xq)) et la matrice carrée ¥x =
(BE(X;X;) — E(X;)E(X;)))1<i,j<a (dite matrice de covariance). On note Cov(X;, X;) =
E(X;X;) — E(X,)E(X;) Sa fonction caractéristique est alors

. 1
Vu e RY | &(u) = E(e""X)) = exp (z(u, m) — 2<qu,u>) .

Remarque 10.1.3. Le symbole (.,.) est le produit scalaire usuel dans R?. Pour u =
(up,...,uq) etm=(my,...,mz) :

(u,m) =uymy + -+ ugmyq .
Proposition 10.1.4.

les v.a. X1,...,Xq sont indépendantes <  Yx est diagonale

Démonstration partielle. Supposons que X x est diagonale. Ecrivons

o2 0 0
Sy = 0 o3
0 0 03
Soient Y7,...Yy des v.a.r. telles que X; et Y; ont méme loi pour tout j et Y7,..., Yy sont

89
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indépendantes. Calculons

1
Dx(u) = exp (i(u1m1 + o ugmy) — 5(0%@& +-+ a§u§)>

|
i~

1
exp (iujmj — 20?1@)
1

<.
Il

I

=~
&

>
g

<.
Il
-

I

=
&

Ry
&

.
I
<

(car les Y; ind.) = oy (u)

L
=

De maniére analogue au théoréme [6.5.4] ceci prouve que X = (Xy,...,Xy) et (Y1,...,Yy)
ont méme loi et donc X1, ..., Xy sont indépendants. O

Proposition 10.1.5. Soit X vecteur gaussien sur R%.

— La loi de X a une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) si, et seulement si,
Vu € RA{0}, (u,Xxu) > 0.
— Dans le cas ou X a une densité, celle-ci est

1

ze R —2<ZX1(;v—m),:r—m>> .

————=€xXD (
det(27r2x)

10.2 Gaussiennes et espérance conditionnelle

Théoreme 10.2.1. Soit (Y1,...,Yn, X) un vecteur gaussien centré (c’est a dire que E(Y7) =
- =E(Y,) =E(X)=0). Alors, 3A1,..., A\ € R tels que

E(X|o(Y,...,Ya) =D AY; .
j=1

De plus, pour toute fonction mesurable h : R — R,

E(h(X)|o(Y1,...,Y,)) :/}Rh(x)\/;r?exp (-W) dx

avec
2

F=E[|X-) NV ,m=Y NE(Y;) .
Jj=1 j=1

Remarque 10.2.2. Comme exposé dans la remarque[9.2.3, E(h(X)|o(Y1,...,Ys)) est une
v.a. qui s’écrit comme une fonction de Y1,...,Y,.

Exemple 10.2.3. Calcul des \; apparaissant dans le théoréme ci-dessus.
Notons Z = E(X|o(Y1...,Y,)). Nous avons Vi € {1,...,n},

E(ZY;) = E(XY}) = Cou(X, i) .

Et par ailleurs
E(ZY;) = E (Z )\kYz'Yk>

k=1
n

= A Cou(Y;, Yy) .
k=1
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Donc
(A ] Cou(X, Y1)
Ey X =
| A Cou(X,Y,)
[ A ] Cov(X, Y1)
= 2yt x
| A Cov(X,Y,)
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Annexe A

Table de la loi normale

P(X <r) avec X ~N(0,1)

0 0,01 0,02 003 004 005 0,06 0,07 0,08 0,09

0 | 05000 [ 05040 | 05080 [ 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05359

01 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 056596 | 05636 | 056675 | 05714 | 05753

02 | 05793 | 05832 | 056871 | 05510 | 05548 | 05587 | 06026 | 05064 | OB103 | OB14

03 | 06179 | 06217 | OB255 | 06293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 06480 | OB517

04 | 0Op554 | 06591 | 0pB28 | 06664 | 06700 | 06736 | 06772 | 0606 | 06844 | DBE7I

05 | 06915 | 045950 | 0Op5985 | 07019 | 0,/054 | 07088 | 07123 | 07157 | 07190 | 0,7224

06 | 07257 | 07291 | 07324 | 07357 | 07389 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549

07 | 07580 | 0,/611 | O/7642 | 0,7673 | 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07623 | 0,7852

06 | 07661 | 07910 [ 07939 | 07967 | 07995 | 08023 | 08051 | 06078 | 06106 | 08133

09 | 05159 | 08186 | 08212 | 08235 | 08264 | 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389

1 05413 | 05438 | 08461 | 05485 | 08508 | 08531 | 08554 | 08577 | 08593 | 08621

11 | 0Bk43 | DBEES | 08686 | 08708 | 08729 | 08749 | 08770 | 08790 | 08510 | 0,8830

12 | 08849 | 08863 | DBBEE | 08907 | 08925 | 08944 | 08962 | 0,8980 | 08997 | 09015

13 | 09032 | 03049 | 09066 | 09052 | 05099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177

14 | 09192 | 09207 | 05222 | 09236 | 09251 | 082656 | 09279 | 09292 | 09306 | 09319

15 | 059332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 05334 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441

16 | 09452 | 09463 | 09474 | 0594584 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 09545

17 | 09554 | 09564 | 09573 | 09562 | 09591 | 09599 | 09606 | 09616 | 09625 | 09633

16 | 039641 | 059645 | 09656 | 09664 | 09671 | 09675 | 05666 | 09693 | 09699 | 09706

18 105713 [ 05719 | 05726 | 059732 | 057358 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 09767

2 | 059772 | 09778 | 09763 | 09788 | 05793 | 09798 | 09803 | 09508 | 09612 | 09817

21109821 | 09826 | 09830 | 09834 | 0S838 | 09842 | 09346 | 09850 | 09854 | 09857

22 109661 | 09564 | 09868 | 09571 [ 09875 | 09676 | 093581 | 09864 | 09857 | 09830

23 |1 0S9893 | 05896 | 059898 | 09901 | 05504 | 09906 | 03909 | 09911 | 09913 | 09916

24 109918 | 059920 | 09922 | 09925 | 09927 | 09529 | 09931 | 09932 | 09934 | 09936

25 | 09938 | 059940 | 05541 | 09943 | 09545 | 09946 | 09948 | 0,9949 | 09951 | 059952

25 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 | 09960 | 09961 | 09962 | 0993 | 09964

27 | 0995 | 09966 | 09967 | 09965 | 09969 | 0595970 | 09971 | 09972 | 095973 | 09574

26 | 059974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 09976 | 09979 | 09979 | 095980 | 09561

29 1059951 | 09962 | 09962 | 09933 | 09954 | 099584 | 09985 | 099685 | 09986 | 09986
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