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Chapitre 1IntrodutionPlusieurs thématiques ont été étudiées dans le adre de e travail, ave le pointommun et la volonté de fournir des algorithmes e�aes, robustes, failes à implé-menter et partiulièrement rapides et performants. La rapidité des algorithmes estrendue néessaire par le ontexte généralement opérationnel des méthodes, et par unbesoin de traiter de plus en plus d'informations en un temps de plus en plus ourt.L'autre ontrainte que nous avons partiulièrement prise en ompte est la failitéd'utilisation et de mise en ÷uvre des méthodes développées.Dans le hapitre 2, nous aborderons di�érents problèmes de traitement d'imagespar une approhe originale dans le domaine : l'analyse asymptotique topologique, ouplus simplement le gradient topologique.Le traitement d'images onnaît à l'heure atuelle un nouvel élairage, grâe d'unepart aux nouvelles tehnologies de téléommuniation et de di�usion de l'information,qui reposent désormais sur l'envoi et la réeption de �ux massifs de données numé-riques sous forme d'images, et d'autre part au monde médial, dans lequel de trèsgrandes avanées ont été réalisées, notamment pour la détetion préoe de tumeurs,grâe à de nouvelles tehniques d'imagerie plus performantes.Notre étude est motivée par plusieurs onstatations. La première est que le gra-dient topologique est généralement utilisé pour des problèmes de méanique des stru-tures, design, oneption et optimisation de formes. Il a également été appliqué avesuès en életromagnétisme pour la détetion de �ssures ou d'objets enfouis. Or detrès nombreuses problématiques en traitement d'images reposent sur l'identi�ationde formes, par exemples les ontours ou un objet aratéristique de l'image. Ce pointommun nous a paru intéressant, et nous a permis d'adapter la méthode du gradienttopologique initialement utilisée pour la détetion de �ssures, à di�érents problèmesd'imagerie (restauration, lassi�ation, segmentation, inpainting).Le deuxième aspet qui nous a paru intéressant est la rapidité de la méthode.L'analyse asymptotique topologique a permis dans de très nombreux domaines d'ob-tenir des résultats extrêmement rapidement. Or que e soit dans l'imagerie médialeou dans la di�usion audiovisuelle grand publi (par exemple la télévision par satel-9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
lite ou internet), le temps de traitement doit être négligeable pour ne pas retarderrespetivement le diagnosti médial ou la di�usion du �ux. Il est don importantd'apporter une réponse extrêmement rapide à es di�érentes questions, en temps réelpour des �lms et en un temps négligeable (inférieur à la seonde) pour une image.Comme nous le verrons par la suite, la méthode du gradient topologique a e�eti-vement pu s'adapter parfaitement au traitement d'images, permettant d'obtenir desrésultats très intéressants, et pour un oût de alul partiulièrement faible.Dans le hapitre 3, nous nous intéresserons à l'assimilation de données pour les pro-blèmes géophysiques et environnementaux, et plus partiulièrement dans le adre del'atmosphère et des oéans. Depuis plusieurs années, une des préoupations majeuresonsiste à améliorer sensiblement la onnaissane de es systèmes réputés turbulents,l'un des buts étant de pouvoir prédire leur évolution à plus ou moins ourt terme aveune grande �abilité.Depuis la prévision météorologique grand publi pour les prohains jours, jus-qu'à l'étude du réhau�ement limatique, en passant par la détetion de phénomèneslimatiques extrêmes plusieurs semaines à l'avane, les enjeux sont sensiblement lesmêmes, et se résume au problème suivant. Il s'agit d'estimer rapidement et ave unetrès grande préision l'état d'un système turbulent, à partir d'une part d'équationsmathématiques qui essayent de modéliser les phénomènes physiques régissant le sys-tème atmosphère-oéans, et d'autre part d'observations de di�érente nature (in situ etsatellitaires), portant sur di�érentes quantités physiques, et éparpillées dans le tempset l'espae.Au delà de la taille extrême du problème à traiter (plusieurs milliards de valeursà estimer, à partir de entaines de millions d'observations) et de fait du temps dealul néessaire pour le résoudre, un autre fateur rentre en jeu : le oût humain dedéveloppement et d'utilisation d'une méthode d'assimilation de données. À l'heureatuelle, il est extrêmement di�ile de mettre en ÷uvre une telle méthode, mêmesur un problème relativement simple. Il nous a don paru intéressant d'étudier lapossibilité d'améliorer une des méthodes les plus simples d'assimilation de données, lenudging (ou relaxation newtonienne), a�n d'obtenir de bien meilleurs résultats sanstoutefois ompliquer la méthode.En appliquant la méthode du nudging au problème rétrograde en temps, nousavons onstaté qu'il est possible de stabiliser le système rétrograde, a priori instabledu fait de l'irréversibilité du problème physique. Ainsi, omme l'étude présentée auhapitre 3 le montre, nous pouvons remonter le temps, et réupérer une estimationplus �able du système à un instant passé, à partir duquel des prévisions peuventêtre déduites. En appliquant alternativement et itérativement la méthode du nudgingstandard au modèle diret et au modèle rétrograde en temps, nous obtenons un al-gorithme itératif extrêmement simple à mettre en ÷uvre, et qui fournit des résultatsnettement meilleurs que le nudging simple. En e�et, les résultats sont omparablesen qualité et obtenus souvent beauoup plus rapidement qu'en utilisant la méthodevariationnelle d'assimilation de données.
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Le hapitre 4 présente une étude à l'interfae de es deux disiplines, la probléma-tique étant l'assimilation de données images. À l'heure atuelle, une très grande quan-tité d'observations provenant d'images satellitaires n'est quasiment pas utilisée pouraméliorer la onnaissane de l'état du système. Pourtant, sur les séquenes d'imagesainsi obtenues, on peut voir très nettement ertaines strutures aratéristiques (y-lones, tourbillons, ourants d'eau haude, pollution, . . .) évoluer et se déplaer au �ldu temps.Plusieurs approhes peuvent être onsidérées pour résoudre e type de problème,et nous avons fait le hoix d'essayer d'identi�er et extraire des hamps de vitesse àpartir de séquenes d'images. Cela nous a paru être le hoix le plus approprié pour àla fois extraire rapidement des données onventionnelles (ar diretement reliées auxvariables du modèle), et pouvoir les utiliser ensuite dans un système d'assimilationstandard.L'idée que nous développons au hapitre 4 repose sur la méthode du �ot optique,qui onsiste à herher un hamp de déplaement qui envoie une image sur une autre.L'originalité de notre approhe réside dans la non linéarisation de la fontionnelle àminimiser, ombinée à une façon rapide d'assembler la matrie jaobienne. Une ap-prohe multi-grille permet en�n de garantir la qualité du minimum. Grâe à tout ela,nous arrivons à extraire des hamps de vitesse omplets en un temps très ourt, etil est également possible de fournir un estimateur de la qualité du hamp de vitesseobtenu, e qui peut être vu omme une information sur les statistiques d'erreur dees pseudo-observations dans le adre de l'assimilation de données.En�n quelques onlusions générales et perspetives de reherhe sont données auhapitre 5.
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Chapitre 2Traitement d'images par analyseasymptotique topologiqueCe hapitre résume les travaux ontenus dans [9, 10, 12, 13, 16, 22, 26℄.2.1 IntrodutionLe gradient topologique onsiste à étudier la variation d'un ritère lorsqu'onperturbe le domaine d'étude. Nous onsidérons ii l'approhe qui a été introduitepour étudier les problèmes d'optimisation topologique, dans lequel il faut généra-lement trouver une forme optimale et son omplémentaire dans un domaine donné[133, 98, 104℄.Cette méthode semble partiulièrement adaptée au traitement d'images, puisquede nombreux problèmes d'imagerie (tels que la lassi�ation, la segmentation, le dé-bruitage, l'inpainting, . . .) reposent sur l'identi�ation d'un sous-domaine partiulierde l'image, elui des ontours.La di�ulté généralement renontrée dans un problème d'optimisation de formesest la non di�érentiabilité. En e�et, reherher un domaine optimal est équivalentà reherher sa fontion aratéristique. Plusieurs méthodes lassiques ont été déve-loppées pour rendre e problème di�érentiable. Nous pouvons iter par exemple lesméthodes de relaxation, permettant à la fontion aratéristique de prendre toutes lesvaleurs entre 0 et 1, et l'approhe par ourbes de niveaux (ou level set) qui onsiste àremplaer la fontion aratéristique par une fontion régulière qui prend des valeurspositives dans le domaine reherhé et négatives en dehors [133, 34, 33, 36, 51, 157℄.L'optimisation topologique onsiste à faire varier la fontion aratéristique de0 à 1, mais uniquement dans des zones de taille in�nitésimale. De ette façon, lavariation de la fontion oût est faible quand une petite zone du domaine passe dusous-domaine reherhé à son omplémentaire (ou l'inverse). L'analyse asymptotiquetopologique permet justement d'étudier ette variation, et de dériver un gradient, dittopologique, de la fontion oût [133, 98, 158, 157℄.Au ours de e hapitre, nous rappelons dans un premier temps les outils de base13
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liés à l'analyse asymptotique topologique, avant d'étudier plusieurs appliations entraitement d'images : inpainting (reonstrution de l'image dans une zone où ellen'était pas onnue), restauration et débruitage, lassi�ation, segmentation. Par lasuite, nous présentons une méthode d'aélération des algorithmes que nous avonsintroduite, en s'appuyant sur la transformée de osinus disrète et un préonditionne-ment approprié. En�n, nous présentons un ouplage entre le gradient topologique etla méthode des hemins minimaux pour améliorer la détetion des ontours et éviterque eux-i ne soient pas onnexes.2.2 Analyse asymptotique topologique2.2.1 Présentation de la méthodeSoit Ω un ouvert borné régulier de R

2 (ou R
3). On onsidère une équation auxdérivées partielles dé�nie sur Ω, que l'on peut représenter sous forme variationnelle :trouver u ∈ V tel que a(u,w) = l(w),∀w ∈ V, (2.1)où V représente un espae de Hilbert sur Ω, généralement H1(Ω), a est une formebilinéaire oerive ontinue sur V, et l est une forme linéaire ontinue sur V . Ononsidère ensuite une fontion oût J mesurant un ritère sur la solution u de (2.1) :

J(Ω, u).Considérons maintenant une perturbation du domaine, par exemple représentéepar l'insertion d'une �ssure de petite taille σρ = x0 + ρσ(n), où x0 ∈ Ω représentele point d'insertion de la �ssure, σ(n) est une �ssure plane de normale unitaire nontenant l'origine du domaine. En�n ρ > 0 représente la taille de la perturbation,qui sera supposée petite. En notant Ωρ = Ω\σρ le domaine ainsi perturbé, nouspouvons alors herher la solution de l'EDP sur e nouveau domaine :trouver uρ ∈ Vρ tel que aρ(uρ, w) = lρ(w),∀w ∈ Vρ, (2.2)où Vρ, aρ et lρ représentent respetivement l'espae de Hilbert V restreint à Ωρ, et lesformes bilinéaire et linéaire perturbées.La fontion oût peut alors être réérite omme une fontion de ρ uniquement, enonsidérant la arte suivante :
j : ρ 7→ Ωρ 7→ uρ solution de (2.2) 7→ j(ρ) := J(Ωρ, uρ). (2.3)La théorie de l'analyse asymptotique topologique donne alors un développementasymptotique de la fontionnelle j lorsque ρ tend vers 0 :

j(ρ) − j(0) = f(ρ)G(x0) + o(f(ρ)), (2.4)où f(ρ) est une fontion positive tendant vers 0 lorsque ρ tend vers 0, et G(x0) estappelé le gradient topologique au point x0 d'insertion de la perturbation [133℄.La minimisation du ritère j onsiste alors à perturber le domaine aux endroitsoù le gradient topologique G est le plus négatif, en s'appuyant sur le développementasymptotique (2.4).
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2.2.2 Résultat prinipalDans la suite des travaux, nous nous appuierons sur le résultat suivant [37℄ :Théorème 2.1 S'il existe une forme linéaire Lρ dé�nie sur Vρ, une fontion f :
R

+ → R
+, et 4 nombres réels δJ1, δJ2, δa et δl tels que

• lim
ρ→0

f(ρ) = 0,
• J(Ωρ, uρ) − J(Ωρ, u0) = Lρ(uρ − u0) + f(ρ)δJ1 + o(f(ρ)),
• J(Ωρ, u0) − J(Ω, u0) = f(ρ)δJ2 + o(f(ρ)),
• (aρ − a0)(u0, pρ) = f(ρ)δa+ o(f(ρ)),
• (lρ − l0)(pρ) = f(ρ)δl + o(f(ρ)),où pρ est l'état adjoint, solution de

aρ(w, pρ) = −Lρ(w),∀w ∈ Vρ, (2.5)et uρ est solution de (2.2), alors la fontion oût j admet le développement asympto-tique (2.4), où le gradient topologique est dé�ni par
G(x) = δJ1 + δJ2 + δa− δl. (2.6)2.3 Inpainting [9, 13℄Dans ette setion, nous appliquons la méthode du gradient topologique au pro-blème de l'�inpainting� d'une image. L'inpainting onsiste à reonstituer les partiesahées d'une image, par exemple par un masque, ou à ause d'une détérioration,a�n de réupérer l'image entière et originale. Les appliations sont nombreuses, parexemple pour enlever les tâhes sur une image ou sur un �lm mal onservé, poursupprimer un logo ou une image inrustée sur une autre image, . . .Ce problème est lassiquement résolu par l'une des approhes suivantes : méthodesd'apprentissage (e.g. réseaux de neurones) [177, 178℄, minimisation d'une fontionnelled'énergie reposant sur la variation totale [67, 68℄, analyse morphologique pour séparerla texture du déor [87℄, . . .Pour étudier e problème, nous allons dans un premier temps essayer d'identi�eret reonstituer les ontours (ou arêtes) prinipaux de l'image dans la zone ahée(et don inonnue). La tehnique de détetion des �ssures est basée sur la di�usionthermique lassique [142, 66, 174, 175, 150℄, que nous avons améliorée en modélisantles ontours de l'image omme des �ssures. À l'aide de la onnaissane à la fois de laondition de Dirihlet et de elle de Neumann au bord de la zone ahée, nous pouvonsdé�nir un ritère, mesurant l'éart entre la solution d'un problème de Dirihlet etelle d'un problème de Neumann [118℄. Ce problème est analogue au problème deondutivité inverse, aussi onnu sous le nom de problème de Calderón [65℄. Seulementdeux mesures sont néessaires pour retrouver des �ssures simples [30, 31, 48℄. Plusieursapprohes numériques ont été proposées dans [40, 49, 50, 64, 96, 152, 151℄, mais laplus performante semble être l'approhe par analyse asymptotique topologique. La
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minimisation du ritère nous permettra alors d'identi�er les prinipales �ssures del'image dans la partie inonnue. En�n, l'image sera reonstituée entre les �ssuresgrâe au Laplaien.Cette setion résume les travaux présentés dans [9, 13℄. De nombreux tests numé-riques sont également présentés dans es référenes.2.3.1 Problème de loalisation des �ssuresDans ette partie, nous supposons que le domaine Ω ontient une �ssure σ∗. Onimpose un �ux φ ∈ H−1/2(Γ) sur le bord Γ du domaine Ω, et on veut trouver σ ⊂ Ωtelle que la solution u ∈ H1(Ω\σ) de





∆u = 0 dans Ω\σ,
∂nu = φ sur Γ,
∂nu = 0 sur σ,

(2.7)véri�e u|Γ = T où T ∈ H1/2(Γ) est donnée. Certaines onditions de ompatibilité surles données assurent que le problème est bien posé.Une approhe par gradient topologique a été introduite dans [37℄, et onsiste àdé�nir deux solutions di�érentes à partir des deux données de Dirihlet et Neumann :
uD ∈ H1(Ω\σ) telle que 




∆uD = 0 dans Ω\σ,
uD = T sur Γ,
∂nuD = 0 sur σ,

(2.8)
uN ∈ H1(Ω\σ) telle que 




∆uN = 0 dans Ω\σ,
∂nuN = φ sur Γ,
∂nuN = 0 sur σ.

(2.9)En remarquant que les deux solutions oïnident si σ = σ∗, l'idée onsiste àminimiser la fontion oût
J(σ) =

1

2
‖uD − uN‖2

L2(Ω). (2.10)Le développement asymptotique topologique de ette fontionnelle est détaillédans [37℄.2.3.2 Formulation des problèmes de Dirihlet et Neumann pour l'in-paintingDans notre approhe, Ω représente désormais l'image, on note Γ sa frontière, eton dénote par ω ⊂ Ω la partie ahée (inonnue) de l'image, et γ sa frontière. Soit vl'image dégradée et que l'on souhaite reonstituer. On suppose don que v est onnuesur Ω\ω, et inonnue sur ω.L'idée onsiste à adapter la méthode de loalisation des �ssures à l'inpainting :nous allons herher à identi�er les �ssures, ou ontours, σ dans la partie ahée ω de



2.3. INPAINTING [9, 13℄ 17
l'image, puis imposer que le Laplaien de l'image reonstruite soit nul dans ω\σ. Pourune �ssure σ donnée (i.e. pour un ontour donné dans la partie ahée de l'image),et en utilisant la onnaissane de v (donnée de Dirihlet) et de son �ux (donnéede Neumann) sur le bord γ de ω, on peut reonstruire deux solutions di�érentes àl'intérieur de ω.Pour une �ssure σ donnée dans ω, la solution uD(σ) ∈ H1(Ω\σ) du problème deDirihlet véri�e 




∆uD = 0 dans ω\σ,
uD = v sur γ,

∂nuD = 0 sur σ,

uD = v dans Ω\ω.
(2.11)En dehors de ω, la solution est égale à l'image originale, et à l'intérieur de ω, nousreprenons l'équation (2.8). De même, en supposant v régulière, on peut dé�nir unesolution uN ∈ H1(Ω\σ) du problème de Neumann :





∆uN = 0 dans ω\σ,
∂nuN = ∂nv sur γ,

∂nuN = 0 sur σ,

uN = v dans Ω\ω.
(2.12)À noter que d'un point de vue numérique, il est beauoup plus simple de résoudre unproblème de Neumann approhé :





∆uN = 0 dans ω\σ,
∂nuN = ∂nv sur γ,

∂nuN = 0 sur σ,

−α∆uN + uN = v dans Ω\ω,
(2.13)où α > 0 est petit.2.3.3 Développement asymptotiqueLa fontion oût reste inhangée et est dé�nie par (2.10), puisque nous souhaitonstrouver les �ssures σ ⊂ ω qui minimisent l'éart entre es deux solutions. En supposantque la �ssure σ est égale à x + ρσ, où x est le point d'insertion de la �ssure, ρ estla taille de la �ssure insérée (supposée petite) et σ est une �ssure de référene, denormale n, alors on peut réérire la fontion oût J dé�nie par (2.10) omme étantune fontion j(ρ) de ρ uniquement. Le développement asymptotique est alors donnépar

j(ρ) − j(0) = f(ρ)g(x, n) + o(f(ρ)), (2.14)où le gradient topologique g est donné par
g(x, n) = − [(∇uD(x).n)(∇pD(x).n) + (∇uN (x).n)(∇pN (x).n)] , (2.15)
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où uD et uN sont solutions de (2.11) et (2.12) respetivement, mais sans �ssure σinsérée (σ = ∅). pD et pN sont les états adjoints assoiés, respetivement solutionsdans H1(Ω) de 




pD = 0 dans Ω\ω,
pD = 0 sur γ,

−∆pD = −(uD − uN ) dans ω,

(2.16)




pN = 0 dans Ω\ω,
∂npN = 0 sur γ,

−∆pN = +(uD − uN ) dans ω.

(2.17)Le gradient topologique dé�ni par (2.15) peut se réérire sous la forme
g(x, n) = nTM(x)n, (2.18)où M(x) est une matrie symétrique 2 × 2 (ou 3 × 3 dans le as d'images tri-dimensionnelles, ou �lms) dé�nie par

M(x) = −sym(∇uD(x) ⊗∇pD(x) + ∇uN (x) ⊗∇pN (x)). (2.19)On en déduit que la valeur minimale de g(x, n) est atteinte lorsque n est le veteurpropre assoié à la valeur propre λmin(M(x)) la plus négative de M(x).2.3.4 AlgorithmeL'algorithme que nous avons dé�ni est don le suivant :
• Résolution des deux problèmes direts (2.11) et (2.12) non perturbés (σ = ∅).
• Résolution des deux problèmes adjoints (2.16) et (2.17) non perturbés.
• Assemblage en haque point x ∈ ω de la matrie M(x) dé�nie par (2.19).
• Dé�nition de l'ensemble des �ssures identi�ées :

σ = {x ∈ ω;λmin(M(x)) < δ < 0}, (2.20)où δ est un seuil négatif.
• Résolution du problème de Neumann diret (2.12) perturbé par σ.L'image ainsi obtenue oïnide ave l'image originale en dehors de ω, et a été reons-truite à l'intérieur de ω.2.3.5 RemarquesD'un point de vue numérique, les �ssures sont généralement modélisées par uneondutivité très faible plut�t que par un trou e�etif dans le domaine de alul. L'al-gorithme dé�ni préédemment a une omplexité en O(n. log(n)), où n est le nombrede pixels de l'image, omme expliqué au paragraphe 2.7.L'avantage de ette méthode est de permettre la reonstrution de l'image à l'aided'uniquement 5 résolutions d'EDPs, les deux problèmes direts, les deux problèmesadjoints, puis un problème diret perturbé. Les résultats présentés dans [9℄ montrent
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la qualité des résultats obtenus en appliquant ainsi seulement une itération du gradienttopologique.Le paramètre de ontr�le de la méthode se situe dans le seuillage du gradient : endessous d'un ertain seuil, nous estimons que les pixels onsidérés sont des ontoursde l'image, alors qu'au-dessus, nous estimons que e n'est pas le as. La résolutiondu dernier problème perturbé (2.12) pour trouver l'image reonstruite repose sur larésolution du problème de Poisson, et la netteté de l'image obtenue dépend de laonnexité des ontours identi�és. En e�et, si un ontour n'est pas fermé, le Laplaienrée une zone �oue. De fait, le ÷�ient de seuillage est généralement alé pourassurer la fermeture des prinipaux ontours de l'image, quitte à prendre en omptedes pixels qui ne sont en fait pas sur les ontours de l'image. Nous avons onstaté quenumériquement, e paramètre dépend très peu des images traitées et peut être �xé apriori.Une solution à e problème de seuillage est étudiée en setion 2.8.2.4 Restauration [16, 22℄Nous onsidérons dans ette setion le problème de la restauration d'une image,essentiellement dans le but de la débruiter. L'idée prinipale de la méthode est dedéteter les ontours de l'image bruitée, en utilisant le gradient topologique, a�n deles préserver dans le proessus de restauration.La méthode est également dérivée de la di�usion thermique. Les méthodes varia-tionnelles généralement onsidérées reposent sur la di�usion isotrope ou anisotropenon linéaire, et sur la minimisation de la variation totale [142, 66, 124, 174, 175, 43℄.D'autres approhes non variationnelles ont également été développées, et notammentdes méthodes statistiques [86℄.Cette setion résume les travaux présentés dans [16, 22℄. Nous ne détaillons pasii les résultats des tests numériques qui se trouvent dans es référenes.2.4.1 Formulation variationnelleSoit Ω ⊂ R

2 un ouvert borné, et soit v ∈ L2(Ω) l'image bruitée. Le débruitaged'une image passe généralement par la résolution du problème suivant :trouver u ∈ H1(Ω) telle que {
−div(c∇u) + u = v dans Ω,
∂nu = 0 sur ∂Ω,

(2.21)où n représente la normale unitaire extérieure à ∂Ω, et c est la ondutivité, que nousallons dé�nir par la suite. Di�érents hoix de ondutivité sont possibles, essentielle-ment c onstant (méthode de di�usion linéaire, rapide mais qui rend l'image �oue),et c dé�ni par une fontion non linéaire de ∇u (di�usion non linéaire, qui préserve lesontours [175, 43℄). Dans notre approhe, c ne prendra que 2 valeurs, soit une valeurde l'ordre de 1 en dehors des ontours de l'image a�n de lisser l'image, soit 0 sur lesontours a�n de les préserver.



20 CHAPITRE 2. TRAITEMENT D'IMAGES
Imposer c = 0 sur une partie de l'image revient à perturber le domaine en insérantdes �ssures. Pour un point x0 ∈ Ω �xé, et pour un paramètre ρ > 0 supposé petit, ononsidère le domaine perturbé Ωρ = Ω\σρ par l'insertion d'une �ssure σρ = x0+ρσ(n),où σ(n) est une �ssure de normale unitaire n ontenant l'origine du domaine. Leproblème perturbé peut s'érire sous la forme variationnelle suivante :trouver uρ ∈ H1(Ωρ) telle que aρ(uρ, w) = lρ(w), ∀w ∈ H1(Ωρ), (2.22)où aρ (resp. lρ) est une forme bilinéaire (resp. linéaire) dé�nie sur H1(Ωρ) (resp.

L2(Ωρ)) par
aρ(u,w) =

∫

Ωρ

(c∇u∇w + uw) dx, lρ(w) =

∫

Ωρ

vw dx. (2.23)La détetion des ontours de l'image revient à minimiser par rapport au domainela fontionnelle d'énergie suivante :
j(ρ) = J(Ωρ, uρ) =

∫

Ωρ

‖∇uρ‖2. (2.24)2.4.2 Gradient topologiqueEn s'appuyant sur le théorème 2.1, un développement asymptotique peut êtredérivé pour la fontion oût (2.24) et s'érit sous la forme :
j(ρ) − j(0) = ρ2G(x0, n) + o(ρ2), (2.25)ave

G(x0, n) = −πc(∇u0(x0).n)(∇p0(x0).n) − π|∇u0(x0).n|2, (2.26)où p0 est la solution du problème adjoint non perturbé :
{

−div(c∇p0) + p0 = −∂uJ(Ω, u0) dans Ω,
∂np0 = 0 sur ∂Ω.

(2.27)Comme préédemment, le gradient topologique peut se réérire sous la forme
G(x, n) = 〈M(x)n, n〉, où M(x) est la matrie symétrique 2 × 2 (en dimension 2)dé�nie par

M(x) = −πc∇u0(x)∇p0(x)
T + ∇p0(x)∇u0(x)

T

2
− π∇u0(x)∇u0(x)

T . (2.28)2.4.3 AlgorithmeL'algorithme onsiste à insérer des petites inhomogénéités (ou �ssures) dans leszones de l'image où le gradient topologique est inférieur à un ertain seuil, e quisigni�era qu'il s'agit vraisemblablement de ontours de l'image. Notre algorithme estle suivant :
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• Initialisation : c = c0 (valeur onstante, imposée partout).
• Résolution des problèmes diret (2.21) et adjoint (2.27) non perturbés.
• Assemblage de la matrie 2 × 2 M(x) dé�nie par (2.28) en haque point del'image, et alul de sa valeur propre la plus négative λmin(M(x)).
• On dé�nit la nouvelle ondutivité :

c1 =

{
ε si x ∈ Ω est tel que λmin(M(x)) < α < 0,
c0 sinon, (2.29)où ε > 0 est supposé petit, et α est un ÷�ient de seuillage négatif.

• Résolution du problème diret (2.21) en utilisant c = c1.L'image ainsi obtenue est l'image débruitée.2.4.4 RemarquesD'un point de vue numérique, il est beauoup plus faile d'imposer c égal à unevaleur très faible (ii ε) plut�t que de travailler sur un domaine perturbé Ωρ. Larésolution du problème (2.21) ave c = c1 est une approximation de la résolution duproblème perturbé (2.22), d'autant plus préise que ε est petit.Comme préédemment, et algorithme est extrêmement e�ae, et ne néessiteque 3 résolutions d'une EDP sur le domaine de l'image : les problèmes diret et adjointnon perturbés, puis le problème diret perturbé. La omplexité de et algorithme estune fois enore en O(n. log(n)) (voir le paragraphe 2.7).Les résultats ainsi obtenus, présentés par exemple dans [16℄, sont de très bonnequalité, omme on peut le onstater visuellement, ou en utilisant le ratio signal surbruit (SNR). Il faut noter que là enore, l'algorithme néessite le seuillage du gradienttopologique, a�n de déider si les points onsidérés font partie des ontours de l'imageou non. Contrairement à l'inpainting, le fait de ne pas identi�er des ontours fermésn'est pas essentiel, au sens où ela in�ue assez peu sur le résultat. Toutefois, la méthodeprésentée au paragraphe 2.8 permet ii aussi d'obtenir des ontours fermés, ave moinsde points faussement identi�és omme appartenant aux ontours. La qualité de l'imagerestaurée est ainsi meilleure.2.4.5 Couplage des anaux dans le as d'images ouleurIl existe plusieurs façons de onsidérer une image en ouleur. En utilisant un espaeadapté pour la représentation multi-dimensionnelle, par exemple l'espae RGB (rouge-vert-bleu), l'image en ouleur peut être modélisée par une fontion de Ω dans R
3 aulieu de R. Une première approhe onsiste à déoupler les anaux, et résoudre unproblème diret et un problème adjoint pour haun des anaux. Mais es équationspeuvent également être résolues diretement de façon vetorielle pour identi�er lesimages vetorielles u et p. Le développement asymptotique topologique reste donnépar les équations (2.25-2.26) et (2.28), où les fontions impliquées sont vetorielles,i.e. le gradient topologique vetoriel est la somme des expressions orrespondant àhaun des anaux [22℄.
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Une autre approhe a été étudiée dans [22℄, en utilisant une norme qui permetde oupler les di�érents anaux entre eux. Dans l'approhe dé�nie par Di Zenzo [83℄,l'idée onsiste à onsidérer le tenseur de struture

T =

(
t11 t12
t21 t22

)
, tij =

3∑

k=1

∂uk

∂xi

∂uk

∂xj
, 1 ≤ i, j ≤ 2, (2.30)dans le as d'images bi-dimensionnelles. Ce tenseur dérit la struture di�érentiellede l'image, et le gradient de Di Zenzo est dé�ni par la plus grande valeur propre dee tenseur :

‖∇u‖DZ =
1√
2

[
t11 + t22 +

√
(t11 − t22)2 + 4t212

] 1

2

. (2.31)Grâe à une réériture du gradient à l'aide de la fontion suivante :
H(∇u) =

1 +
√

1 − 4f(∇u)
2

, (2.32)ave
f(∇u) =

det2(∇u1,∇u2) + det2(∇u1,∇u3) + det2(∇u2,∇u3)

(|∇u1|2 + |∇u2|2 + |∇u3|2)2
, (2.33)

det2(∇us,∇ut) =

(
∂us

∂x1

∂ut

∂x2
− ∂ut

∂x1

∂us

∂x2

)2

, (2.34)il est possible de dériver le développement asymptotique de la fontion oût dé�niepar l'équation (2.24) dans laquelle la norme utilisée est elle dé�nie en (2.31) :
G(x0, n) =

3∑

k=1

[
−πc(∇uk

0(x0).n)(∇vk
0 (x0).n) − πH(∇u0(x0))|∇uk

0(x0).n|2
] (2.35)en utilisant les mêmes notations que préédemment.Dans [22℄, nous montrons que ette approhe a le même oût de alul que l'al-gorithme où les di�érents anaux sont déouplés, alors qu'il permet d'améliorer ladétetion des ontours de l'image, et par onséquent d'obtenir une image restauréeplus préise aux abords des ontours de l'image.2.5 Classi�ation [10, 16℄Dans ette setion, nous nous intéressons au problème de la lassi�ation d'uneimage en di�érentes lasses, de façon régularisée et non supervisée.L'idée repose sur une idée introduite dans [150, 43℄, onsistant à oupler la lassi�-ation ave la restauration. Nous adaptons ii ette idée à notre approhe par analyseasymptotique topologique.Cette setion résume les travaux présentés dans [16, 10℄ sans détailler les résultatsnumériques.
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2.5.1 Introdution du problèmeSoit v l'image originale dé�nie sur Ω, et soient n lasses (i.e. niveaux de gris, ououleurs) Ci, 1 ≤ i ≤ n, que l'on suppose prédé�nies pour le moment. Le but de lalassi�ation est de trouver une partition de Ω en sous-ensembles Ωi, reouvrant toutle domaine Ω, et tels que v soit prohe de Ci dans Ωi.Une approhe variationnelle peut être dé�nie à l'aide de la fontion oût suivante :

J((Ωi)i=1...n) =
n∑

i=1

∫

Ωi

(v(x) − Ci)
2 dx+ α

∑

i6=j

|Γij |, (2.36)où Γij représente l'interfae entre deux sous-domaines Ωi ∩ Ωj .La di�ulté majeure de ette approhe est que les inonnues sont des ensembleset non des variables, e qui rend l'approhe par analyse asymptotique topologiquepartiulièrement appropriée pour traiter e problème. Le développement du gradienttopologique ainsi que les résultats numériques sont présentés dans [10℄.2.5.2 Approhe ouplée restauration-lassi�ationUne autre solution onsiste à oupler la lassi�ation ave la restauration, enreprenant l'approhe présentée dans la setion préédente 2.4. L'idée est de lisserbeauoup plus fortement l'image, puis de la lassi�er sans auune régularisation. Ene�et, si l'on enlève le terme de régularisation de l'équation (2.36), ela revient à dé�nir
Ωi omme étant l'ensemble des pixels qui sont plus prohes de Ci que des autresvaleurs prédé�nies. En d'autres termes, les pixels sont assignés aux sous-domainesreprésentant leur lasse la plus prohe.Au lieu de hoisir c = ε ou c = c0 pour le problème perturbé (équation (2.29)),nous hoisissons de dé�nir c = c1 ave

c1 =

{
ε sur les ontours identi�és,
c0

ε
en dehors. (2.37)L'algorithme est alors le suivant :

• Appliation de l'algorithme de restauration dé�ni en setion 2.4, en remplaçant(2.29) par (2.37).
• Classi�ation non régularisée de l'image u1 ainsi obtenue, en assignant parexemple haque pixel à sa lasse la plus prohe.Comme préédemment, la omplexité de l'algorithme est en O(n. log(n)), et lesrésultats numériques présentés dans [10℄ omparent l'e�aité relative des di�érentesapprohes proposées. De plus, omme ela est présenté, en jouant sur le paramètre

c1, il est possible de régulariser plus ou moins la solution obtenue, et ela permetégalement d'obtenir de très bons résultats sur des images bruitées.
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2.5.3 Extension au as non superviséEn supposant que le nombre de lasses n soit donné, mais pas leurs valeurs Ci, ilest possible de les déterminer de façon optimale en les intégrant dans la minimisationde la fontion oût :

min
(Ωi),(Ci)

j((Ωi), (Ci)) =
n∑

i=1

∫

Ωi

|v(x) − Ci|2 dx+ α
∑

i6=j

|Γij |. (2.38)L'idée est de minimiser la fontionnelle j alternativement par rapport aux sous-domaines et par rapport aux lasses. La minimisation par rapport aux sous-domainesrevient à lassi�er l'image pour les valeurs Ci, et la minimisation par rapport auxlasses revient à imposer
Ci =

1

|Ωi|

∫

Ωi

v(x) dx. (2.39)L'algorithme de lassi�ation non supervisée est alors :
• Initialisation : hoisir un jeu de lasses C1, . . . , Cn, par exemple équi-réparties.
• Répéter jusqu'à onvergene :� Trouver l'image lassi�ée pour les lasses C1, . . . , Cn en utilisant l'algorithmepréédent.� Mettre à jour les lasses ave (2.39).De même, si le nombre n de lasses n'est pas donné, on peut ajouter un termesupplémentaire �+βn� dans la fontion oût (2.38), et minimiser également par rap-port à n. Le hoix du paramètre de régularisation β in�ue diretement sur le nombrede lasses qui sera identi�é.2.6 Segmentation [12, 13℄La segmentation onsiste à déteter automatiquement les di�érentes omposantesd'une image. L'idée de base reste la même, à savoir qu'il faut d'abord ommener parherher les ontours de l'image, e qui revient à séparer les di�érentes omposantesde l'image.Plusieurs approhes ont été proposées dans la littérature. On peut iter les ap-prohes variationnelles, par exemple basées sur la minimisation de la fontionnelle deMumford-Shah [136℄, les ontours atifs et méthodes de serpent [55, 156℄, les approhesstohastiques [54, 61℄, les transformées d'ondelettes, . . .[43, 45, 42, 140, 149, 150, 176℄.Cette setion présente les prinipaux résultats obtenus dans [12, 13℄. Des testsnumériques ont également été réalisés dans es référenes a�n de montrer l'e�aitéde la méthode.
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2.6.1 De la restauration à la segmentationOn onsidère à nouveau l'algorithme de restauration dans lequel on utilise laondutivité suivante pour le problème perturbé :

c(ε) =

{
ε sur ω,
1

ε
en dehors de ω, (2.40)où ω ⊂ Ω représentera par la suite l'ensemble des ontours de l'image. Dans un premiertemps, on suppose que ω n'est pas d'intérieur vide, i.e. qu'il est de o-dimension 0 dans

Ω. En utilisant (2.40), l'algorithme revient alors à onsidérer le problème suivant :
(Pε)





−div(ε∇uε) + uε = v dans ω,

−div
(

1

ε
∇uε

)
+ uε = v dans Ω\ω,

∂nuε = 0 sur ∂Ω,

(2.41)où uε ∈ H1(Ω), i.e. ave la ondition impliite de reollement de c(ε)∂nuε des deux�tés de ∂ω.Nous avons alors le résultat asymptotique suivant [12℄ :Théorème 2.2 Si uε est l'unique solution du problème (Pε) dans H1(Ω), alors
lim
ε→0

(‖∇uε −∇u0‖L2(Ω\ω) + ‖uε − u0‖L2(ω)) = 0, (2.42)où u0 ∈ H1(Ω\ω) ∩ L2(Ω) est la solution de
(P0)





u0 = v dans ω,

−div (∇u0) = 0 dans Ω\ω,
∂nu0 = 0 sur ∂ω,

∂nu0 = 0 sur ∂Ω.

(2.43)Ce résultat nous indique qu'on peut approher l'image segmentée u0 à l'aide de uε.Désormais, on suppose que ω est de o-dimension 1 dans Ω, e qui permet de mieuxgérer la situation réelle. En e�et, du point de vue des appliations, il est naturel deonsidérer que les ontours forment un ensemble de dimension 1 lorsque l'image estde dimension 2 par exemple. Pour garder la ohérene ave les setions préédentes,nous noterons désormais σ et ensemble, qui désigne don les ontours de l'image. Onsuppose que et ensemble est onnu, grâe à la méthode de détetion des ontoursque nous avons vue à plusieurs reprises préédemment.Le problème (Pε) devient désormais
(P̃ε)





−div
(

1

ε
∇uε

)
+ uε = v dans Ω\σ,

∂nuε = 0 sur σ,

∂nuε = 0 sur ∂Ω,

(2.44)où uε ∈ H1(Ω\σ). L'existene et uniité de la solution est garantie si v ∈ L2(Ω). Lerésultat asymptotique devient alors [12℄ :
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Théorème 2.3 Si uε est l'unique solution du problème (P̃ε) dans H1(Ω\σ), alors

‖uε‖L2(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω), ‖∇uε‖L2(Ω\σ) ≤
√
ε‖v‖L2(Ω), (2.45)et

lim
ε→0

‖∇uε −∇u0‖L2(Ω\σ) = 0, (2.46)où u0 ∈ H1(Ω\σ) est l'unique solution de
(P̃0)





−div (∇u0) = 0 dans Ω\σ,∫

Ωi

u0 =

∫

Ωi

v ∀Ωi omposante onnexe de Ω\σ,
∂nu0 = 0 sur σ,

∂nu0 = 0 sur ∂Ω.

(2.47)La résolution direte du problème (P̃0) peut s'avérer extrêmement oûteuse enpratique, à ause du très mauvais onditionnement du système. L'idée est alors derésoudre des approximations (P̃ε), et d'approher la solution u0 à l'aide des solutions
uε ainsi onstruites.2.6.2 Développement en série entièreNous allons nous appuyer sur le développement en série entière de la solution uεpour onstruire une suite d'approximations [12℄ :Théorème 2.4 Il existe une onstante εR > 0 et une famille de fontion (un)n∈N de
H1(Ω\σ) telle que pour tout 0 ≤ ε ≤ εR,

uε =
∞∑

n=0

unε
n. (2.48)De plus, u0 est l'unique solution du problème (P̃0), et les autres fontions sont lesuniques solutions dans H1(Ω\σ) des problèmes respetifs suivants :

(P̃1)





−div (∇u1) = −u0 + v dans Ω\σ,∫

Ωi

u1 = 0 ∀Ωi omposante onnexe de Ω\σ,
∂nu1 = 0 sur σ,

∂nu1 = 0 sur ∂Ω,

(2.49)
n ≥ 2, (P̃n)





−div (∇un) = −un−1 dans Ω\σ,∫

Ωi

un = 0 ∀Ωi omposante onnexe de Ω\σ,
∂nun = 0 sur σ,

∂nun = 0 sur ∂Ω. (2.50)
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On peut alors dé�nir la fontion suivante :

f(ε) := uε ∈ H1(Ω\σ), (2.51)qui admet le développement en série entière (2.48) autour de l'origine. On onsidèrealors une famille de points (εi) hoisis dans un intervalle [εc, εR], où εc est une valeurritique pour laquelle on estime qu'il n'est plus raisonnable de résoudre numérique-ment le problème (P̃ε), et εR est inférieur au rayon de onvergene de la série. À l'aidede es points, nous pouvons dé�nir des polyn�mes d'interpolation de degré arbitraire :
gN (ε) =

N∑

i=1




N∏

j=1,j 6=i

ε− εj

εi − εj


uεi

, (2.52)où N est le nombre de points εi hoisis, et gN est alors de degré N − 1.L'analyité de la fontion f permet d'estimer l'erreur d'approximation, et d'a�r-mer que
‖u0 − gN (0)‖H1(Ω\σ) = O(εNc ). (2.53)2.6.3 AlgorithmeOn peut alors dé�nir l'algorithme suivant, basé en partie sur l'algorithme de res-tauration dé�ni en setion 2.4 :

• Résoudre les problèmes diret (2.21) et adjoint (2.27) non perturbés (i.e. ave
c = c0 partout).

• Assembler la matrie M(x) dé�nie par (2.28) et aluler la valeur propre
λmin(M(x)) la plus négative en haque point du domaine.

• Dé�nir l'ensemble des ontours : σ = {x ∈ Ω; λmin < α < 0} où α est un ÷�-ient de seuillage négatif.
• Dé�nir la valeur ritique εc > 0 en dessous de laquelle la résolution numériquedu problème (P̃ε) est di�ile.
• Choisir le degré N de l'approximation pour que la norme du résidu soit en
O(εNc ), et N valeurs di�érentes (εi).

• Résoudre les N problèmes (P̃εi
).

• Caluler la valeur en 0 du polyn�me d'interpolation gN dé�ni par (2.52).La omplexité de et algorithme est don en O(N.n. log(n)), où n est le nombre depixels de l'image, etN est le degré de l'approximation par interpolation. Typiquement,dans les tests numériques, N est de l'ordre de 2 à 5.Des tests numériques ont été réalisés pour montrer l'intérêt de et algorithme, etsont présentés dans [12℄.2.7 Complexité des algorithmes [13, 16℄Nous présentons ii les tehniques que nous avons utilisées pour résoudre les dif-férentes équations aux dérivées partielles, a�n d'obtenir une omplexité théorique en
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O(n. log(n)) [13℄. Des expérienes numériques ont on�rmé ette omplexité théorique[16, 13℄.2.7.1 Transformée de osinus disrèteTous les algorithmes que nous avons utilisés reposent sur des résolutions de l'équa-tion {

−div(c∇u) + u = v dans Ω,
∂nu = 0 sur ∂Ω,

(2.54)ave di�érentes valeurs de c. Les premières résolutions onernent les systèmes diretet adjoint non perturbés, i.e. ave une ondutivité c onstante. En utilisant une trans-formée de osinus disrète (DCT, équivalente à une transformée de Fourier disrètemais en ne gardant que les osinus), le problème (2.54) est équivalent à résoudre
∑

m,n

(
1 + c(mπ)2 + c(nπ)2

)
um,nφm,n =

∑

m,n

vm,nφm,n, (2.55)où les fontions φm,n = δm,n cos(mπx) cos(nπy) forment une base de osinus dans
R

2, et où (vm,n) représente les ÷�ients de la DCT de l'image originale v. Paridenti�ation dans l'équation (2.55), les ÷�ients (um,n) de la DCT de l'image uque l'on herhe sont :
um,n =

vm,n

1 + c(mπ)2 + c(nπ)2
. (2.56)La omplexité d'une DCT est O(n. log(n)) où n est le nombre de pixels de l'image.La résolution des problèmes non perturbés se fait de la façon suivante :

• Calul des ÷�ients vm,n de la DCT de l'image originale v.
• Calul des ÷�ients um,n en utilisant (2.56).
• Assemblage de l'image u à partir de ses ÷�ients um,n par une DCT inverse.2.7.2 Gradient onjugué préonditionnéLa solution des di�érents problèmes étudiés provient alors de la résolution d'unproblème perturbé. Mais il faut noter que la perturbation est �nalement assez faibleau sens où la ondutivité c est onstante, sauf dans une zone généralement négligeablede l'image.Le problème perturbé qu'il faut résoudre peut s'érire sous la forme

A(c)u = B, (2.57)où u est l'inonnue. Nous avons vu que le problème (2.57) se résout très rapidementdans le as c onstant. L'idée est de préonditionner le as où c n'est pas onstant àl'aide du as onstant. Le problème (2.57) est équivalent au problème suivant :
[
A(c0)

−1A(c)
]
u =

[
A(c0)

−1B
]
. (2.58)
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L'intérêt est que pour c prohe de c0, e qui est généralement le as, la matrie dusystème à inverser est prohe de l'identité, e qui aélère la résolution. En utili-sant un gradient onjugué préonditionné de ette façon, nous pouvons espérer resteren O(n. log(n)) opérations pour résoudre le problème perturbé. Tous les tests numé-riques que nous avons réalisés, en petite omme en grande dimension, on�rment etteomplexité théorique.L'avantage indéniable est que ela permet de traiter des �lms en temps réel, àondition toutefois de déouper le �lm en séquenes ourtes (de l'ordre d'une à deuxseondes) pour pouvoir utiliser une approhe tri-dimensionnelle sans retarder la di�u-sion de plus que quelques seondes. Notre approhe permet également de traiter desimages de grande taille en un temps quasiment négligeable (par exemple, une image
1600 × 1200 pixels en moins d'une seonde ave un ode en ++).2.8 Couplage du gradient topologique ave la méthodedes hemins minimaux [26℄Comme nous l'avons vu, dans ertaines appliations omme la segmentation ousurtout l'inpainting, il est extrêmement important d'identi�er des ontours fermés,a�n de pouvoir utiliser le Laplaien dans des zones indépendantes. Or le système quenous avons dérit pour identi�er les ontours repose sur un seuillage du gradient topo-logique : en dessous d'un ertain seuil, les points sont onsidérés omme appartenantà des ontours.Nous avons onstaté que les ontours oïnident en fait ave les lignes de fond devallée du gradient topologique. En adaptant le seuil, il est possible de les réupérermais ela nous oblige à onsidérer beauoup de points supplémentaires qui ne sonten fait pas des points appartenant aux ontours. Pour identi�er rapidement les lignesde fond de vallée du gradient topologique, nous proposons d'utiliser la méthode deshemins minimaux et du fast marhing [71, 73, 82, 84, 179, 145, 164℄.Dans la suite, nous onsidérons n'importe laquelle des appliations en traitementd'image préédemment traitées. Nous supposons uniquement que le gradient topolo-gique g a été dé�ni et alulé, et nous souhaitons identi�er les lignes de fond de vallée,orrespondant aux zones les plus négatives du gradient topologique.Cette étude est tirée de [26℄, qui présente quelques résultats numériques dans leadre de l'inpainting et de la segmentation.2.8.1 Chemins minimauxSoit g le gradient topologique, l'idée des hemins minimaux est de dé�nir unefontion potentiel, permettant de mesurer en haque point du domaine Ω le oûtpour un hemin de passer par e point. Comme le potentiel doit être positif, nousproposons d'utiliser la fontion suivante :

P (x) = g(x) − min
y∈Ω

{g(y)} . (2.59)
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L'avantage de e hoix est que plus le gradient topologique est négatif, plus la fontionpotentielle est prohe de 0, et moins 'est oûteux pour un hemin de passer à etendroit. À l'inverse, il est extrêmement oûteux pour un hemin de passer par unpoint dont le gradient topologique est positif (ou faiblement négatif).En notant C(s) un hemin (ou une ourbe) sur Ω, où s représente l'absisse ur-viligne, on peut dé�nir le oût total du hemin de la façon suivante :

J(C) =

∫

C
(P (C(s)) + α) ds, (2.60)où α > 0 est un ÷�ient de régularisation, mesurant la longueur réelle du hemin.Le but est de minimiser la fontion oût J , a�n par exemple de trouver le heminle plus ourt (en distane) et le moins onéreux (au sens de la fontion potentiel),reliant deux points. Pour e faire, on dé�nit la distane suivante sur l'image :

D(x;x0) = inf
C∈A(x,x0)

J(C), (2.61)où A(x, x0) est l'ensemble des hemins reliant x à x0.2.8.2 Fast marhingUne façon extrêmement performante de onstruire la fontion distane dé�nie par(2.61) est d'utiliser une équation de propagation d'un front :
∂C(s, t)

∂t
=

1

P (C(s, t)) + α
nC(s, t), (2.62)où nC(s, t) est la normale unitaire extérieure au front C. L'initialisation est géné-ralement faite ave C(s, 0) égal à un erle de taille in�nitésimale autour du point

x0. La méthode du fast marhing est la suivante : d'après la théorie des équations Ei-konales, la distane D(x;x0) est exatement l'instant t pour lequel le front C initialiséen x0 atteint le point x [179, 84℄.En hoisissant un point x0 de référene, la résolution de l'équation (2.62) pour untemps su�samment long (i.e. jusqu'à e que tous les points aient été atteints, et donjusqu'à e que C oïnide ave le bord du domaine ∂Ω) donne diretement la distane
D(x;x0) pour tout point x du domaine.2.8.3 Algorithme oupléEn onsidérant que le minimum global du gradient topologique est ertainementun point de ontour, on l'utilise généralement omme point x0 de référene. On peutalors onstruire la distane entre x0 et n'importe quel point du domaine. À partir delà, un simple algorithme de desente sur la fontion distane en partant d'un point
x1 donnera le hemin minimal entre x0 et x1, 'est-à-dire le hemin le plus ourt etle moins oûteux entre es deux points. Si x0 et x1 sont deux points sur le même
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ontour, omme la fontion potentiel est hoisie de telle sorte qu'il soit peu oûteuxde rester sur le ontour (grâe au gradient topologique), le hemin minimal sera unetrès bonne approximation du ontour entre x0 et x1. L'avantage est que ette fois-i,le ontour identi�é entre es deux points sera fermé.Une amélioration très peu oûteuse onsiste à utiliser plusieurs points d'initialisa-tion, et de onstruire la fontion distane à l'ensemble de es points. Le diagrammede Voronoï orrespondant peut être vu omme le graphe dual de elui de la fontiondistane, et le point de distane minimale sur haque arête du diagramme donne lepoint équidistant le plus prohe des deux points-lés orrespondant à l'arête.L'algorithme est �nalement le suivant :

• Construire le gradient topologique pour la détetion de ontours, omme vudans les setions préédentes.
• Choisir N points-lés. Le prinipal point-lé est le minimum global du gradienttopologique, et les autres sont par exemple d'autres points ayant pour gradienttopologique des valeurs prohes du minimum global.
• Construire la fontion distane à et ensemble de points-lés.
• En déduire le diagramme de Voronoï orrespondant.
• Pour haque arête, trouver le point de distane minimale.
• Pour haun de es points-selles, lassés par distane roissante, véri�er qu'il neservira pas à relier des points-lés déjà onnetés à plusieurs autres points-lés.
• Si e n'est pas le as, utiliser e point de distane minimale pour initialiser unalgorithme de desente vers haun des deux points lés voisins, a�n de réupérerle hemin minimal orrespondant entre les deux points-lés.Cet algorithme onverge et assure que haque point-lé est onneté à au plusdeux autres points-lés. Cela fournit don un ontour fermé, reliant les points-lés, etqui est une approximation d'un ontour de l'image puisqu'il passe dans un fond devallée du gradient topologique.Comme nous l'avons onstaté dans [26℄, ela permet d'améliorer sensiblementnotre algorithme d'inpainting. Cela permet également de segmenter l'image plus e�-aement. Pour les autres appliations, nous n'avons pas onstaté de gain réellementsigni�atif en utilisant ette méthode.2.9 Conlusions et perspetivesNous avons utilisé la tehnique de détetion de �ssures, qui s'appuie sur le gra-dient topologique, dans le but d'étudier plusieurs aspets du traitement d'images :inpainting, restauration, segmentation, lassi�ation. Dans toutes es appliations,nous avons obtenu de très bons résultats, et surtout dans un temps de alul trèsourt.Les méthodes présentées ii peuvent s'appliquer indi�éremment aux images ennoir et blan, en ouleur, bi- ou tri-dimensionnelles, ainsi qu'aux �lms. En e�et, laomplexité à la fois théorique et numérique que nous obtenons pour tous es algo-rithmes nous a permis de traiter des �lms quasiment en temps réel (sur une mahine
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bi-proesseur, ave un programme érit en ++).Un autre avantage réside dans le fait que tous les algorithmes que nous avons pré-sentés ii s'appuient sur le même noyau, puisque les équations aux dérivées partielles àrésoudre sont toutes du même type. Cela simpli�e partiulièrement la mise en ÷uvrepratique de es algorithmes grâe à ette base ommune.Plusieurs pistes restent à l'étude, omme par exemple la possibilité d'utiliser desopérateurs di�érentiels d'ordre plus élevé que le Laplaien, dans le but de reons-tituer une information sur le gradient de l'image. Par exemple, dans le as de l'in-painting, l'image reonstruite est a�ne par moreaux dans haque zone délimitée parles ontours identi�és. En utilisant le même type de tehnique, la reonstrution dugradient de l'image devrait permettre de reonstruire plus préisément l'image.



Chapitre 3Assimilation de données : lenudging diret et rétrogradeCe hapitre résume les travaux ontenus dans [8, 11, 14, 18, 21, 24, 25℄.3.1 IntrodutionL'assimilation de données, en météorologie omme en oéanographie, onsiste sou-vent à identi�er l'état initial d'un système dynamique à partir d'observations. Le butprinipal est d'améliorer la onnaissane de l'état atuel du système, pour en déduiredes prévisions �ables de son évolution future [116, 53, 163℄.Le nudging est une méthode d'assimilation de données basée sur la relaxationdynamique, dans le but d'ajuster le modèle et de le ontraindre vers les observations.L'algorithme standard du nudging onsiste à ajouter aux équations d'état du systèmeun terme de rappel, proportionnel à la di�érene entre les observations et la quantitéorrespondante alulée par la résolution des équations d'état. Le modèle apparaîtalors omme une ontrainte faible et le terme de rappel fore les variables du modèleà oller aux observations. Ce terme de rappel peut être ajusté grâe à un ÷�ient(ou une matrie, suivant les as). Il est généralement hoisi de la façon suivante dansles expérienes numériques : su�samment petit pour que le terme de nudging restefaible en omparaison ave les autres termes des équations du modèle, et égalementassez grand pour ontraindre su�samment le modèle vers les observations. Le termede nudging peut être vu omme un terme de pénalisation du modèle lorsqu'il s'éloignetrop des données. À noter que la méthode du nudging diret est également appeléeobservateur de Luenberger dans le domaine de l'automatique et du ontr�le [129℄.Le nudging est une méthode d'assimilation de données très simple, et nettementplus éonomique (d'un point de vue de la mise en ÷uvre pratique) que la plupart desautres méthodes, et en partiulier des algorithmes variationnels omme le 4D-VAR[123℄. Initialement introduit en météorologie [106℄, le nudging (enore appelé relaxa-tion newtonienne) a ensuite été utilisé ave suès en oéanographie sur un modèlequasi-géostrophique [168, 170, 57℄, puis appliqué à un système oéanographique méso-33
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éhelle opérationnel [160℄. Les ÷�ients du nudging peuvent être hoisis de façonoptimale en utilisant une méthode d'estimation de paramètres par approhe variation-nelle [159, 180℄. Les ÷�ients ainsi obtenus sont optimaux au sens où ils permettentd'obtenir la plus petite di�érene entre la trajetoire du modèle et les observations.Une omparaison entre le nudging optimal et les méthodes basées sur le �ltre de Kal-man a été réalisée dans [172℄. Le prinipal inonvénient de es méthodes de nudgingoptimal est qu'elles néessitent la mise en ÷uvre et la résolution des équations dumodèle adjoint, e qui n'est pas utile pour le nudging standard.Le nudging rétrograde onsiste à résoudre les équations d'état du modèle de façonrétrograde en temps, en partant d'une observation de l'état du système à l'instant�nal. Un terme de rappel, ave un signe opposé à elui introduit dans le nudgingdiret, est ajouté aux équations du système, et l'état obtenu à l'instant �nal est enfait un état initial du système [1℄.L'algorithme du nudging diret et rétrograde (Bak and Forth Nudging, BFN)introduit dans [18℄ onsiste à résoudre d'abord les équations diretes du modèle avele terme de nudging, puis en repartant de l'état �nal ainsi obtenu, à résoudre lesmêmes équations de façon rétrograde ave un terme de rappel opposé à elui dunudging diret. On obtient ainsi à la �n de la résolution rétrograde une premièreestimation de l'état initial. Ce proédé est alors répété de façon itérative jusqu'àobtenir la onvergene de l'état initial.Cet algorithme peut être omparé au 4D-VAR (algorithme variationnel d'assimila-tion de données en dimension 3 d'espae et 1 de temps [123℄), qui onsiste aussi en unesuession de résolutions de systèmes direts et rétrogrades. Mais dans l'algorithmeBFN, il est inutile, même pour des problèmes non linéaires, de linéariser le modèleomme dans le 4D-VAR, et le système rétrograde n'est pas l'équation adjointe maisle système des équations du modèle ave un terme de rappel qui en fait un problèmebien posé.Nous pouvons iter ii quelques autres algorithmes reposant également sur desrésolution diretes et rétrogrades. Une approhe similaire est étudiée dans [162, 161℄,à la di�érene prinipale qu'à haque instant d'observation, la trajetoire du mo-dèle est remplaée par les observations. Cela orrespond à notre algorithme dans leas partiulier de ÷�ients de nudging in�nis et d'un système physique réversible.L'algorithme du quasi-inverse est une autre méthode direte-rétrograde, mais sansrapport ave le nudging [116℄. En e�et, dans et algorithme, le signe des termes dis-sipatifs est hangé dans les équations rétrogrades pour des raisons de stabilité. Notrealgorithme utilise un terme de relaxation pour stabiliser les équations rétrogrades, etainsi onserver le bon signe pour les termes dissipatifs.Au ours de e hapitre, nous dé�nissons tout d'abord l'algorithme du nudgingdiret et rétrograde, ou BFN, dans un adre général. Puis nous présentons des ré-sultats théoriques de onvergene dans des as simpli�és (observations omplètes etnon bruitées), sur di�érents types de modèles : modèles linéaires, équations de trans-port (linéaires ou non, di�usives ou non). Puis nous listons les di�érentes expérienesnumériques qui ont été réalisées, et donnons les prinipales onlusions qui peuventen être tirées. En�n, en s'appuyant sur des méthodes développées dans le monde de



3.2. NUDGING DIRECT ET RÉTROGRADE [8, 11, 18℄ 35
l'automatique (où le nudging peut être relié à ertains observateurs), nous montronsqu'il est notamment possible de orriger les variables du modèle non observées à partirde elles qui le sont, et grâe à elà améliorer les résultats obtenus. En�n, quelquesonlusions et perspetives sont données à la �n de e hapitre.3.2 Algorithme du �nudging diret et rétrograde�, ou �Bakand Forth Nudging� (BFN) [8, 11, 18℄3.2.1 Nudging diretPour simpli�er les notations, nous supposons que les équations du modèle ont étédisrétisées spatialement, à l'aide d'une méthode aux di�érenes �nies, éléments �nisou une méthode spetrale. Nous onsidérons ainsi un modèle ontinu en temps et régipar des équations dynamiques du type

dX

dt
= F (X), 0 < t < T, (3.1)ave une ondition initiale X(0) = x0. Dans ette équation, F représente l'ensembledes opérateurs di�érentiels spatiaux et autres termes (linéaires ou non linéaires) dumodèle.Soit C l'opérateur d'observation, permettant de relier les observations du système

Xobs(t) aux quantités orrespondantes C(X(t)) alulées à partir des trajetoires X(t)du modèle. Dans la pratique, l'opérateur d'observation C modélise essentiellementdeux phénomènes. D'une part, les observations ne sont pas faites exatement sur lespoints de grille du modèle numérique, et il faut don interpoler entre les points dumaillage. D'autre part, les observations ne orrespondent pas forément aux variablesdu modèle, mais à une autre quantité physique pouvant s'y relier. Par exemple, lessatellites mesurent des radianes, qui peuvent être reliées aux variables du modèleomme la température ou la hauteur d'eau. Sauf mention ontraire, nous ne supposonspas dans ette étude que C est un opérateur linéaire.Le nudging standard appliqué à l'équation (3.1) donne le modèle suivant :
dX

dt
= F (X) +K(Xobs − C(X)), 0 < t < T, (3.2)en onservant la même ondition initiale, et où K représente la matrie (ou éventuel-lement un ÷�ient) de nudging, ou gain. Le modèle devient ainsi une ontraintefaible, puisqu'il n'est plus satisfait exatement. Le terme de nudging a pour but deforer le modèle vers les observations. Dans un adre linéaire, 'est exatement l'ob-servateur de Luenberger, ou observateur asymptotique, dans lequel la matrie K denudging peut être hoisie de sorte que l'erreur tende vers 0 en temps in�ni [129℄. Maisdans les appliations géophysiques, nous ne pouvons pas toujours onsidérer un tempssu�samment long pour que le nudging standard donne de bons résultats.
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3.2.2 Nudging rétrogradeL'idée du nudging rétrograde onsiste à repartir de la ondition �nale obtenue àla �n de la résolution de (3.2) et à revenir à l'instant initial grâe aux équations dumodèle. Si l'on onsidère le modèle rétrograde orrespondant à (3.1), on obtient

dX̃

dt
= F (X̃), T > t > 0, (3.3)ave une ondition �nale X̃(T ) = x̃T . Lorsque le modèle diret est irréversible (oudissipatif), e problème est généralement mal posé. Pour le stabiliser, nous ajoutonsun terme de rappel aux observations ave un signe opposé :

dX̃

dt
= F (X̃) −K ′(Xobs − C(X̃)), T > t > 0, (3.4)où K ′ est la matrie de nudging rétrograde.La résolution de e modèle rétrograde permet d'obtenir une solution à l'instant

t = 0, qui peut être vue omme une nouvelle estimation de l'état initial du système.3.2.3 Algorithme BFNL'algorithme du nudging diret et rétrograde (Bak and Forth Nudging) a étéintroduit dans [18℄. Il onsiste à résoudre alternativement et itérativement l'équationdirete ave nudging (3.2) et l'équation rétrograde ave nudging (3.4), en repartant àhaque fois de la dernière solution alulée. L'algorithme peut s'érire sous la formesuivante :
k ≥ 1





dXk

dt
= F (Xk) +K(Xobs − C(Xk)),

Xk(0) = X̃k−1(0),

k ≥ 1





dX̃k

dt
= F (X̃k) −K ′(Xobs − C(X̃k)),

X̃k(T ) = Xk(T ),

(3.5)
ave la notation X̃0(0) = x0.On peut remarquer que si les trajetoires direte et rétrograde onvergent versla même limite, alors en faisant la somme et la di�érene des deux équations dans(3.5), la trajetoire limite est solution du modèle diret (3.1) et elle oïnide ave lesobservations à travers l'opérateur d'observation C et la matrie de gain K.Dans la pratique, les observations sont disrètes en temps, e qui revient à direque le veteur Xobs n'est disponible et utilisable qu'à ertains instants (ti)i=1...N . Leterme de nudging est alors ajouté uniquement à es instants-là :

dX

dt
= F (X) +

N∑

i=1

K(Xobs − C(X))δ(t− ti), 0 < t < T. (3.6)
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3.2.4 Choix des matries de nudging et interprétationsNous allons maintenant expliquer et justi�er le hoix des matries de nudging, àtravers di�érentes interprétations du nudging.Interprétation variationnelle du nudgingConernant la matrie de nudging diret, la méthode ayant été beauoup étudiée etutilisée dans les 30 dernières années [106, 168, 160, 159℄, il existe plusieurs possibilitéspour �xer la matrie K de nudging diret. La plus onnue est la méthode du nudgingoptimal, permettant de déterminer les ÷�ients optimaux grâe à une méthodevariationnelle d'estimation de paramètres [180, 172℄.Nous pouvons déjà noter qu'imposer K = 0 dans (3.2) nous ramène aux équa-tions du modèle (3.1). D'un autre �té, imposer K = +∞ revient à substituer lesobservations à la trajetoire du modèle à haque instant d'observation. L'un ommel'autre ont l'inonvénient de privilégier l'une des deux soures d'information (modèleet données) aux dépens de l'autre.Soit R la matrie de ovariane des erreurs d'observation. Cette matrie intervientdans les méthodes lassiques d'assimilation de données, aussi bien variationnelles (3D-VAR, 4D-VAR, 4D-PSAS, . . .) que séquentielles (�ltres dérivés du �ltre de Kalman)[78, 90, 144, 99, 100℄. En pratique, on ne onnaît pas exatement les statistiquesd'erreur, et on onsidère don une approximation de ette matrie, qu'on supposesymétrique dé�nie positive.On suppose ii que le modèle est linéaire, i.e. que F est un opérateur linéaire.On suppose également que F représente un opérateur symétrique. Une disrétisationtemporelle lassique (méthode d'Euler impliite) de l'équation (3.2) est la suivante :

Xn+1 −Xn

∆t
= FXn+1 +K(Xobs − CXn+1), (3.7)où ∆t représente le pas de disrétisation temporelle, et Xn représente la solution duproblème disret à l'insant tn.En hoisissant
K = CTR−1, (3.8)alors le problème (3.7) est équivalent au problème d'optimisation suivant :

Xn+1 = argmin
X

[
1

2
〈X −Xn, X −Xn〉 − ∆t

2
〈FX,X〉 (3.9)

+
∆t

2
〈R−1(Xobs − CX), Xobs − CX〉

]
.Les deux premiers termes orrespondent exatement à l'énergie du modèle diretdisrétisé, et le dernier terme est la partie relative aux observations de la fontionnelleoût de l'algorithme 4D-VAR [123℄. Ce prinipe variationnel montre qu'à haque pasde temps, le nudging diret revient à faire un ompromis entre minimiser l'énergie dusystème et minimiser l'éart aux données.
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Comme onséquene direte, nous onstatons qu'il n'y a auune néessité d'intro-duire un terme supplémentaire de régularisation, omme 'est le as dans le 4D-VARave un terme de rappel à une ébauhe de la ondition initiale. Dans l'algorithmeBFN, il su�t d'initialiser ave l'ébauhe, sans besoin d'avoir une information sur sesstatistiques d'erreur, et sans la prendre en onsidération dans le reste de l'algorithme.Le BFN fournit automatiquement une orretion du modèle grâe aux observa-tions, et le modèle est alors une ontrainte faible. L'énorme avantage est que etteméthode est moins sensible au fait que le modèle théorique ne modélise pas forémentbien la réalité.À noter que dans les as non linéaires, le terme 〈FX,X〉 de l'équation (3.9) peutêtre remplaé par un terme −G(X), où G est l'énergie du système à l'équilibre.Interprétation séquentielleUne interprétation stohastique (ou séquentielle) du nudging est également pos-sible, en le rapprohant du �ltre de Kalman. En e�et, dans les périodes de tempsoù les observations ne sont pas disponibles, le nudging se résume, omme le �ltre deKalman, à intégrer les équations du modèle pour propager la solution dans le temps[8℄. Lorsque des observations sont disponibles, la solution du modèle est orrigée enutilisant l'éart entre les observations et la trajetoire modèle, omme dans le �ltre deKalman. Toutefois, nous ne onsidérons pas dans le BFN de matries de gain optimalesdans le but d'alléger la mise en ÷uvre pratique de l'algorithme, ainsi que son tempsde alul. Le nudging peut ainsi être vu omme un �ltre de Kalman sous-optimal.Toutefois, le fait de résoudre alternativement des équations diretes et rétrogrades entemps permet d'améliorer très sensiblement les résultats par rapport à la méthode dunudging standard.Méthode de plaement de p�les et matrie de nudging rétrogradeLe terme de nudging dans l'équation rétrograde a un double r�le : ontraindre lemodèle à rester prohe des observations, et stabiliser la résolution rétrograde du mo-dèle. En e�et, l'irréversibilité des phénomènes physiques onsidérés fait qu'en généralle système rétrograde est instable.En faisant un hangement de variable dans l'équation (3.4) pour se ramener à untemps roissant, on obtient (en supposant une fois enore les opérateurs linéaires) :

− dX̃

dt′
= FX̃ −K ′(Xobs − CX̃), (3.10)ave t′ = T − t. La matrie de stabilité du système est don −F −K ′C, et la stabiliténumérique est garantie si toutes les valeurs propres de ette matrie sont à partieréelle négative.Le théorème suivant [80, 41, 60, 167℄, onnu sous le nom de méthode de plaementde p�les, permet d'obtenir l'existene d'une matrie de nudging rétrograde K ′ quistabilise le système :
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Théorème 3.1 Si le système (F,C) est observable, alors il existe une matrie K ′telle que toutes les valeurs propres de −F −K ′C soient à partie réelle négative.L'observabilité du système est équivalente au fait que le rang de la matrie
[C,CF, . . . , CFn−1] est égal à n, où n est la dimension du problème physique dis-rétisé.Une telle matrieK ′ peut parfois être exhibée, à ondition de résoudre au préalabledes équations du type Riati, e qui s'avère relativement oûteux en pratique.3.3 Expérienes numériques [11, 14, 21℄3.3.1 Valeurs numériques des matries de nudgingD'un point de vue pratique, les expérienes numériques ont pour la plupart étéréalisées ave une matrie de nudging faile et rapide à implémenter :

K = CT (kI) = kCT , (3.11)où k est un ÷�ient salaire de gain, et I est la matrie identité de l'espae desobservations. Ce hoix est motivé par plusieurs remarques. Premièrement, les matriesde ovariane telles que R sont généralement mal déterminées. Par ailleurs, e hoixest extrêmement simple et ne néessite pas d'appliquer une méthode d'estimation deparamètres. En�n, le hoix naturel de la matrie de nudging est K = CTL où L estun opérateur linéaire sur l'espae des observations. En e�et, si les observations nesont pas loalisées aux points du maillage, la matrie K aura le r�le de ramener laorretion Xobs − C(X) des points d'observation vers les points du maillage.De même, pour la matrie rétrograde, nous hoisissons généralement
K ′ = CT (k′I) = k′CT , (3.12)omme dans le as diret. Ce hoix est également motivé par la simpliité et la rapiditéde notre méthode dans e as là.Les deux uniques paramètres de ette méthode deviennent alors les salaires k et

k′. Le salaire k > 0 est généralement �xé de sorte que le terme de nudging soit petitpar rapport aux termes du modèle a�n de respeter le ompromis entre le modèle etles observations. Le salaire k′ > 0 est quant à lui hoisi omme étant le plus petit÷�ient qui stabilise la résolution numérique de l'équation rétrograde.3.3.2 Méthodologie expérimentaleNous avons ensuite testé notre algorithme sur de nombreux modèles linéaires etnon linéaires, haotiques ou géophysiques simpli�és. L'approhe est la même dans tousles as. Elle onsiste à réaliser des expérienes jumelles ave des données simulées. Unepremière résolution permet d'extraire des données disrètes en temps et en espae. Cesdonnées simulées sont ensuite bruitées, généralement ave un bruit blan gaussien.
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La ondition initiale utilisée pour initialiser l'algorithme orrespond suivant les asà un hamp onstant, ou à la solution du modèle de référene à un instant di�érentet ave du bruit. Cette tehnique permet de simuler des données ave une répartitionspatio-temporelle et un bruit de mesure à peu près réalistes, ave l'avantage de pouvoiromparer les résultats à la solution exate, i.e. elle utilisée pour générer les données.3.3.3 Modèles étudiésNous présentons ii les di�érents modèles sur lesquels nous avons testé et omparénotre algorithme. Nous renvoyons dans haque as à des référenes pour le détail desexpérienes et les résultats orrespondants.Système de LorenzNous avons onsidéré le système de Lorenz dans une on�guration haotique [127℄ :





dx

dt
= 10(y − x),

dy

dt
= 28x− y − xz,

dz

dt
= −8

3
z + xy.

(3.13)Ce système d'équations di�érentielles ordinaires en dimension 3, dont les trajetoiresprennent la forme aratéristique des ailes d'un papillon, possède deux attrateurs, au-tour desquels la solution osille, passant de l'un à l'autre de façon haotique. Les testsnumériques, résultats de onvergene, et omparaison ave la méthode variationnelle,sont détaillés dans [11℄.Équation de Burgers visqueuxNous avons ensuite onsidéré un modèle non linéaire géophysique extrêmementsimple, orrespondant à l'équation de Burgers sur un domaine périodique en dimension1 :
∂X

∂t
+

1

2

∂(X2)

∂s
− ν

∂2X

∂s2
= 0, (3.14)où s représente l'absisse urviligne sur le 45o parallèle nord, et t est le temps. Cemodèle peut être vu omme la projetion 1D d'un modèle bi-dimensionnel de irula-tion météorologique à une pression (ou altitude) �xée. Nous avons hoisi la période dudomaine, les intervalles de temps onsidérés, ainsi que la répartition spatio-temporelledes observations a�n d'obtenir une situation omparable à la réalité.Il faut noter que e système est non linéaire, et surtout irréversible (ar dissipatif)à ause du terme de di�usion. Néanmoins, nous avons onstaté qu'il était possiblede résoudre le problème rétrograde grâe aux observations. Les résultats numériquesmontrant la onvergene et la omparaison de et algorithme ave la méthode varia-tionnelle sont détaillés dans [11℄. D'autres expérienes numériques dans une situationphysique di�érente ont été réalisées dans [21℄.
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Modèle �shallow water� (ou équations de Saint-Venant)Le modèle shallow water (ou équations de Saint-Venant) est généralement utiliséen oéanographie, en hydrologie et en méanique des �uides. Il dérit l'évolutiond'un �uide bi-dimensionnel à l'aide de 3 équations. Ces équations proviennent d'uneintégration vertiale des hamps tri-dimensionnels, dans le adre de l'approximationhydrostatique (i.e. en négligeant l'aélération vertiale). Plusieurs variantes de emodèle existent, et nous nous limitons à la formulation suivante qui fait intervenir lahauteur du �uide :





∂tu− (f + ζ)v + ∂xB =
τ

ρ0h
− ru+ ν∆u,

∂tv + (f + ζ)u+ ∂yB =
τ

ρ0h
− rv + ν∆v,

∂th+ ∂x(hu) + ∂y(hv) = 0,

(3.15)où ζ = ∂xv − ∂yu est la vortiité relative, B = g∗h +
1

2
(u2 + v2) est le potentiel deBernoulli, g∗ est la gravité réduite, f la fore de Coriolis, ρ0 la densité du �uide, r le÷�ient de frition latérale, et ν la visosité. Les trois variables sont (u, v, h), respe-tivement les deux omposantes longitudinale et transversale de la vitesse horizontale,et la hauteur d'eau. En�n, τ représente le terme de ouplage du modèle, représentantun forçage par le vent.De plus amples détails sur e modèle sont disponibles dans [56℄. Les résultats denombreuses expérienes numériques sur e modèle sont regroupés dans [14℄. Outre desétudes de onvergene et de sensibilité, une hybridation ave la méthode variationnellea également été étudiée.Modèle quasi-géostrophique multi-ouhesNous avons en�n onsidéré un modèle quasi-géotrophique baroline à plusieursouhes [107, 169, 57℄. Ce modèle dérive des équations primitives (lois de onserva-tion de la masse, du moment, de la température et de la salinité), en e�etuant plu-sieurs simpli�ations. Premièrement, e modèle suppose que les e�ets inertiels sontnégligeables devant la rotation terrestre (fore de Coriolis). Le nombre de Rossby,rapport entre les éhelles temporelles aratéristiques de es deux phénomènes, estdon négligeable devant 1. La quasi-géostrophie suppose également que l'oéan est depetite taille par rapport à la Terre, ave un rapport de l'ordre du nombre de Rossby.Ce modèle suppose aussi que l'épaisseur (ou profondeur) de l'oéan est faible devantsa largeur. Toutes es hypothèses ne sont bien évidemment pas valides dans le asde l'oéan Atlantique nord, par exemple, mais il a été prouvé que es équations per-mettaient néanmoins de très bien modéliser la plupart des phénomènes physiques quiapparaissent aux latitudes moyennes (par exemple le Gulf stream).Ce modèle suppose que l'oéan est déoupé en plusieurs niveaux vertiaux, où ladensité du �uide est onstante. Les équations proviennent de la onservation de lavortiité, et s'érivent :
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D1 (θ1(Ψ) + f)

Dt
+A4∇6Ψ1 = F1 dans Ω×]0, T [, (3.16)pour la ouhe de surfae (k = 1) ;

Dk (θk(Ψ) + f)

Dt
+A4∇6Ψk = 0 dans Ω×]0, T [, (3.17)pour les niveaux intermédiaires (k = 2, . . . , n− 1) ;

Dn (θn(Ψ) + f)

Dt
+A1∆Ψn +A4∇6Ψn = 0, (3.18)dans Ω×]0, T [, pour la ouhe du fond (k = n).

Ω représente le bassin de irulation, ψk est la fontion de ourant dans le niveau
k, θk est la somme des vortiités dynamique et thermique, f est la fore de Coriolis,les termes di�usifs orrespondent à la dissipation par frottement latéral et au fond dudomaine. En�n F1 représente l'unique terme soure du modèle, provenant du forçagepar le vent en surfae.Nous renvoyons à [107, 169, 57℄ pour plus de détails sur les équations, et à [11℄ pourles résultats de simulations numériques sur e modèle (onvergene et omparaison duBFN ave le 4D-VAR, études de sensibilité par rapport à di�érentes perturbations).3.3.4 Conlusions relatives aux expérienes numériquesL'algorithme BFN (nudging diret et rétrograde) semble être une méthode d'assi-milation de données extrêmement intéressante. Elle est en e�et très simple à mettre en÷uvre : pas de linéarisation des équations, pas de modèle adjoint, pas d'optimisation.La seule tâhe onsiste à ajouter le terme de relaxation dans les équations du modèle.Cet algorithme a été testé et omparé ave la méthode variationnelle sur plusieurstypes de systèmes non linéaires : Lorenz (équation di�érentielle ordinaire, haotique),Burgers (équation aux dérivées partielles en dimension 1), Saint-Venant ou shallowwater (dimension 2), modèle quasi-géostrophique (dimension 3). La onlusion detoutes es expérienes numériques est que notre algorithme onverge beauoup plusrapidement que la méthode variationnelle, et fournit de bien meilleurs résultats dansle même temps, pour les toutes premières itérations. La ondition initiale est géné-ralement moyennement bien identi�ée, mais la solution orrespondante à la �n de lapériode d'assimilation est nettement meilleure. C'est le point lé pour la phase deprévision, et notre algorithme se révèle beauoup plus e�ae pour obtenir de trèsbonnes prévisions, qui restent �ables dans le temps.Les deux algorithmes (BFN et variationnel) peuvent être ombinés de la façonsuivante : puisque le BFN identi�e à haque itération une estimation de la onditioninitiale, il est possible d'appliquer quelques itérations du BFN, puis utiliser la solutionainsi identi�ée omme point de départ pour la minimisation de l'algorithme varia-tionnel. Cela a pour e�et d'aélérer assez nettement la onvergene de la méthodevariationnelle, puisqu'il faut généralement 2 fois moins d'itérations pour onverger,
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alors que seules quelques (2 à 5) itérations de BFN ont été réalisées au départ. Sansatteindre la onvergene (i.e. lorsque le temps de alul imparti ne permet de fairequ'un nombre assez faible d'itérations), l'utilisation du BFN en préonditionneur dela méthode variationnelle permet d'obtenir de bien meilleurs résultats qu'en faisantle nombre total d'itérations ave uniquement la méthode variationnelle.En�n, le nudging diret et rétrograde permet de prendre en ompte l'erreur mo-dèle de façon inhérente (sans oût additionnel) puisqu'il onsiste justement à voir lemodèle omme une ontrainte faible et non omme une ontrainte forte (omme 'estgénéralement le as dans les méthodes variationnelles), la orretion du modèle étantréalisée à l'aide des observations.3.4 Prinipaux résultats théoriques de onvergene [18,24℄3.4.1 Cas linéaireNous nous plaçons d'abord dans un adre linéaire simple, qui permet de om-prendre la situation. On suppose ii que l'opérateur d'observation C est égal à l'iden-tité, et que le modèle F est linéaire. On suppose également que K et F ommutent,e qui est a priori le as dans nos appliations puisqu'on hoisit souvent K propor-tionnel à la matrie identité. Dans e adre là, il est possible d'expliiter la solutionde l'algorithme du nudging diret et rétrograde. A�n de simpli�er onsidérablementles équations, on suppose ii que K ′ = K, mais les résultats présentés ii restent vraisdans le as général. À l'itération n, n > 1, en supposant T > 0, on a
Xn(0) =

(
I − e−2KT

)−1 (
I − e−2nKT

) ∫ T

0

(
e−(K+F )s + e−2KT e(K−F )s

)
KXobs(s)ds

+e−2nKTx0 (3.19)et pour tout t ∈ [0, T ],
Xn(t) = e−(K−F )t

∫ t

0
e(K−F )sKXobs(s)ds+ e−(K−F )tXn(0). (3.20)Le résultat suivant donne alors l'existene de la trajetoire limite, et expliite saforme [18℄ :Théorème 3.2 Si n→ +∞, alors Xn(0) admet une limite, et

lim
n→+∞

Xn(0) = X∞(0) =
(
I − e−2KT

)−1
∫ T

0

(
e−(K+F )s + e−2KT e(K−F )s

)
KXobs(s)ds.(3.21)De plus, si T > 0, pour tout t ∈ [0, T ],

lim
n→+∞

Xn(t) = X∞(t) = e−(K−F )t

∫ t

0
e(K−F )sKXobs(s)ds+ e−(K−F )tX∞(0). (3.22)
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Sous les mêmes hypothèses, on peut prouver un résultat similaire pour les traje-toires rétrogrades, i.e. il existe une trajetoire limite X̃∞(t) telle que lim

n→+∞
X̃n(t) =

X̃∞(t), pour tout t ∈ [0, T ]. Cela prouve la onvergene de l'algorithme BFN dans eadre là.On peut remarquer que la solution limite (en diret omme en rétrograde) nedépend plus de la ondition initiale x0 utilisée pour initialiser l'algorithme.Supposons à présent que les observations Xobs soient solutions du modèle diret(3.1). Cela implique notamment que pour tout t ∈ [0, T ],
Xobs(t) = eFtXobs(0). (3.23)En substituant ette égalité dans les équations (3.21) et (3.22), on montre failementque pour tout t ∈ [0, T ],
lim

n→∞
Xn(t) = Xobs(t). (3.24)À noter que l'algorithme BFN a un omportement similaire sur les opérateursparaboliques linéaires en dimension in�nie, omme par exemple sur l'équation de lahaleur. Une déomposition des trajetoires sur une base de Fourier nous ramène àl'étude d'équations di�érentielles ordinaires du premier ordre sur les ÷�ients, etdonne rapidement la onvergene de l'algorithme dans e as là.3.4.2 Équations de transportDans toute ette partie, nous ne onsidérons qu'une seule itération de l'algorithmeBFN, 'est-à-dire une résolution du problème diret ave nudging et une résolution duproblème rétrograde ave nudging. Les résultats de déroissane de l'erreur au oursd'une itération peuvent être étendus à un nombre quelonque d'itérations. En e�et,les résultats présentés i-dessous onsistent à estimer le rapport entre l'erreur avant etaprès une itération. Ce rapport est indépendant des itérations, et s'il est stritementinférieur à 1, l'algorithme est ontratant et l'erreur déroît exponentiellement vers 0ave les itérations.Nous renvoyons à la référene [24℄ pour les démonstrations de tous es résultats.Transport linéaire visqueuxOn onsidère tout d'abord le as d'une équation de transport linéaire ave viso-sité.

(F )





∂tu− ν∂xxu+ a(x)∂xu = −K(u− uobs),
u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = u0,

(B)





∂tũ− ν∂xxũ+ a(x)∂xũ = K ′(ũ− uobs),
ũ|x=0 = ũ|x=1 = 0,

ũ|t=T = u(T ),

(3.25)ave les notations suivantes, qui restent valables dans la suite :
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� la période de temps onsidérée est t ∈ [0, T ] ;� la première équation (F ) est appelée direte (Forward), et la seonde (B) estappelée rétrograde (Bakward) ;� K et K ′ sont des fontions salaires positives, qui peuvent dépendre du temps
t et de la variable d'espae x. Pour des raisons de simpliité uniquement, onsuppose qu'il existe une onstante κ ∈ R

∗
+ telle que K ′(t, x) = κK(t, x) ;� le transport a(x) ∈ W 1,∞(Ω), Ω étant le domaine spatial, ii soit l'intervalle

[0, 1], soit le tore [0, 1] ;� le ÷�ient de visosité ν > 0 est onstant ;� la fontion d'observations uobs est solution de l'équation direte (sans nudging)ave une ertaine ondition initiale u0
obs :





∂tuobs − ν∂xxuobs + a(x)∂xuobs = 0,
u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = u0
obs.

(3.26)Alors, nous avons le résultat suivant sur les équations de transport linéaire vis-queux [24℄ :Théorème 3.3 On onsidère une itération de l'algorithme BFN (3.25) ave des ob-servations uobs véri�ant l'équation (3.26). Soient
w(t) = u(t) − uobs(t),
w̃(t) = ũ(t) − uobs(t),

(3.27)les erreurs direte et rétrograde.1. Si K(t, x) = K, alors pour tout t ∈ [0, T ] :
w̃(t) = e(−K−K′)(T−t)w(t). (3.28)2. Si K(t, x) = K(x), ave Support (K) ⊂ [a, b] où a < b et a 6= 0 ou b 6= 1, alorsl'équation (3.25) est mal posée : il n'existe en général pas de solution (u, ũ).3. Si K(t, x) = K1[t1,t2](t) ave 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , alors
w̃(0) = e(−K−K′)(t2−t1)w(0). (3.29)Ce résultat montre que dans le as des équations de transport linéaire visqueux,l'algorithme BFN onverge à ondition que le terme de rappel agisse en tout pointdu domaine. Par exemple, dans le premier as du théorème 3.3, l'équation (3.28)indique que l'erreur a été réduite d'un fateur e(−K−K′)T au ours d'une itération.Par onséquent, l'erreur déroît d'un fateur e−N(K+K′)T au ours de N itérations,et la strite positivité de K (ou K ′) et T montre la onvergene de l'algorithme danse as. Si par ontre les observations ne sont pas disponibles partout (i.e. le supportde K ne reouvre pas tout le domaine), l'algorithme ne onverge pas ar le terme dedi�usion ne peut pas être stabilisé et le problème rétrograde est alors mal posé.
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Burgers visqueuxOn onsidère désormais une équation lassique de transport non linéaire, l'équa-tion de Burgers, dans un as visqueux. On se plae également dans le as d'une seuleitération de l'algorithme BFN :

(F )





∂tu− ν∂xxu+ u∂xu = −K(u− uobs),
u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = u0,

(B)





∂tũ− ν∂xxũ+ ũ∂xũ = K ′(ũ− uobs),
ũ|x=0 = ũ|x=1 = 0,

ũ|t=T = u(T ),

(3.30)
ave les mêmes notations que préédemment. On suppose également que les observa-tions uobs sont solution de l'équation de Burgers direte :





∂tuobs − ν∂xxuobs + uobs∂xuobs = 0,
u|x=0 = u|x=1 = 0,

u|t=0 = u0
obs.

(3.31)Alors nous avons le résultat suivant [24℄ :Théorème 3.4 Si la fontion K n'est pas identiquement nulle, une itération de BFN(3.30) pour l'équation de Burgers visqueux, ave des observations uobs véri�ant l'équa-tion (3.31), est mal posée au sens où il n'existe pas de solution (u, ũ).Dans le as partiulier où K = K ′ = 0, le problème rétrograde est mal posé ausens d'Hadamard (non ontinuité par rapport à la donnée �nale), mais il admet uneunique solution si la ondition �nale ũ|t=T est égale à la solution �nale du modèlediret. De plus, dans e as partiulier, la solution rétrograde est exatement égale àla solution direte : ũ(t) = u(t) pour tout t ∈ [0, T ]. Le résultat est le suivant [24℄ :Proposition 3.1 Si K = K ′ = 0, alors le problème (3.30) est bien posé au sens deHadamard, et il existe une unique solution (u, ũ). De plus, u = ũ.L'algorithme BFN est don mal posé (sauf si K = K ′ = 0) dans le as deséquations de Burgers visqueux, au sens où il n'existe pas de solution au problèmerétrograde. Toutefois, d'un point de vue numérique, nous avons obtenu de très bonsrésultats sur e type de modèle [11℄. Cela s'explique vraisemblablement par le aratèredisret du problème e�etivement résolu.
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Transport linéaire non visqueuxOn onsidère désormais le as non visqueux des équations de transport linéaire.Les équations du BFN sont :

(F )





∂tu+ a(x)∂xu = −K(u− uobs),
u|x=0 = u|x=1,

∂xu|x=0 = ∂xu|x=1,

u|t=0 = u0,

(B)





∂tũ+ a(x)∂xũ = K ′(ũ− uobs),
ũ|x=0 = ũ|x=1,

∂xũ|x=0 = ∂xũ|x=1,

ũ|t=T = u(T ),

(3.32)
où le transport a(x) peut être onstant ou non. Nous avons alors le résultat suivant[24℄ :Théorème 3.5 On onsidère une itération du BFN sur le modèle (3.32), ave desobservations uobs qui véri�ent l'équation (3.32-F) ave K = 0. On note

w(t) = u(t) − uobs(t),
w̃(t) = ũ(t) − uobs(t).

(3.33)Soit
(s, ψ(s, x)) (3.34)la ourbe aratéristique assoiée à l'équation (3.32-F) ave K = 0, issue de x àl'instant s = 0, i.e. telle que

(s, ψ(s, x))|s=0 = (0, x). (3.35)On suppose que le temps �nal T est tel que les aratéristiques sont bien dé�nies etne se roisent pas sur [0, T ]. Alors nous avons les résultats suivants :1. Si K(t, x) = K, alors pour tout t ∈ [0, T ],
w̃(t) = w(t)e(−K−K′)(T−t). (3.36)2. Si K(t, x) = K1[t1,t2](t) ave 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , alors
w̃(0) = w(0)e(−K−K′)(t2−t1). (3.37)3. Si K(t, x) = K(x), alors pour tout t ∈ [0, T ],

w̃(t, ψ(t, x)) = w(t, ψ(t, x)) exp

(
−

∫ T

t
K(ψ(s, x)) +K ′(ψ(s, x)) ds

)
. (3.38)
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On en déduit que dans le as où le terme de rappel agit sur tout le domaine (as 1 et

2 du théorème préédent), l'algorithme BFN onverge pour les équations de transportlinéaire non visqueux. De plus, dans le as où le support de K ne reouvre pas toutle domaine (as 3, par exemple lorsque les observations sont partielles), l'algorithmeonverge dès que toutes les ourbes aratéristiques renontrent le support de K, equi est par exemple garanti par l'observabilité du système (voir les remarques aprèsla proposition 3.2 i-dessous).Burgers non visqueuxOn onsidère �nalement le as de l'équation de Burgers non visqueux, ave desonditions périodiques, pour un temps T tel qu'auun ho n'apparaisse sur l'intervalle
[0, T ] :

(F )





∂tu+ u∂xu = −K(u− uobs),
u|x=0 = u|x=1,

∂xu|x=0 = ∂xu|x=1,

u|t=0 = u0,

(B)





∂tũ+ ũ∂xũ = K ′(ũ− uobs),
ũ|x=0 = ũ|x=1,

∂xũ|x=0 = ∂xũ|x=1,

ũ|t=T = u(T ).

(3.39)
On a alors les résultats suivants [24℄ :Théorème 3.6 On onsidère une itération du BFN orrespondant au problème (3.39),ave des observations uobs qui véri�ent (3.39-F) ave K = 0. On note

w(t) = u(t) − uobs(t),
w̃(t) = ũ(t) − uobs(t).

(3.40)On suppose que uobs ∈W 1,∞([0, T ] × Ω), i.e. qu'il existe M > 0 telle que
|∂xuobs(t, x)| ≤M, ∀t ∈ [0, T ],∀x ∈ Ω. (3.41)Alors, nous avons les résultats suivants :1. Si K(t, x) = K, alors pour tout t ∈ [0, T ],

‖w̃(t)‖ ≤ e(−K−K′+M)(T−t)‖w(t)‖. (3.42)2. Si K(t, x) = K1[t1,t2](t) ave 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , alors
‖w̃(0)‖ ≤ e(−K−K′)(t2−t1)+MT ‖w(0)‖. (3.43)Proposition 3.2 On onsidère une résolution du problème diret (resp. rétrograde)ave nudging pour l'équation de Burgers non visqueux (3.39-F) (resp. (3.39-B)). Aveles notations du théorème 3.6, si K(t, x) = K(x), alors

w(T, ψ(T, x)) = w(0, x) exp

(
−

∫ T

0
K(ψ(σ, x))dσ −

∫ T

0
∂xuobs(σ, ψ(σ, x))dσ

)
.(3.44)
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Remarque : Dans le as partiulier où K(t, x) = K(x) = K1[a,b](x), où K est uneonstante et [a, b] est un sous-intervalle de [0, 1], alors

w(T, ψ(T, x)) = w(0, x) exp

(
−Kχ(x) −

∫ T

0
∂xuobs(σ, ψ(σ, x))dσ

)
, (3.45)où la fontion χ est dé�nie par

χ(x) =

∫ T

0
1Supp(K)(ψ(σ, x))dσ (3.46)et désigne le temps pendant lequel la aratéristique ψ(σ, x) issue de x orrespondantà l'équation (3.39-F) ave K = 0 appartient au support de K.On peut remarquer que le système est observable si et seulement si la fontion χadmet une borne inférieure stritement positive, i.e.m := min

x
χ(x) > 0, l'observabilitéétant dé�nie par (voir [147℄) :

∃C,∀u solution de (3.39-F) ave K = 0, ‖u(T, .)‖2 ≤ C

∫ T

0
‖K(.)u(s, .)‖2 ds.(3.47)Dans e as, la proposition 3.2 démontre la déroissane exponentielle globale (enespae) de l'erreur, du moment que K est plus grand que MT

m
, où M est dé�ni parl'équation (3.41).Nous pouvons déduire de ette remarque que, si à haque itération, à la fois pour larésolution du problème diret et du problème rétrograde, la ondition d'observabilitéest satisfaite, alors l'algorithme onverge (l'erreur déroît exponentiellement vers 0). Ilfaut toutefois noter que 'est une ondition su�sante mais non néessaire, ar mêmesi χ(x) = 0, la dernière exponentielle de l'équation (3.45) est bornée.Remarques sur les résultats théoriquesDans ertaines appliations géophysiques (par exemple la météorologie), il n'y apas de visosité dans les équations des modèles numériques. Dans e as, en supposantque la ondition d'observabilité est véri�ée, alors l'algorithme du nudging diret etrétrograde est bien posé, et le théorème 3.6 et la proposition 3.2 montrent que lasolution ainsi reonstruite tend vers la trajetoire des observations partout, et passeulement sur le support de K.D'un point de vue numérique, on peut e�etivement onstater que même si lesobservations sont disrètes et éparpillées en temps et en espae, la solution numériqueest orrigée partout et pas uniquement là où les observations agissent. En�n, si le÷�ient de visosité reste petit, nous avons également onstaté que le omportementde l'algorithme reste le même, et la onvergene a lieu partout [11℄.
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3.5 Lien ave les observateurs [25℄Dans ette setion, nous faisons le lien entre le nudging standard et les obser-vateurs du type Luenberger [129, 114℄. En utilisant les symétries intrinsèques desmodèles physiques, il est possible de dé�nir une lasse d'observateurs invariants pares symétries. Il paraît en e�et judiieux de préserver les symétries du modèle lors del'ajout d'un terme de rappel dans les équations. L'étude des observateurs nous per-met également d'améliorer la méthode du nudging dans le adre d'un modèle shallowwater, en orrigeant notamment les variables non observées grâe à un observateurinvariant. Cette setion résume les travaux ontenus dans [25℄.3.5.1 Observateurs pour un modèle shallow waterNous onsidérons ii un modèle shallow water, analogue à elui présenté dans lasetion 3.3.3. Nous le réérivons toutefois sous une autre forme a�n de mieux faireapparaître les symétries (nous renvoyons à [113℄ pour plus de détails). Dans la suite,
h désigne toujours la hauteur du �uide, tandis que v est désormais le veteur vitesse àdeux omposantes. Les équations onsidérées sont les suivantes, l'équation vetoriellepour la vitesse :
∂(hv)

∂t
+ (∇.(hv) + (hv).∇) v = −g′h∇h− k × f(hv) + (A∇2 −R)(hv) +

τ̃

ρ
i, (3.48)et l'équation salaire pour la hauteur d'eau :

∂h

∂t
= −∇.(hv). (3.49)Dans es équations, g′ désigne la gravité réduite, ρ est la densité du �uide, f la forede Coriolis, i est le veteur unitaire longitudinal (pointant vers l'est) et k est le veteurvertial (altitude). En�n, A, R et τ̃ sont les ÷�ients de visosité latérale, fritionet forçage par le vent respetivement.On suppose que seule la hauteur d'eau h est observée, a�n de se plaer dans unesituation réaliste où l'immense majorité des observations d'un oéan proviennent desobservations satellitaires, diretement reliées à la hauteur d'eau de surfae.Un observateur (ĥ, v̂) du système (3.48-3.49) est solution des équations suivantes :

∂(ĥv̂)

∂t
+

(
∇.(ĥv̂) + (ĥv̂).∇

)
v̂ = −g′ĥ∇ĥ−k×f(ĥv̂)+(A∇2−R)(ĥv̂)+

τ̃

ρ
i+Fv(h, v̂, ĥ)(3.50)et

∂ĥ

∂t
= −∇.(ĥv̂) + Fh(h, v̂, ĥ). (3.51)Les observateurs (ĥ, v̂) véri�ent les mêmes équations que les solutions réelles (h, v),à ei près qu'elles ontiennent un terme de rappel, Fv(h, v̂, ĥ) dans l'équation sur lavitesse, et Fh(h, v̂, ĥ) dans l'équation sur la hauteur d'eau. Le hoix de Fv et Fh est
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d'abord dité par le fait que les observateurs doivent tendre vers la solution exate etjouent don le r�le de termes de rappel vers la solution, mais aussi par les symétries dusystème. Ces termes de rappel doivent notamment être nuls lorsque ĥ = h et v̂ = v.3.5.2 Utilisation des symétries du modèleLe modèle shallow water que nous onsidérons est invariant par rotation et transla-tion, puisqu'il ne dépend ni de l'orientation, ni de l'origine du repère. Par onséquent,nous allons herher des termes de rappel qui onservent es invarianes. La onep-tion d'observateurs invariants (ou qui préservent les symétries du modèle) a été trèsréemment introduite, essentiellement pour des problèmes industriels [28, 59℄. L'idéesous-jaente est évidemment de ne pas perturber les symétries du modèle lors del'ajout du terme de rappel vers les données dans les équations de l'observateur.Pour le terme salaire portant sur la hauteur d'eau, un résultat de alul di�érentielassure que tout opérateur di�érentiel salaire invariant par rotation et translations'érit omme un polyn�me du Laplaien [155℄. Par des onsidérations d'invarianepar rotation [139℄, on arrive ainsi à une famille d'opérateurs salaires de la forme

Fh = Q1(∆, h, |v̂|2, ĥ− h) + ∇
(
Q2(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)

)
.v̂ + fh, (3.52)où Q1 et Q2 sont deux polyn�mes salaires du Laplaien, et fh est un terme intégral.Plus préisément,

Qi(∆, h, |v̂|2, ĥ− h) =
N∑

k=0

ai
k(h, |v̂|2, ĥ− h)∆k

(
bik(h, |v̂|2, ĥ− h)

)
, (3.53)où ai

k et bik sont des fontions salaires régulières qui s'annulent lorsque le troisièmeargument est nul. De même, le terme de rappel vetoriel sur la vitesse est de la forme
Fv = P1(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)v̂ + ∇

(
P2(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)

)
+ fv, (3.54)où les polyn�mes P1 et P2 sont du même type que Q1 et Q2.On dé�nit alors les termes intégraux fv et fh de sorte qu'ils soient eux aussiinvariants par rotation et translation. On obtient ainsi les formulations suivantes :

fv(x, y, t) =

∫∫ [
R1(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)v̂ + ∇

(
R2(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)

)]

(x−ξ,y−ζ,t)
φv(ξ

2+ζ2) dξdζ,(3.55)
fh(x, y, t) =

∫∫ [
S1(∆, h, |v̂|2, ĥ− h) + ∇

(
S2(∆, h, |v̂|2, ĥ− h)

)
.v̂

]

(x−ξ,y−ζ,t)
φh(ξ2+ζ2) dξdζ,(3.56)où les polyn�mes Ri et Si sont dé�nis ommes les polyn�mes Qi et Pi.Les supports de φv et φh permettent de dé�nir une zone d'in�uene où ela a unsens de orriger l'observateur ave les valeurs observées. Dans le as partiulier où esfontions sont des fontions Dira, alors les fontions fv et fh deviennent équivalentesaux autres termes de Fv et Fh.
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3.5.3 Étude d'une lasse d'observateurs dans un as linéariséNous onsidérons maintenant un as simple, où on ne garde que les termes in-tégraux des termes de orretion : Q1 = Q2 = P1 = P2 = 0, R1 = S2 = 0 et
S2 = R1 = h − ĥ. En e�et, les mesures de la hauteur d'eau étant généralementbruitées, on ne souhaite pas les dériver, e qui ampli�erait onsidérablement le bruit.Sans perdre en généralité, on peut également simpli�er les équations du modèle(pas de fore de Coriolis, pas de frition ou dissipation par visosité, pas de forçagepar le vent, . . .). L'observateur pour le système simpli�é est alors :

∂ĥ

∂t
= −∇(ĥv̂) + φh ∗ (h− ĥ), (3.57)

∂v̂

∂t
= −v̂∇v̂ − g∇ĥ+ φv ∗ ∇(h− ĥ). (3.58)Dans le as dégénéré où φh = Khδ0 et φv = Kvδ0, Kh et Kv étant des salairespositifs et δ0 représentant la mesure de Dira en 0, les équations (3.57-3.58) deviennentla formulation lassique du nudging (ou observateur de Luenberger).On suppose par ailleurs que le système est prohe d'un état d'équilibre, et on neonsidèrera que des petites vitesses δv = v−v̄ ≪

√
gh̄ et δh = h−h̄≪ h̄, où h̄ et v̄ = 0représentent respetivement la hauteur d'eau et vitesse du �uide au point d'équilibre.En notant h̃ et ṽ l'éart (sur la hauteur d'eau et la vitesse respetivement) entrel'observateur et la solution réelle du système simpli�é et linéarisé, alors es erreursd'estimation véri�ent les équations linéaires suivantes :

∂h̃

∂t
= −h̄∇ṽ − φh ∗ h̃, (3.59)

∂ṽ

∂t
= −g∇h̃− φv ∗ ∇h̃. (3.60)Un hoix raisonnable pour les fontions φh et φv onsiste à prendre des noyauxgaussiens de la forme :

φh(x, y) = βh exp(−αh(x2 + y2)), (3.61)
φv(x, y) = βv exp(−αv(x

2 + y2)), (3.62)puisqu'on suppose généralement que les mesures sont entahées d'un bruit blan gaus-sien. Toutefois, les résultats de onvergene obtenus i-dessous peuvent s'étendre auas de noyaux qui s'érivent sous la forme :
φh(x, y) = (f(x) ∗ f(x)) (f(y) ∗ f(y)), (3.63)
φv(x, y) = (g(x) ∗ g(x)) (g(y) ∗ g(y)), (3.64)(3.65)où f et g sont des fontions lisses (par exemple C∞), et dont les ÷�ients de Fouriersont réels et stritement positifs.



3.5. LIEN AVEC LES OBSERVATEURS [25℄ 53
En éliminant la vitesse du système d'équations (3.59-3.60), la hauteur véri�el'équation suivante :

∂2h̃

∂t2
= gh̄∆h̃+ h̄ φv ∗ ∆h̃− φh ∗ ∂h̃

∂t
, (3.66)qui s'apparente à une équation des ondes amortie, ave un amortissement visqueuxexterne. Cette équation peut être réérite sous la forme suivante :

∂2h̃

∂t2
= φv ∗ ∆h̃− φh ∗ ∂h̃

∂t
, (3.67)en redé�nissant

φv(x, y) = gh̄δ0 + h̄ βv exp(−αv(x
2 + y2)), (3.68)où δ0 représente la mesure de Dira en 0.Dans es onditions, nous avons le résultat suivant [25℄ :Théorème 3.7

lim
t→+∞

∫

Ω


‖∇h̃‖2 +

∣∣∣∣∣
∂h̃

∂t

∣∣∣∣∣

2

 = 0, (3.69)qui montre la onvergene forte de l'erreur vers 0 pour le système linéarisé, et don del'observateur vers la solution réelle. La onvergene est alors étendue sans di�ulté àla vitesse v.Une analyse dimensionnelle permet également de prédire les valeurs typiques des÷�ients de gain des fontions φh et φv (f équations (3.61) et (3.68)) :

βh = 2ξ0ω0, h̄βv = L2
0ω

2
0 − gh̄, (3.70)où ω0 et L0 représentent respetivement la pulsation et la taille aratéristiques del'éoulement, et ξ0 représente le ÷�ient d'amortissement du système. De même, les÷�ients αh et αv peuvent être déterminés a priori, en imposant α−2

h = α−2
v , ettevaleur étant égale à la taille aratéristique de la région d'in�uene des observations.Cette dernière dépend essentiellement de la quantité de bruit sur les mesures, maisaussi de la répartition spatiale des données.3.5.4 Expérienes numériquesNous avons testé numériquement la lasse d'observateurs dé�nis par l'ajout d'unterme de rappel égal à φh ∗ (h − ĥ) pour la hauteur d'eau, et φv ∗ ∇(h − ĥ) pourla vitesse, où les fontions φh et φv sont dé�nies par les équations (3.61) et (3.62).Di�érents tests ont été réalisés sur un modèle shallow water, d'abord sur la versionsimpli�ée et linéarisée autour de l'état d'équilibre, puis sur le modèle omplet et nonlinéaire. Nous avons également testé di�érentes valeurs des paramètres αh, αv, βh et

βv, ave des données plus ou moins bruitées. Nous avons notamment omparé et
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observateur ave le nudging lassique, ou observateur de Luenberger, en prenant desvaleurs très grandes pour les ÷�ients α [25℄.Les onlusions de es expérienes numériques sont doubles. D'une part, grâeà la onvolution ave un noyau gaussien, il est possible d'améliorer sensiblement lesrésultats du nudging lassique, en �ltrant beauoup mieux les erreurs de mesure eten répartissant spatialement l'information ontenue dans les observations. D'autrepart, les simulations numériques montrent que le terme de rappel dans les équationssur la vitesse permet de orriger ette dernière assez nettement, en utilisant pourtantuniquement des mesures sur la hauteur d'eau. De plus, omme la vitesse est beauoupplus orrigée que lorsqu'auun terme de rappel n'est ajouté, la hauteur d'eau se trouveêtre elle aussi mieux orrigée, grâe au ouplage entre les variables d'état.Il faut noter que ette méthode est à peine plus oûteuse que le nudging standard,puisqu'il su�t en pratique de tronquer la onvolution ave le noyau gaussien en dehorsd'un disque de quelques points autour de haque observation (ave un rayon de l'ordrede 5 à 10 dans nos expérienes).Une perspetive à ourt terme onsiste à tester ette méthode sur le systèmerétrograde, e qui permettrait par la suite d'améliorer l'algorithme BFN en le ren-dant enore moins sensible aux bruits sur les observations, et surtout en orrigeantdavantage les variables non observées grâes aux variables observées.3.6 ConlusionL'algorithme du nudging diret et rétrograde que nous avons introduit s'avère êtreune méthode d'assimilation de données extrêmement prometteuse. Cette méthode esten e�et partiulièrement faile à mettre en ÷uvre puisqu'elle ne néessite auunelinéarisation d'opérateurs, pas d'état adjoint, et pas d'algorithme d'optimisation. Laseule tâhe qui inombe à l'utilisateur est d'ajouter le terme de relaxation dans leséquations du modèle.Le BFN a été omparé ave la méthode variationnelle sur beauoup de modèlesgéophysiques plus ou moins simpli�és, et plus ou moins turbulents. Les onlusions deette approhe expérimentale sont que le BFN onverge très rapidement et qu'il pro-duit généralement de meilleurs résultats que la méthode variationnelle dans le mêmetemps. La ondition initiale n'est pas toujours très bien identi�ée, mais la solution àl'instant �nal de la période d'assimilation est toujours bien mieux identi�ée, e quionduit à des prévisions de très grande qualité, qui restent �ables assez longtempsaprès la �n de la période d'assimilation.Nous avons également étudié la possibilité d'hybrider notre algorithme ave laméthode variationnelle, en ommençant par réaliser quelques itérations du BFN avantde ontinuer ave la méthode variationnelle en partant de la trajetoire identi�ée parle BFN. Cei peut être vu omme un préonditionnement de la méthode variationnellepar le BFN, e qui onduit à l'aélérer très sensiblement.En�n, ertains résultats théoriques viennent justi�er ou expliquer la méthode surdes as simples.
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Plusieurs pistes de reherhe sont à l'étude, et partiulièrement la possibilitéd'améliorer les matries (ou ÷�ients) de nudging, par exemple en les faisant va-rier ave les itérations, ou ave le temps, mais toujours ave l'idée de onserver lasimpliité de la méthode.
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Chapitre 4Assimilation de données imagesCe hapitre résume les travaux ontenus dans [23℄.4.1 IntrodutionÀ l'interfae des deux préédents thèmes que nous avons onsidérés (assimilationde données et traitement d'images), nous avons étudié la problématique de l'assimi-lation de données images. Dans le ontexte atuel de l'assimilation de données engéophysique, de très nombreuses soures d'observations sont utilisées, même si la plu-part des mesures sont fournies par les satellites d'observation de la Terre. Toutefois,une quantité importante de données ne sont pas (ou très peu) utilisées : les imagessatellitaires. Certains satellites sont entièrement dédiés à la prise de vues, omme parexemple le satellite SPOT, mais d'autres satellites d'observation plus spéi�quementonçus pour mesurer diverses quantités physiques prennent également des lihés àtrès haute résolution de leur zone d'observation [62℄.Plusieurs idées ont réemment été développées pour assimiler les images satellites.Une première idée onsiste à identi�er ertaines strutures aratéristiques de l'image(omme par exemple les zones tourbillonnaires, ou les �laments) et les suivre dans letemps. Cette tehnique est atuellement utilisée en météorologie [135℄. Une approheque l'on pourrait quali�er de duale, onsiste à réer des images modèle (i.e. produitespar le modèle mathématique), puis à les omparer ave les images réelles, en utilisantpar exemple des méthodes spetrales [132℄.Nous proposons ii d'utiliser une méthode extrêmement rapide et e�ae pouridenti�er et extraire les hamps de vitesse du �uide à partir de séquenes d'images.Pour haque paire d'images onsidérées, nous estimons un hamp omplet de la vitesse,ave un veteur vitesse par pixel de l'image. Si l'on onsidère que la plupart dessatellites fournissent des images à très haute résolution (de l'ordre de 5000 × 5000pixels) toutes les 15 à 60 minutes, la quantité de données ainsi extraites devientomparable à l'ensemble des données atuellement assimilées en oéanographie [103℄ !Toutefois, omme nous allons le voir, les hamps de vitesse extraits ne sont utilisables(et erti�és par un ertain niveau de qualité) que dans ertaines zones de l'image.57
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Nous nous appuyons sur l'hypothèse de onservation de l'intensité lumineuse.Cette hypothèse a été introduite dans [109℄, et linéarisée dans les approhes ba-sées sur le �ot optique [128, 39, 47℄. Cette hypothèse est parfois remplaée par uneéquation de ontinuité a�n de prendre en ompte l'étalement des soues lumineuses[93, 94, 76, 122℄.Dans notre approhe, nous proposons de ne pas linéariser l'hypothèse de onser-vation de l'intensité lumineuse, et de onsidérer au ontraire une fontion oût nonlinéaire qui mesure la qualité du realage entre deux images, et qui tient ompte dufait que les images sont disponibles de façon disrète en temps. Puis nous onsidéronsdi�érentes régularisations du problème, ainsi qu'une approhe multi-grille pour aé-lérer l'identi�ation. De nombreux tests numériques ont été réalisés ave des imagessynthétiques puis réelles, et nous ont permis d'extraire beauoup plus rapidementdes hamps de vitesse omplets, ontrairement à la méthode PIV (Partile ImagingVeloimetry, [27℄) qui sert atuellement de référene en méanique des �uides et oéa-nographie, et qui ne peut fournir qu'un veteur vitesse par zone d'environ 10 × 10pixels, en un temps plus long.4.2 Modélisation et résolution du problème [23℄Dans ette setion, nous dé�nissons un ritère à minimiser, et nous présentons lesdi�érentes tehniques permettant de le minimiser rapidement et e�aement.4.2.1 Conservation de l'intensité lumineuseSoient deux images I0 et I1 que l'on suppose onséutives dans la séquene (oule �lm) des données, et que l'on souhaite realer. On note Ω ⊂ R

2 le domaine detravail orrespondant au support de l'image, en supposant sans restrition que lesimages sont bi-dimensionnelles. Le déplaement entre es deux images est donné parle hamp de veteurs (u, v) tel qu'en tout point (x, y) ∈ Ω,
I1(x+ u(x, y), y + v(x, y)) = I0(x, y). (4.1)Il n'y a généralement pas uniité du hamp de veteurs véri�ant (4.1). De plus, lebruit sur les données rend le problème généralement mal posé.4.2.2 Fontion oûtNous proposons don de dé�nir une fontion oût mesurant l'éart entre es deuxquantités au sens des moindres arrés :

J(u, v) =
1

2

∫

Ω
[F (I0, I1;u, v)(x, y)]

2 dxdy +
1

2
αR(u, v), (4.2)où R(u, v) est un terme de régularisation spatiale à dé�nir, et α > 0 est un poids surla régularisation. En�n, F est la fontion à annuler :

F (I0, I1;u, v)(x, y) = I1(x+ u(x, y), y + v(x, y)) − I0(x, y). (4.3)
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4.2.3 RégularisationNous avons étudié di�érentes régularisations, soit lassiques (omme par exemplela norme L2), soit liées à la physique du problème (norme de la divergene) :

R0(u, v) = ‖u‖2 + ‖v‖2, (4.4)
R1(u, v) = ‖∇u‖2 + ‖∇v‖2 = ‖∂xu‖2 + ‖∂yu‖2 + ‖∂xv‖2 + ‖∂yv‖2, (4.5)

Rdiv(u, v) = ‖div(u, v)‖2 = ‖∂xu+ ∂yv‖2, (4.6)
Rcurl(u, v) = ‖curl(u, v)‖2 = ‖∂yu− ∂xv‖2, (4.7)

Rdiv/curl(u, v) = ‖div(u, v)‖2 + ‖curl(u, v)‖2 = ‖∂xu+ ∂yv‖2 + ‖∂yu− ∂xv‖2, (4.8)
R∇div(u, v) = ‖∇div(u, v)‖2 = ‖∂2

xxu+ ∂2
xyv‖2 + ‖∂2

xyu+ ∂2
yyv‖2, (4.9)

R∇div/∇curl(u, v) = ‖∇div(u, v)‖2 + ‖∇curl(u, v)‖2 (4.10)
= ‖∂2

xxu+ ∂2
xyv‖2 + ‖∂2

xyu+ ∂2
yyv‖2 + ‖∂2

xyu− ∂2
xxv‖2 + ‖∂2

yyu− ∂2
xyv‖2.Dans la suite, on notera R(u, v) = ‖S(u, v)‖2 où S est un opérateur linéaire. Des÷�ients peuvent être introduits pour pondérer les di�érents termes entre eux.4.2.4 Approhe multi-grille et optimisationLa minimisation de J est réalisée sur une suite de sous-espaes emboités :

C16 ⊂ C8 ⊂ C4 ⊂ C2 ⊂ C1, (4.11)où Cq est l'ensemble des hamps de déplaement admissibles à l'éhelle q, 'est-à-direa�nes par moreaux par rapport à haque variable d'espae sur des arrés de q × qpixels.La di�érene prinipale ave les approhes relevant du �ot optique (voir parexemple [134, 146℄) est que nous onsidérons la minimisation de la fontionnelle nonlinéaire J , e qui permet notamment d'identi�er des hamps de déplaement arbitrai-rement grands, ontrairement aux approhes où la fontion oût est linéarisée.Une fois la minimisation réalisée, par exemple sur l'espae C16 (e qui rend l'op-timisation partiulièrement rapide, ompte tenu de la rédution de la dimension duproblème), le hamp optimal est utilisé omme point de départ pour la minimisationsur l'espae C8, et ainsi de suite jusqu'à obtenir un minimum sur l'espae omplet C1,et don une solution totalement ra�née.Les di�érentes optimisations sont faites ave un algorithme de Gauss-Newton.Ainsi, en initialisant la minimisation ave un hamp (u0, v0) donné (en pratique, unhamp nul), ela revient à herher une mise à jour sous la forme
(uk, vk) := (uk−1, vk−1) + (duk, dvk), (4.12)où (duk, dvk) est solution de

(DF TDF + αSTS)(du, dv) = −DF TF − αSTS(u, v), (4.13)
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où F = F (I0, I1;u

k−1, vk−1) est l'erreur, DF = DF (I0, I1;u
k−1, vk−1) est la matriejaobienne de l'erreur, et S est l'opérateur linéaire de régularisation.Une autre nouveauté de notre approhe réside dans l'assemblage de la matrie

DF TDF , néessaire à la résolution de l'équation (4.13).Soit V un hamp de veteurs de Cq, i.e. dé�ni sur la grille onstituée de arrésde q × q pixels. Soit (ei) la base anonique orthonormée de Cq, qui ontient don desveteurs nuls sauf sur une maille où le hamp ontient des veteurs unitaires parallèlesà l'un des deux axes de R
2. Le ÷�ient (k, l) de la matrie DF TDF est alors égal à

(DF TDF )k,l = (DF TDFek|el) = (DFek|DFel)L2(Ω). (4.14)Comme les déplaements élémentaires ek sont nuls sauf sur une maille, la matrie
DF TDF est don reuse. En utilisant la formulation suivante de la jaobienne :

DF (u, v).d(x, y) = ∇I1(x+ u(x, y), y + v(x, y)).d(x, y), (4.15)la matrie DF TDF peut être assemblée de la façon suivante :
DF TDF =

∑

k,l

(DF TDF )k,l ek ⊗ el

=
∑

k,l

∫

Ω
(∇I1(x′) | ek(x)) (∇I1(x′) | el(x)) ek ⊗ el dx

=
∑

k,l

∑

R∈Rq

∫

R
(∇I1(x′) | ek(x)) (∇I1(x′) | el(x)) ek ⊗ el dx

=
∑

R∈Rq

∑

k,l

∫

R
(∇I1(x′) | ek(x)) (∇I1(x′) | el(x)) ek ⊗ el dx, (4.16)ave la notation x′ = x+V (x), et en notant Rq l'ensemble des arrés q×q de la grille.Le nombre de produits salaires de la forme (∇I1(x+V (x))|ek(x)) à aluler est de 8pour haque élément de Rq. Il su�t don de lire une seule fois les données ontenuesdans l'image I1 pour remplir la matrie DF TDF . De même, les termes DF TF et

STS sont assemblés rapidement ave une tehnique similaire.Finalement, l'équation (4.13) est résolue ave une méthode de gradient onjuguésans préonditionnement.4.2.5 Estimateur de qualité des résultatsComme notre étude onsiste à extraire des données dans le but de pouvoir lesassimiler, nous proposons de fournir un estimateur de la qualité des résultats obtenus.Cela revient à fournir les statistiques d'erreurs orrespondant à es mesures, ommepour des données lassiques.Nous proposons ainsi la formule suivante pour mesurer la qualité des résultats :
e(I0, I1;u, v)(x, y) = 1 − |I1(x+ u(x, y); y + v(x, y)) − I0(x, y)|

|I1(x, y) − I0(x, y)|
(4.17)
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si le dénominateur est non nul, et e(I0, I1;u, v) = 0 sinon.On voit lairement que si la di�érene entre les deux images I0 et I1 est grandeau départ, et beauoup moins après appliation du hamp de vitesse, alors le hampidenti�é est plausible, et la formule (4.17) donne une valeur prohe de 1. À l'inverse,si l'identi�ation ne s'est pas bien déroulée, i.e. si l'éart entre les deux images n'apas baissé, alors e sera prohe de 0. De même, s'il n'y a auun signal dans une régionde l'image, alors ela onduit à un estimateur égal à 0. Cela ne veut pas dire que lehamp de vitesse identi�é n'est pas le bon, mais sans signal, nous ne pouvons pas leerti�er.4.3 Simulations numériques [23℄Dans ette setion, nous présentons rapidement le ontexte des di�érentes expé-rienes numériques réalisées et présentées dans [23℄.4.3.1 Données synthétiquesNous avons tout d'abord testé notre approhe sur des données simulées. Nousavons onsidéré ii un modèle shallow water (ou équations de Saint-Venant), bi-dimensionnel, qui se trouve détaillé en setion 3.3.3 (mais ave di�érentes valeursde paramètres) ou dans [23℄.Ce modèle est ensuite ouplé ave une équation d'advetion, indiquant que laonentration en olorant est transportée par la vitesse du �uide :

∂tc+ u∂xc+ v∂yc = 0, (4.18)où c est la onentration d'un traeur passif (par exemple de la hlorophylle ou unpolluant himique tel que le pétrole dans les oéans). En �xant une quantité initialede olorant c(t = 0), nous pouvons ainsi simuler le déplaement réel d'un traeur dansl'oéan, et réupérer en sortie du modèle numérique des images de la onentration.À partir de plusieurs de es images de onentration, aquises tous les 100 pas detemps par exemple (a�n de respeter le fait qu'en pratique, les images satellitaires nesont pas disponibles à tout instant), nous pouvons extraire des hamps de vitesse etles omparer ave les vitesses réelles du modèle.Comme le montrent les résultats présentés dans [23℄, nous obtenons grâe à l'ap-prohe multi-éhelle et au shéma performant d'optimisation (sans information apriori puisque nous l'initialisons ave un hamp onstant et nul) d'exellents résul-tats très rapidement. Le realage entre deux images est presque parfait au bout dequelques itérations. Le hamp identi�é orrespond également au omportement globalde l'oéan, à savoir une rotation du �uide dûe à la présene d'un tourbillon, ave unléger mouvement de translation puisque le tourbillon se déplae dans les exemplesonsidérés.On peut remarquer que la régularisation Rdiv (4.6) onduit à des résultats de moinsbonne qualité que la régularisation R1 (4.5), alors qu'a priori, le hamp de vitesse
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devrait être à divergene nulle. Cela vient du fait que le hamp identi�é orrespondà une intégrale du hamp de vitesse sur les 100 pas de temps qui séparent les deuximages, le long des lignes de hamp. C'est en quelques sortes un hamp de vitesselagrangien, et qui n'a plus auune raison d'être à divergene nulle.Une appliation intéressante que nous avons pu tester également est le suivi au-tomatique d'une struture aratéristique. Nous avons manuellement dé�ni une boîteautour d'un objet (ii, un tourbillon) sur une des images. Puis, en utilisant pour haqueimage la moyenne sur la boîte de la vitesse identi�ée par notre algorithme, nous pou-vons en déduire un déplaement moyen de la zone d'intérêt entre les deux images. Laboîte est ainsi automatiquement déalée, et nous avons ainsi pu suivre sans di�ultéet entièrement automatiquement le tourbillon sur une entaine d'images suessives.4.3.2 Données expérimentalesNous avons ensuite testé notre algorithme sur des images expérimentales, prove-nant de la plaque Coriolis [75℄. L'expériene est la suivante : une uve tournante de 13mètres de diamètre ontenant de l'eau est mise en rotation, a�n de simuler la fore deCoriolis appliquée à un �uide. En onséquene, le omportement de l'eau à l'intérieurde la uve est prohe de e qui se passe dans un oéan omme l'Atlantique Nord dansles images que nous avons testées.Un tourbillon est alors réé, dans lequel on injete soit un olorant, soit des parti-ules �nes. En�n, une améra prend des lihés de l'expériene à di�érents intervallesde temps.Plusieurs as ont été onsidérés en prenant des images orrespondant à un délaid'aquisition soit rapide soit lent, et en travaillant sur des images de olorant ou departiules. Dans tous les as, le hamp de vitesse reonstruit orrespond parfaitementau déplaement réel du �uide, à savoir un mouvement de rotation du tourbillon, plongédans un mouvement beauoup plus lent de translation globale. L'approhe multi-éhelle a été omparée ave une approhe lassique, où la minimisation est diretementréalisée sur la grille �ne. Les résultats sont alors onsidérablement dégradés, ainsi quele temps de alul.Ces résultats ont été omparés ave eux fournis par la méthode PIV (PartileImaging Veloimetry), qui sert de référene dans le domaine à l'interfae de la géo-physique et de la méanique des �uides. Ils sont qualitativement équivalents puisqueles hamps identi�és se ressemblent. Toutefois, nous apportons deux avantages ma-jeurs grâe à notre algorithme : le temps de alul, qui nous permet de traiter desséquenes de plusieurs entaines d'images à très haute résolution sans di�ulté enquelques heures là où plusiers jours sont néessaires à la méthode PIV ; et la pré-ision des résultats, puisque nous pouvons identi�er jusqu'à un veteur vitesse parpixel de l'image originale, là où la méthode PIV fournit de l'ordre d'un veteur vi-tesse par zone de 10× 10 pixels. Cela permet notamment d'identi�er des phénomènestourbillonnaires de beauoup plus petite éhelle.
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4.4 ConlusionsNous avons présenté un algorithme extrêmement rapide et e�ae dans le butd'extraire des hamps de vitesse à partir de séquenes d'images. La rapidité et la qua-lité des résultats proviennent des di�érents hoix méthodologiques : approhe multi-éhelle, pas de linéarisation de la fontion oût, régularisation appropriée, assemblagerapide de la jaobienne, . . .Les résultats numériques obtenus dans des onditions simulées et expérimen-tales démontrent l'e�aité de la méthode. D'autres tests ont été réalisés en traitantdes �lms omplets à haute résolution provenant également de la plaque Coriolis, eton�rment la qualité de la méthode.Au ours de ette étude, nous avons réalisé que les vitesses identi�ées orres-pondent en fait à des hamps lagrangiens, à ause du délai d'aquisition entre lesimages. Ces hamps de vitesse peuvent ensuite être vus omme des observations dusystème, et utilisés dans un algorithme d'assimilation de données. Toutefois, si letemps entre deux images est trop important, alors la vitesse identi�ée (qui orres-pond à une vitesse apparente) ne peut être assimilée à la vitesse réelle du �uide, et ilfaut alors utiliser une méthode d'assimilation de données lagrangiennes pour traiteres observations.
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Chapitre 5Conlusions générales etperspetivesNous avons présenté ii plusieurs algorithmes pour résoudre des problèmes en trai-tement d'images et en assimilation de données. Tous es algorithmes ont les pointsommuns d'être rapides, e�aes, robustes, et failes à mettre en ÷uvre. Ce travail aété partiulièrement motivé par les appliations, et les ontraintes liées aux applia-tions. Ces ontraintes sont par exemple d'être apable de traiter des images et �lmsen temps réel, mais également d'assimiler de grandes quantités de données météo-rologiques ou oéaniques en un temps �xé (généralement imposé par les ontraintesopérationnelles de fournir un résultat à éhéanes régulières).Il nous a paru important de dé�nir des méthodes en rupture ave l'état de l'art,que e soit en imagerie ou en assimilation de données. En traitement d'images, l'in-trodution du gradient topologique a apporté un élairage nouveau sur les problèmes,grâe notamment au aratère global du gradient topologique (ontrairement au gra-dient lassique qui est beauoup plus loal). De même en assimilation de données, laommunauté est sindée en deux éoles diamétralement opposées : les méthodes varia-tionnelles telles que le 4D-VAR, néessitant le développement humainement oûteuxde l'adjoint, et les méthodes séquentielles basées sur des �ltres de Kalman (étendus,évolutifs, stohastiques, . . .) reposant sur une bonne onnaissane des statistiquesd'erreur. Nous avons fait le hoix de dé�nir une méthode qui se trouve à l'interfaedes deux, et qui ombine les avantages des méthodes sans en avoir les inonvénients.Les perspetives restent nombreuses dans es diverses thématiques, à la fois pareque ertains problèmes n'ont pas enore été étudiés, mais aussi grâe aux possibi-lités d'amélioration intrinsèque des méthodes développées. Des perspetives à ourtterme onsistent don à améliorer les algorithmes dé�nis. Par exemple, la méthodedu gradient topologique peut être améliorée en herhant des ontours de l'image quine soient pas tous aussi importants les uns que les autres, en utilisant plus que deuxvaleurs di�érentes pour la ondutivité. En assimilation de données, la méthode dunudging diret et rétrograde peut également être améliorée, en augmentant ou di-65
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minuant automatiquement la valeur des gains au �l des itérations, pour essayer degarder un équilibre entre le terme des équations du modèle et le terme de rappel auxobservations.À plus long terme, parmi les problèmes restant à étudier en traitement d'images,nous pouvons iter par exemple la ompression et le dé�outage d'images, et en assimi-lation de données, un hallenge intéressant onsiste à étudier la possibilité d'assimilerdes données réelles ave le nudging diret et rétrograde.
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Résumé :Dans une première partie, nous avons étudié des problèmes de traitement d'images. Nousavons utilisé l'analyse asymptotique topologique pour la détetion des ontours d'une image.Cela permet de onsidérer alors plusieurs appliations : restauration/débruitage, lassi�ation.L'inpainting est traité d'une façon un peu di�érente, et la double donnée Dirihlet et Neumannsur le bord du domaine ahé permet de reonstruire les ontours dans la partie ahée del'image. En�n la segmentation peut être traitée omme limite de la lassi�ation, en s'appuyantsur des résultats d'analyité de la solution quand on fait tendre un paramètre vers 0. La rapiditéde ette méthode permet de traiter es di�érents as en temps réel, y ompris pour des �lms.Dans une seonde partie, nous avons abordé l'assimilation de données, le but étant d'iden-ti�er la ondition initiale d'un système à partir d'observations partielles. Nous avons dé�niun nouvel algorithme, basé sur le �nudging� (méthode de relaxation onsistant à rajouter unterme de rappel vers les observations diretement dans l'équation a�n de tirer la solution versles observations). En onsidérant itérativement et alternativement des résolutions du systèmediret et rétrograde en temps, ave à haque fois un terme de rappel vers les observations,on peut améliorer l'estimation de la ondition initiale. Là enore, la méthode est performanteet extrêmement rapide, omme de nombreux tests numériques l'ont démontré. En parallèle,plusieurs résultats théoriques de onvergene ont été obtenus dans des as simpli�és.En�n, une étude a été réalisée à l'interfae de es deux thématiques : l'extration dedonnées, et plus préisement de hamps de vitesses, à partir de séquenes d'images météorolo-giques ou oéanographiques. L'idée onsiste à herher un hamp de vitesse (ou déplaement)qui transporte une image sur la suivante. L'approhe onsidérée est variationnelle, et baséesur la minimisation d'une fontionnelle non linéaire dépendant du hamp de vitesse. Uneapprohe multi-grille permet d'obtenir très rapidement des hamps de vitesse. Ces vitessespeuvent alors être assimilées diretement dans un système d'assimilation.Summary :In a �rst hapter, we onsider image proessing problems. We applied the topologialasymptoti analysis to the edge detetion problem. One the edges are identi�ed, one an easilyonsider the restoration/enhanement and lassi�ation problems. The inpainting problemhas also been onsidered, but from a slightly di�erent point of view: given the Dirihlet andNeumann onditions on the boundary of the unknown part of the image, the topologialgradient allows one to retrieve the missing edges of the hidden zone, and then to reonstrutan unblurred image. Finally, the segmentation problem has been onsidered with the samemathematial tools, using the analyity of the enhaned solution with respet to a smallparameter. All these algorithms are extremely e�ient and fast, and allows us to proessimages and even movies in real time.The seond hapter is devoted to data assimilation. We developed a new algorithm : theBak and Forth Nudging (BFN). The standard nudging tehnique onsists in adding to theequations of the model a relaxation term that is supposed to fore the observations to the mo-del. The BFN algorithm onsists in repeatedly performing forward and bakward integrationsof the model with relaxation (or nudging) terms, using opposite signs in the diret and inverseintegrations, so as to make the bakward evolution numerially stable. Extensive numerialexperiments have been performed on several simpli�ed geophysial models, showing the e�-ieny of this easy-to-implement and fast approah. Moreover, several theoretial results ofonvergene have been obtained in simple situations.Finally, we also worked at the interfae of these two topis and onsidered image dataassimilation. The idea is to extrat veloity �elds from a sequene of oeanographi or me-teorologial images. A variational approah has been proposed, in whih the minimization ofa nonlinear ost funtion provides a displaement (or veloity) �eld between two images. Amulti-grid approah and an appropriate minimization proess, allow us to extrat the informa-tion very quikly. These �pseudo�-observations an then be diretly assimilated as the veloityis usually a model variable.
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