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Chapitre 1

Introduction

Plusieurs thématiques ont été étudiées dans le cadre de ce travail, avec le point
commun et la volonté de fournir des algorithmes efficaces, robustes, faciles & implé-
menter et particuliéerement rapides et performants. La rapidité des algorithmes est
rendue nécessaire par le contexte généralement opérationnel des méthodes, et par un
besoin de traiter de plus en plus d’informations en un temps de plus en plus court.
L’autre contrainte que nous avons particuliérement prise en compte est la facilité
d’utilisation et de mise en ceuvre des méthodes développées.

Dans le chapitre 2, nous aborderons différents problémes de traitement d’images
par une approche originale dans le domaine : I’analyse asymptotique topologique, ou
plus simplement le gradient topologique.

Le traitement d’images connait a 'heure actuelle un nouvel éclairage, grace d’une
part aux nouvelles technologies de télécommunication et de diffusion de I'information,
qui reposent désormais sur l'envoi et la réception de flux massifs de données numé-
riques sous forme d’images, et d’autre part au monde meédical, dans lequel de treés
grandes avancées ont été réalisées, notamment pour la détection précoce de tumeurs,
grace a de nouvelles techniques d’imagerie plus performantes.

Notre étude est motivée par plusieurs constatations. La premiére est que le gra-
dient topologique est généralement utilisé pour des problémes de mécanique des struc-
tures, design, conception et optimisation de formes. Il a également été appliqué avec
succes en électromagnétisme pour la détection de fissures ou d’objets enfouis. Or de
trés nombreuses problématiques en traitement d’images reposent sur l’identification
de formes, par exemples les contours ou un objet caractéristique de I'image. Ce point
commun nous a paru intéressant, et nous a permis d’adapter la méthode du gradient
topologique initialement utilisée pour la détection de fissures, & différents problémes
d’imagerie (restauration, classification, segmentation, inpainting).

Le deuxiéme aspect qui nous a paru intéressant est la rapidité de la méthode.
L’analyse asymptotique topologique a permis dans de trés nombreux domaines d’ob-
tenir des résultats extrémement rapidement. Or que ce soit dans 'imagerie médicale
ou dans la diffusion audiovisuelle grand public (par exemple la télévision par satel-
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lite ou internet), le temps de traitement doit étre négligeable pour ne pas retarder
respectivement le diagnostic médical ou la diffusion du flux. Il est donc important
d’apporter une réponse extrémement rapide a ces différentes questions, en temps réel
pour des films et en un temps négligeable (inférieur a la seconde) pour une image.
Comme nous le verrons par la suite, la méthode du gradient topologique a effecti-
vement pu s’adapter parfaitement au traitement d’images, permettant d’obtenir des
résultats trés intéressants, et pour un coiit de calcul particuliérement faible.

Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons a ’assimilation de données pour les pro-
blemes géophysiques et environnementaux, et plus particulierement dans le cadre de
I'atmospheére et des océans. Depuis plusieurs années, une des préoccupations majeures
consiste a améliorer sensiblement la connaissance de ces systemes réputés turbulents,
I'un des buts étant de pouvoir prédire leur évolution a plus ou moins court terme avec
une grande fiabilité.

Depuis la prévision météorologique grand public pour les prochains jours, jus-
qu’a I’étude du réchauffement climatique, en passant par la détection de phénomeénes
climatiques extrémes plusieurs semaines a l'avance, les enjeux sont sensiblement les
meémes, et se résume au probléme suivant. Il s’agit d’estimer rapidement et avec une
trés grande précision l'état d’un systéme turbulent, & partir d’une part d’équations
mathématiques qui essayent de modéliser les phénomenes physiques régissant le sys-
téme atmosphére-océans, et d’autre part d’observations de différente nature (in situ et
satellitaires), portant sur différentes quantités physiques, et éparpillées dans le temps
et 'espace.

Au dela de la taille extréme du probléme a traiter (plusieurs milliards de valeurs
a estimer, & partir de centaines de millions d’observations) et de fait du temps de
calcul nécessaire pour le résoudre, un autre facteur rentre en jeu : le cotit humain de
développement et d’utilisation d’une méthode d’assimilation de données. A I’heure
actuelle, il est extrémement difficile de mettre en ceuvre une telle méthode, méme
sur un probléme relativement simple. Il nous a donc paru intéressant d’étudier la
possibilité d’améliorer une des méthodes les plus simples d’assimilation de données, le
nudging (ou relaxation newtonienne), afin d’obtenir de bien meilleurs résultats sans
toutefois compliquer la méthode.

En appliquant la méthode du nudging au probléme rétrograde en temps, nous
avons constaté qu’il est possible de stabiliser le systéme rétrograde, a priori instable
du fait de l'irréversibilité du probléme physique. Ainsi, comme 1’étude présentée au
chapitre 3 le montre, nous pouvons remonter le temps, et récupérer une estimation
plus fiable du systéme & un instant passé, a partir duquel des prévisions peuvent
étre déduites. En appliquant alternativement et itérativement la méthode du nudging
standard au modéle direct et au modeéle rétrograde en temps, nous obtenons un al-
gorithme itératif extrémement simple a mettre en ceuvre, et qui fournit des résultats
nettement meilleurs que le nudging simple. En effet, les résultats sont comparables
en qualité et obtenus souvent beaucoup plus rapidement qu’en utilisant la méthode
variationnelle d’assimilation de données.
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Le chapitre 4 présente une étude a 'interface de ces deux disciplines, la probléma-
tique étant I’assimilation de données images. A I'heure actuelle, une trés grande quan-
tité d’observations provenant d’images satellitaires n’est quasiment pas utilisée pour
améliorer la connaissance de 1’état du systéme. Pourtant, sur les séquences d’images
ainsi obtenues, on peut voir trés nettement certaines structures caractéristiques (cy-
clones, tourbillons, courants d’eau chaude, pollution, ...) évoluer et se déplacer au fil
du temps.

Plusieurs approches peuvent étre considérées pour résoudre ce type de probléme,
et nous avons fait le choix d’essayer d’identifier et extraire des champs de vitesse a
partir de séquences d’images. Cela nous a paru étre le choix le plus approprié pour a
la fois extraire rapidement des données conventionnelles (car directement reliées aux
variables du modele), et pouvoir les utiliser ensuite dans un systéme d’assimilation
standard.

L’idée que nous développons au chapitre 4 repose sur la méthode du flot optique,
qui consiste & chercher un champ de déplacement qui envoie une image sur une autre.
L’originalité de notre approche réside dans la non linéarisation de la fonctionnelle a
minimiser, combinée & une fagon rapide d’assembler la matrice jacobienne. Une ap-
proche multi-grille permet enfin de garantir la qualité du minimum. Grace a tout cela,
nous arrivons a extraire des champs de vitesse complets en un temps trés court, et
il est également possible de fournir un estimateur de la qualité du champ de vitesse
obtenu, ce qui peut étre vu comme une information sur les statistiques d’erreur de
ces pseudo-observations dans le cadre de ’assimilation de données.

Enfin quelques conclusions générales et perspectives de recherche sont données au
chapitre 5.
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Chapitre 2

Traitement d’images par analyse
asymptotique topologique

Ce chapitre résume les travaux contenus dans |9, 10, 12, 13, 16, 22, 26].

2.1 Introduction

Le gradient topologique consiste a étudier la variation d’un critére lorsqu’on
perturbe le domaine d’étude. Nous considérons ici 'approche qui a été introduite
pour étudier les problémes d’optimisation topologique, dans lequel il faut généra-
lement trouver une forme optimale et son complémentaire dans un domaine donné
[133, 98, 104].

Cette méthode semble particuliérement adaptée au traitement d’images, puisque
de nombreux problémes d’imagerie (tels que la classification, la segmentation, le dé-
bruitage, 'inpainting, ...) reposent sur lidentification d’un sous-domaine particulier
de I'image, celui des contours.

La difficulté généralement rencontrée dans un probléme d’optimisation de formes
est la non différentiabilité. En effet, rechercher un domaine optimal est équivalent
a rechercher sa fonction caractéristique. Plusieurs méthodes classiques ont été déve-
loppées pour rendre ce probléme différentiable. Nous pouvons citer par exemple les
méthodes de relaxation, permettant a la fonction caractéristique de prendre toutes les
valeurs entre 0 et 1, et ’approche par courbes de niveaux (ou level set) qui consiste a
remplacer la fonction caractéristique par une fonction réguliére qui prend des valeurs
positives dans le domaine recherché et négatives en dehors [133, 34, 33, 36, 51, 157].

L’optimisation topologique consiste & faire varier la fonction caractéristique de
0 & 1, mais uniquement dans des zones de taille infinitésimale. De cette facon, la
variation de la fonction cott est faible quand une petite zone du domaine passe du
sous-domaine recherché a son complémentaire (ou U'inverse). L’analyse asymptotique
topologique permet justement d’étudier cette variation, et de dériver un gradient, dit
topologique, de la fonction cout [133, 98, 158, 157].

Au cours de ce chapitre, nous rappelons dans un premier temps les outils de base

13
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liés & 'analyse asymptotique topologique, avant d’étudier plusieurs applications en
traitement d’images : inpainting (reconstruction de l'image dans une zone ou elle
n’était pas connue), restauration et débruitage, classification, segmentation. Par la
suite, nous présentons une méthode d’accélération des algorithmes que nous avons
introduite, en s’appuyant sur la transformée de cosinus discréte et un préconditionne-
ment approprié. Enfin, nous présentons un couplage entre le gradient topologique et
la méthode des chemins minimaux pour améliorer la détection des contours et éviter
que ceux-ci ne soient pas connexes.

2.2 Analyse asymptotique topologique

2.2.1 Présentation de la méthode

Soit Q un ouvert borné régulier de R? (ou R3). On considére une équation aux
dérivées partielles définie sur €2, que I'on peut représenter sous forme variationnelle :

trouver u € V tel que a(u,w) = l(w),Yw € V, (2.1)

ot V représente un espace de Hilbert sur €2, généralement H'(f2), a est une forme
bilinéaire coercive continue sur V, et [ est une forme linéaire continue sur ). On
consideére ensuite une fonction coit J mesurant un critére sur la solution u de (2.1) :
J(, u).

Considérons maintenant une perturbation du domaine, par exemple représentée
par l'insertion d’une fissure de petite taille 0, = x¢ + po(n), o zg € § représente
le point d’insertion de la fissure, o(n) est une fissure plane de normale unitaire n
contenant l'origine du domaine. Enfin p > 0 représente la taille de la perturbation,
qui sera supposée petite. En notant ©, = Q\o, le domaine ainsi perturbé, nous
pouvons alors chercher la solution de PEDP sur ce nouveau domaine :

trouver u, € V, tel que a,(u,, w) = l,(w),Vw € V,, (2.2)

ou V,, a, et [, représentent respectivement ’espace de Hilbert V restreint & 2,, et les
formes bilinéaire et linéaire perturbées.

La fonction colt peut alors étre réécrite comme une fonction de p uniquement, en
considérant la carte suivante :

J:p Q= u, solution de (2.2) — j(p) := J(y, up). (2.3)

La théorie de I'analyse asymptotique topologique donne alors un développement
asymptotique de la fonctionnelle j lorsque p tend vers O :

3(p) = 3(0) = f(p)G(z0) + o(f(p)), (2.4)

ou f(p) est une fonction positive tendant vers 0 lorsque p tend vers 0, et G(xg) est
appelé le gradient topologique au point z¢ d’'insertion de la perturbation [133].

La minimisation du critére j consiste alors & perturber le domaine aux endroits
ou le gradient topologique G est le plus négatif, en s’appuyant sur le développement
asymptotique (2.4).



2.3. INPAINTING [9, 13| 15

2.2.2 Reésultat principal

Dans la suite des travaux, nous nous appuierons sur le résultat suivant |37] :

Théoréme 2.1 S’il existe une forme linéaire L, définie sur V,, une fonction f :
RT — R™, et 4 nombres réels 6.J1, 6.J2, da et 6l tels que

lim £(p) =0,

(va up) — J(Qp,u0) = Ly(uy — uo) + f(p)dJ1 4 o(f(p)),
J(Qp,u0) — J(Q,u0) = f(p)dJ2 + O(f(p)),

(ap — ao)(uo,pp) = f(p)da+ o(f(p)),

(lp = 10)(pp) = f(p)ol + o(f(p)),

ot p, est l’état adjoint, solution de

ap(w,pp) = —Ly(w),YVw € V,, (2.5)

et u, est solution de (2.2), alors la fonction codt j admet le développement asympto-
tique (2.4), ot le gradient topologique est défini par

G(z) =0J1 +dJ2 + da —4l. (2.6)

2.3 Inpainting [9, 13]

Dans cette section, nous appliquons la méthode du gradient topologique au pro-
bléme de 1™inpainting” d’une image. L’inpainting consiste a reconstituer les parties
cachées d’'une image, par exemple par un masque, ou a cause dune détérioration,
afin de récupérer 'image entiére et originale. Les applications sont nombreuses, par
exemple pour enlever les taches sur une image ou sur un film mal conservé, pour
supprimer un logo ou une image incrustée sur une autre image, ...

Ce probléme est classiquement résolu par I'une des approches suivantes : méthodes
d’apprentissage (e.g. réseaux de neurones) [177, 178], minimisation d’une fonctionnelle
d’énergie reposant sur la variation totale [67, 68|, analyse morphologique pour séparer
la texture du décor [87], ...

Pour étudier ce probléme, nous allons dans un premier temps essayer d’identifier
et reconstituer les contours (ou arétes) principaux de l'image dans la zone cachée
(et donc inconnue). La technique de détection des fissures est basée sur la diffusion
thermique classique [142, 66, 174, 175, 150|, que nous avons améliorée en modélisant
les contours de I'image comme des fissures. A 1'aide de la connaissance a la fois de la
condition de Dirichlet et de celle de Neumann au bord de la zone cachée, nous pouvons
définir un critére, mesurant 1’écart entre la solution d’un probléme de Dirichlet et
celle d'un probléme de Neumann [118|. Ce probléme est analogue au probléme de
conductivité inverse, aussi connu sous le nom de probléme de Calderén [65]. Seulement
deux mesures sont nécessaires pour retrouver des fissures simples [30, 31, 48]. Plusieurs
approches numeériques ont été proposées dans [40, 49, 50, 64, 96, 152, 151], mais la
plus performante semble étre I’approche par analyse asymptotique topologique. La
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minimisation du critére nous permettra alors d’identifier les principales fissures de
I'image dans la partie inconnue. Enfin, I'image sera reconstituée entre les fissures
grace au Laplacien.

Cette section résume les travaux présentés dans [9, 13]. De nombreux tests numé-
riques sont également présentés dans ces références.

2.3.1 Probléme de localisation des fissures

Dans cette partie, nous supposons que le domaine €2 contient une fissure o*. On
impose un flux ¢ € H~'/2(T") sur le bord I du domaine €, et on veut trouver o C Q
telle que la solution v € H'(Q\o) de

Au=0 dans Q\o,
Opu=¢ surl, (2.7)
Opu =0 sur o,

vérifie ulp = T ou T € HY?(T) est donnée. Certaines conditions de compatibilité sur
les données assurent que le probléme est bien posé.

Une approche par gradient topologique a été introduite dans [37], et consiste a
définir deux solutions différentes a partir des deux données de Dirichlet et Neumann :

Aup =0 dans Q\o,
up € H'(Q\0o) telle que up =T surl, (2.8)
Opup =0 sur o,

Auny =0 dans Q\o,
uy € HY(Q\o) telle que Opuny = ¢ sur T, (2.9)
Opuy =0  sur o.

En remarquant que les deux solutions coincident si ¢ = o¢*, I'idée consiste a
minimiser la fonction cott

1
J(@) = 5lup = unliz (o) (2.10)

Le développement asymptotique topologique de cette fonctionnelle est détaillé
dans [37].

2.3.2 Formulation des problémes de Dirichlet et Neumann pour I’in-
painting

Dans notre approche, () représente désormais I'image, on note I' sa frontiére, et
on dénote par w C 2 la partie cachée (inconnue) de I'image, et 7 sa frontiére. Soit v
I'image dégradée et que I’on souhaite reconstituer. On suppose donc que v est connue
sur Q\w, et inconnue sur w.

L’idée consiste & adapter la méthode de localisation des fissures & 'inpainting :
nous allons chercher & identifier les fissures, ou contours, o dans la partie cachée w de
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I'image, puis imposer que le Laplacien de I'image reconstruite soit nul dans w\o. Pour
une fissure o donnée (i.e. pour un contour donné dans la partie cachée de 'image),
et en utilisant la connaissance de v (donnée de Dirichlet) et de son flux (donnée
de Neumann) sur le bord v de w, on peut reconstruire deux solutions différentes a
Iintérieur de w.
Pour une fissure o donnée dans w, la solution up(c) € H'(Q\o) du probléme de
Dirichlet vérifie
Aup =0 dans w\o,
up =v  Sur -y,
Opup =0 sur o,
up =v dans Q\w.

(2.11)

En dehors de w, la solution est égale & 'image originale, et & l'intérieur de w, nous
reprenons l'équation (2.8). De méme, en supposant v réguliére, on peut définir une
solution uy € H'(Q\o) du probléme de Neumann :

Auy =0 dans w\o,
Onuny = Opv  Sur v,
Opuy =0  sur o,
uy =v dans Q\w.

(2.12)

A noter que d’un point de vue numeérique, il est beaucoup plus simple de résoudre un
probléme de Neumann approché :

Auy =0 dans w\o,

Opun = Opv  sur v,

Opuy =0 sur o,

—aAuy +uy =v  dans Q\w,

(2.13)

ol « > 0 est petit.

2.3.3 Développement asymptotique

La fonction cotit reste inchangée et est définie par (2.10), puisque nous souhaitons
trouver les fissures ¢ C w qui minimisent ’écart entre ces deux solutions. En supposant
que la fissure o est égale & x + pa, oul = est le point d’insertion de la fissure, p est
la taille de la fissure insérée (supposée petite) et @ est une fissure de référence, de
normale n, alors on peut réécrire la fonction cott J définie par (2.10) comme étant
une fonction j(p) de p uniquement. Le développement asymptotique est alors donné
par

i(p) —3(0) = f(p)g(x,n) + o(f(p)), (2.14)

ou le gradient topologique g est donné par

g(x,n) = —[(Vup(xz).n)(Vpp(x).n) + (Vun(x).n)(Vpy(z).n)], (2.15)
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ou up et uyn sont solutions de (2.11) et (2.12) respectivement, mais sans fissure o
insérée (o = (). pp et py sont les états adjoints associés, respectivement solutions
dans H'(Q) de

pp =0 dans Q\w,

pp =0 sur -y, (2.16)

—App = —(up —uy) dans w,

py =0 dans Q\w,
OnpN =0 sur 7, (2.17)
—Apy = +(up —uy) dans w.

Le gradient topologique défini par (2.15) peut se réécrire sous la forme
g(xz,n) =nT M(z)n, (2.18)

ou M(z) est une matrice symétrique 2 x 2 (ou 3 x 3 dans le cas d’images tri-
dimensionnelles, ou films) définie par

M(x) = —sym(Vup(z) ® Vpp(x) + Vun(z) ® Vpy(z)). (2.19)

On en déduit que la valeur minimale de g(z,n) est atteinte lorsque n est le vecteur
propre associé a la valeur propre A\, (M (z)) la plus négative de M(x).

2.3.4 Algorithme

L’algorithme que nous avons défini est donc le suivant :

Résolution des deux problémes directs (2.11) et (2.12) non perturbés (o = 0).
Résolution des deux problémes adjoints (2.16) et (2.17) non perturbés.
Assemblage en chaque point z € w de la matrice M (z) définie par (2.19).
Définition de l’ensemble des fissures identifiées :

o ={x € w; Anin(M(x)) <6 <0}, (2.20)

ol § est un seuil négatif.
e Résolution du probléme de Neumann direct (2.12) perturbé par o.
L’image ainsi obtenue coincide avec 'image originale en dehors de w, et a été recons-
truite & lintérieur de w.

2.3.5 Remarques

D’un point de vue numérique, les fissures sont généralement modélisées par une
conductivité trés faible plutdt que par un trou effectif dans le domaine de calcul. L’al-
gorithme défini précédemment a une complexité en O(n.log(n)), ou n est le nombre
de pixels de "image, comme expliqué au paragraphe 2.7.

L’avantage de cette méthode est de permettre la reconstruction de 'image a ’aide
d’uniquement 5 résolutions d’EDPs, les deux problémes directs, les deux problémes
adjoints, puis un probléme direct perturbé. Les résultats présentés dans [9] montrent



2.4. RESTAURATION [16, 22| 19

la qualité des résultats obtenus en appliquant ainsi seulement une itération du gradient
topologique.

Le parameétre de controle de la méthode se situe dans le seuillage du gradient : en
dessous d’un certain seuil, nous estimons que les pixels considérés sont des contours
de l'image, alors qu’au-dessus, nous estimons que ce n’est pas le cas. La résolution
du dernier probléme perturbé (2.12) pour trouver I'image reconstruite repose sur la
résolution du probléme de Poisson, et la netteté de l'image obtenue dépend de la
connexité des contours identifiés. En effet, si un contour n’est pas fermé, le Laplacien
crée une zone floue. De fait, le ccefficient de seuillage est généralement calé pour
assurer la fermeture des principaux contours de I'image, quitte & prendre en compte
des pixels qui ne sont en fait pas sur les contours de "image. Nous avons constaté que
numériquement, ce paramétre dépend trés peu des images traitées et peut étre fixé a
priori.

Une solution a ce probléeme de seuillage est étudiée en section 2.8.

2.4 Restauration [16, 22]

Nous considérons dans cette section le probléme de la restauration d’une image,
essentiellement dans le but de la débruiter. L’idée principale de la méthode est de
détecter les contours de 'image bruitée, en utilisant le gradient topologique, afin de
les préserver dans le processus de restauration.

La méthode est également dérivée de la diffusion thermique. Les méthodes varia-
tionnelles généralement considérées reposent sur la diffusion isotrope ou anisotrope
non linéaire, et sur la minimisation de la variation totale [142, 66, 124, 174, 175, 43|.
D’autres approches non variationnelles ont également été développées, et notamment
des méthodes statistiques [86].

Cette section résume les travaux présentés dans [16, 22]. Nous ne détaillons pas
ici les résultats des tests numériques qui se trouvent dans ces références.

2.4.1 Formulation variationnelle

Soit 2 C R? un ouvert borné, et soit v € L*(Q) 'image bruitée. Le débruitage
d’une image passe généralement par la résolution du probléme suivant :

—div(cVu) +u=v dans €,

Onu =0 sur  0S, (2.21)

trouver u € H'(Q) telle que {

ol n représente la normale unitaire extérieure a J€2, et ¢ est la conductivité, que nous
allons définir par la suite. Différents choix de conductivité sont possibles, essentielle-
ment ¢ constant (méthode de diffusion linéaire, rapide mais qui rend 'image floue),
et ¢ défini par une fonction non linéaire de Vu (diffusion non linéaire, qui préserve les
contours [175, 43]). Dans notre approche, ¢ ne prendra que 2 valeurs, soit une valeur
de Dordre de 1 en dehors des contours de 'image afin de lisser I'image, soit 0 sur les
contours afin de les préserver.
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Imposer ¢ = 0 sur une partie de 'image revient & perturber le domaine en insérant
des fissures. Pour un point zg € 2 fixé, et pour un paramétre p > 0 supposé petit, on
consideére le domaine perturbé €2, = Q\o, par I'insertion d'une fissure o, = x¢+po(n),
ou o(n) est une fissure de normale unitaire n contenant l'origine du domaine. Le
probléme perturbé peut s’écrire sous la forme variationnelle suivante :

trouver u, € H'(Q,) telle que a,(u,,w) = l,(w), Yw € H (), (2.22)

ol a, (resp. l,) est une forme bilinéaire (resp. linéaire) définie sur H*(Q,) (resp.
L?(Qp)) par

ap(u,w) = /Q (cVuVw + uw) dz, l(w) = /Q vw dx. (2.23)

P

La détection des contours de 'image revient & minimiser par rapport au domaine
la fonctionnelle d’énergie suivante :

J(p) = J(Qpup) = / Va2 (2.24)

P

2.4.2 Gradient topologique

En s’appuyant sur le théoréme 2.1, un développement asymptotique peut étre
dérivé pour la fonction cott (2.24) et s’écrit sous la forme :

i(p) = 5(0) = p*G(x0, 1) + o(p?), (2.25)

avec

G(zo,n) = —mc(Vug(zo).n)(Vpo(zo).n) — 7|Vug(xg).n|?, (2.26)

ou pg est la solution du probléme adjoint non perturbé :

(2.27)

—div(cVpo) +po = —0uJ(,up) dans €,
Onpo =0 sur 0.

Comme précédemment, le gradient topologique peut se réécrire sous la forme
G(z,n) = (M(z)n,n), ou M(z) est la matrice symétrique 2 x 2 (en dimension 2)
définie par

WcVuo(w)Vpg(x)T + Vpo(z)Vug(z)T

M(z) = — 5

— V() Vue(x)T. (2.28)

2.4.3 Algorithme

L’algorithme consiste a insérer des petites inhomogénéités (ou fissures) dans les
zones de l'image ou le gradient topologique est inférieur & un certain seuil, ce qui
signifiera qu’il s’agit vraisemblablement de contours de I'image. Notre algorithme est
le suivant :
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Initialisation : ¢ = ¢y (valeur constante, imposée partout).

Résolution des problémes direct (2.21) et adjoint (2.27) non perturbés.
Assemblage de la matrice 2 x 2 M(x) définie par (2.28) en chaque point de
I'image, et calcul de sa valeur propre la plus négative A (M (z)).

On définit la nouvelle conductivité :

o — { e six € Q est tel que A\pin(M(z)) < a <0, (2.29)

co sinon,

ou € > 0 est supposé petit, et « est un ceefficient de seuillage négatif.
e Résolution du probléme direct (2.21) en utilisant ¢ = ¢;.
L’image ainsi obtenue est 'image débruitée.

2.4.4 Remarques

D’un point de vue numérique, il est beaucoup plus facile d’imposer ¢ égal a une
valeur treés faible (ici €) plutot que de travailler sur un domaine perturbé €2,. La
résolution du probléme (2.21) avec ¢ = ¢1 est une approximation de la résolution du
probléme perturbé (2.22), d’autant plus précise que € est petit.

Comme précédemment, cet algorithme est extrémement efficace, et ne nécessite
que 3 résolutions d’'une EDP sur le domaine de I'image : les problémes direct et adjoint
non perturbés, puis le probléme direct perturbé. La complexité de cet algorithme est
une fois encore en O(n.log(n)) (voir le paragraphe 2.7).

Les résultats ainsi obtenus, présentés par exemple dans [16], sont de trés bonne
qualité, comme on peut le constater visuellement, ou en utilisant le ratio signal sur
bruit (SNR). Il faut noter que la encore, I’algorithme nécessite le seuillage du gradient
topologique, afin de décider si les points considérés font partie des contours de 'image
ou non. Contrairement & I'inpainting, le fait de ne pas identifier des contours fermés
n’est pas essentiel, au sens ou cela influe assez peu sur le résultat. Toutefois, la méthode
présentée au paragraphe 2.8 permet ici aussi d’obtenir des contours fermés, avec moins
de points faussement identifiés comme appartenant aux contours. La qualité de 'image
restaurée est ainsi meilleure.

2.4.5 Couplage des canaux dans le cas d’images couleur

1l existe plusieurs fagons de considérer une image en couleur. En utilisant un espace
adapté pour la représentation multi-dimensionnelle, par exemple ’espace RGB (rouge-
vert-bleu), I'image en couleur peut étre modélisée par une fonction de €2 dans R? au
lieu de R. Une premiére approche consiste & découpler les canaux, et résoudre un
probléme direct et un probléme adjoint pour chacun des canaux. Mais ces équations
peuvent également étre résolues directement de fagon vectorielle pour identifier les
images vectorielles u et p. Le développement asymptotique topologique reste donné
par les équations (2.25-2.26) et (2.28), ou les fonctions impliquées sont vectorielles,
i.e. le gradient topologique vectoriel est la somme des expressions correspondant a
chacun des canaux [22].
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Une autre approche a été étudiée dans [22], en utilisant une norme qui permet
de coupler les différents canaux entre eux. Dans I"approche définie par Di Zenzo [83],
I'idée consiste a considérer le tenseur de structure

3 k 5,k
tin tiz ou” du o
T = . ty= 1<, j<2, 2.30

( lo1 t22 > “ ; Ox; Ox;j =07 (2:30)

dans le cas d’images bi-dimensionnelles. Ce tenseur décrit la structure différentielle
de 'image, et le gradient de Di Zenzo est défini par la plus grande valeur propre de
ce tenseur :

1
1 3
HVUHDZ = ﬁ |:t11 + tog + \/(tll — t22)2 + 4t%2 . (2.31)
Grace & une réécriture du gradient a l’aide de la fonction suivante :
1 1—4f(V
H(Vu) = — f(Vu) (2.32)
avec
det? 1 2) 1 det? 1 3) & det? 2 3
F(Vu) = et*(Vu', Vu?) + det*(Vu', Vu?’) + 62(Vu,Vu)7 (2.33)
(|Vul]?2 + |[Vu?|?2 + |Vu3|?)
ous out  dul us\?
det*(Vu®, Vu') = ——— 2.34
¢ (VU ,VU ) <8.%'1 81‘2 81'1 81‘2) ’ ( )

il est possible de dériver le développement asymptotique de la fonction cotit définie
par 'équation (2.24) dans laquelle la norme utilisée est celle définie en (2.31) :

3
G(zo,n) = Z [—Wc(Vulg(xo).n)(Vvlg(xo).n) — nH (Vug(z0))|Vul (z0).n?| (2.35)
k=1

en utilisant les mémes notations que précédemment.

Dans [22], nous montrons que cette approche a le méme cott de calcul que ’al-
gorithme ou les différents canaux sont découplés, alors qu’il permet d’améliorer la
détection des contours de l'image, et par conséquent d’obtenir une image restaurée
plus précise aux abords des contours de 'image.

2.5 Classification [10, 16]

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de la classification d’une
image en différentes classes, de facon régularisée et non supervisée.

L’idée repose sur une idée introduite dans [150, 43|, consistant a coupler la classifi-
cation avec la restauration. Nous adaptons ici cette idée a notre approche par analyse
asymptotique topologique.

Cette section résume les travaux présentés dans [16, 10| sans détailler les résultats
numériques.
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2.5.1 Introduction du probléme

Soit v I'image originale définie sur 2, et soient n classes (i.e. niveaux de gris, ou
couleurs) C;,1 < i < n, que 'on suppose prédéfinies pour le moment. Le but de la
classification est de trouver une partition de €2 en sous-ensembles €2;, recouvrant tout
le domaine €, et tels que v soit proche de C; dans €);.

Une approche variationnelle peut étre définie a I'aide de la fonction coit suivante :

J()imrn) =S /Q (v() = C)?dz + '3 Ty, (2.36)
=1/ i

ou I';; représente l'interface entre deux sous-domaines €2; N €2;.

La difficulté majeure de cette approche est que les inconnues sont des ensembles
et non des variables, ce qui rend ’approche par analyse asymptotique topologique
particuliérement appropriée pour traiter ce probléme. Le développement du gradient
topologique ainsi que les résultats numériques sont présentés dans [10].

2.5.2 Approche couplée restauration-classification

Une autre solution consiste & coupler la classification avec la restauration, en
reprenant ’approche présentée dans la section précédente 2.4. L’idée est de lisser
beaucoup plus fortement 'image, puis de la classifier sans aucune régularisation. En
effet, si l'on enléve le terme de régularisation de I’équation (2.36), cela revient a définir
), comme étant 'ensemble des pixels qui sont plus proches de C; que des autres
valeurs prédéfinies. En d’autres termes, les pixels sont assignés aux sous-domaines
représentant leur classe la plus proche.

Au lieu de choisir ¢ = € ou ¢ = ¢y pour le probléme perturbé (équation (2.29)),
nous choisissons de définir ¢ = ¢; avec

Co (2.37)

¢ sur les contours identifiés,
CcClt =
! — en dehors.
3

L’algorithme est alors le suivant :
e Application de I'algorithme de restauration défini en section 2.4, en remplacant
(2.29) par (2.37).

e (lassification non régularisée de l'image wu; ainsi obtenue, en assignant par

exemple chaque pixel a sa classe la plus proche.

Comme précédemment, la complexité de algorithme est en O(n.log(n)), et les
résultats numériques présentés dans [10] comparent 'efficacité relative des différentes
approches proposées. De plus, comme cela est présenté, en jouant sur le parameétre
c1, il est possible de régulariser plus ou moins la solution obtenue, et cela permet
également d’obtenir de trés bons résultats sur des images bruitées.
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2.5.3 Extension au cas non supervisé

En supposant que le nombre de classes n soit donné, mais pas leurs valeurs Cj, il
est possible de les déterminer de fagon optimale en les intégrant dans la minimisation
de la fonction cott :

min (), (C1)) = Z/ [v() — Cil2do+ '3 Ty, (2.39)
(Qz)v(cz) i=1 Qi ’L;é]

L’idée est de minimiser la fonctionnelle j alternativement par rapport aux sous-
domaines et par rapport aux classes. La minimisation par rapport aux sous-domaines
revient a classifier I'image pour les valeurs Cj, et la minimisation par rapport aux
classes revient & imposer

1
C; = o] /sz(x) dx. (2.39)

L’algorithme de classification non supervisée est alors :

e Initialisation : choisir un jeu de classes C1, ..., C,, par exemple équi-réparties.
e Répéter jusqu’a convergence :
— Trouver 'image classifiée pour les classes ', ..., C, en utilisant I’algorithme
précédent.

— Mettre a jour les classes avec (2.39).

De méme, si le nombre n de classes n’est pas donné, on peut ajouter un terme
supplémentaire “4(n” dans la fonction coit (2.38), et minimiser également par rap-
port & n. Le choix du paramétre de régularisation (3 influe directement sur le nombre
de classes qui sera identifié.

2.6 Segmentation [12, 13]

La segmentation consiste & détecter automatiquement les différentes composantes
d’une image. L’idée de base reste la méme, & savoir qu’il faut d’abord commencer par
chercher les contours de l'image, ce qui revient a séparer les différentes composantes
de I'image.

Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature. On peut citer les ap-
proches variationnelles, par exemple basées sur la minimisation de la fonctionnelle de
Mumford-Shah [136], les contours actifs et méthodes de serpent |55, 156], les approches
stochastiques [54, 61], les transformées d’ondelettes, .. .[43, 45, 42, 140, 149, 150, 176].

Cette section présente les principaux résultats obtenus dans |12, 13]. Des tests

numériques ont également été réalisés dans ces références afin de montrer Defficacité
de la méthode.
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2.6.1 De la restauration a la segmentation

On considére & nouveau l'algorithme de restauration dans lequel on utilise la
conductivité suivante pour le probléme perturbé :

c(e) = { PR (2.40)

— en dehors de w,
€

ol w C () représentera par la suite ’ensemble des contours de I'image. Dans un premier
temps, on suppose que w n’est pas d’intérieur vide, i.e. qu’il est de co-dimension 0 dans
Q. En utilisant (2.40), l’algorithme revient alors a considérer le probléme suivant :

—div(eVue) +u. = v dans w,
1
(P:) —div <€Vus> +u.=v dans Q\w, (2.41)
Opte =0 sur  0€,

ot u. € H'(Q), i.e. avec la condition implicite de recollement de c(¢)d,u. des deux
cotés de Ow.
Nous avons alors le résultat asymptotique suivant [12] :

Théoréme 2.2 Si u. est l'unique solution du probléeme (P.) dans H(Q), alors

Lim (|| Ve — Vuol| 2wy + [lue = uol| 22)) = 0, (2.42)

ot ug € HY(Q\w) N L2(Q) est la solution de

Uy = v dans w,
—div (Vug) =0 dans Q\w,

(Po) Opug =0 sur  Ow, (2.43)
Opug =0 sur  Of).

Ce résultat nous indique qu’on peut approcher I'image segmentée ug a l'aide de wu..
Désormais, on suppose que w est de co-dimension 1 dans €2, ce qui permet de mieux
gérer la situation réelle. En effet, du point de vue des applications, il est naturel de
considérer que les contours forment un ensemble de dimension 1 lorsque I'image est
de dimension 2 par exemple. Pour garder la cohérence avec les sections précédentes,
nous noterons désormais o cet ensemble, qui désigne donc les contours de I'image. On
suppose que cet ensemble est connu, grace a la méthode de détection des contours
que nous avons vue a plusieurs reprises précédemment.

Le probléme (P;) devient désormais

1
—div <€Vu5> +u. =v dans Q\o,

(P:) (2.44)

Ontte =0 sur o,
Opte =0 sur 0L,

ot u. € H'(Q\o). L'existence et unicité de la solution est garantie si v € L?(2). Le
résultat asymptotique devient alors [12] :
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Théoréme 2.3 Si u. est 'unique solution du probleme (P.) dans H'(Q\o), alors

luellr2@) < Ivll2@)s VUl 2@y < Vellvllnz, (2.45)

et
lim [[Vue = Vol L2 (\0) = 0, (2.46)

ot ug € HY(Q\o) est l'unique solution de

—div (Vug) =0 dans Q\o,

~ uy = v YV Q; composante connezxe de Q\o,

(Po) /Q /Q \ (2.47)
Opug =0 sur o,
Opug =0 sur  Of).

La résolution directe du probléme (Pp) peut s’avérer extrémement coiteuse en
pratique, & cause du trés mauvais conditionnement du systéme. L’idée est alors de

résoudre des approximations (P.), et d’approcher la solution ug a 1’aide des solutions
Uus ainsi construites.
2.6.2 Développement en série entiére

Nous allons nous appuyer sur le développement en série entiére de la solution wu.
pour construire une suite d’approximations [12] :

Théoréme 2.4 Il existe une constante eg > 0 et une famille de fonction (up)nen de
HY(Q\o) telle que pour tout 0 < ¢ < g,

Ue =) upe”. (2.48)

De plus, ug est Uunique solution du probléme (750), et les autres fonctions sont les
uniques solutions dans H*(Q\o) des problemes respectifs suivants :

—div(Vuy) = —ug+v dans Q\o,

~ up =0 YV, composante connexe de Q\o,

(P1) Q (2.49)
Opu; =0 sur o,
Opur =0 sur  0f,
—div (Vuy) = —up—1 dans Q\o,
— (73”) /Ql Up =0 YV Q; composante connexe de Q\o,
Opty, =0 sur o,
8nun =0 sur 01.

(2.50)
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On peut alors définir la fonction suivante :
f(e) :=wu. € H{(Q\o), (2.51)

qui admet le développement en série entiere (2.48) autour de l'origine. On considére
alors une famille de points (g;) choisis dans un intervalle [e., eg], ou €. est une valeur
critique pour laquelle on estime qu’il n’est plus raisonnable de résoudre numérique-
ment le probléme (755), et e est inférieur au rayon de convergence de la série. A 1'aide
de ces points, nous pouvons définir des polynémes d’interpolation de degré arbitraire :

N N

we=Y{TI ;:Z; U, (2.52)

i=1 \j=1;#i

ol N est le nombre de points ¢; choisis, et gy est alors de degré N — 1.
L’analycité de la fonction f permet d’estimer 'erreur d’approximation, et d’affir-
mer que

luo — g (0)] 711\ 0) = O(eN). (2.53)

2.6.3 Algorithme

On peut alors définir I’algorithme suivant, basé en partie sur l'algorithme de res-
tauration défini en section 2.4 :

e Résoudre les problémes direct (2.21) et adjoint (2.27) non perturbés (i.e. avec

¢ = ¢q partout).

o Agsembler la matrice M (x) définie par (2.28) et calculer la valeur propre

Amin (M (x)) la plus négative en chaque point du domaine.

e Définir 'ensemble des contours : 0 = {x € Q; A\pin < a < 0} o « est un ceeffi-

cient de seuillage négatif.

e Définir la valeur critique €. > 0 en dessous de laquelle la résolution numérique

du probléme (755) est difficile.

e Choisir le degré N de ’approximation pour que la norme du résidu soit en

O(el), et N valeurs différentes (g;).

e Résoudre les N problémes (P.,).

e Calculer la valeur en 0 du polynéme d’interpolation gy défini par (2.52).

La complexité de cet algorithme est donc en O(N.n.log(n)), ou n est le nombre de
pixels de I'image, et N est le degré de "approximation par interpolation. Typiquement,
dans les tests numeériques, N est de 'ordre de 2 & 5.

Des tests numériques ont été réalisés pour montrer l'intérét de cet algorithme, et
sont présentés dans [12].

2.7 Complexité des algorithmes [13, 16]

Nous présentons ici les techniques que nous avons utilisées pour résoudre les dif-
férentes équations aux dérivées partielles, afin d’obtenir une complexité théorique en
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O(n.log(n)) [13]. Des expériences numériques ont confirmé cette complexité théorique
16, 13].

2.7.1 Transformée de cosinus discréte

Tous les algorithmes que nous avons utilisés reposent sur des résolutions de 1’équa-
tion

(2.54)

—div(cVu) +u=wv dans €,
Opu =10 sur 08,

avec différentes valeurs de c. Les premiéres résolutions concernent les systémes direct
et adjoint non perturbés, i.e. avec une conductivité c constante. En utilisant une trans-
formée de cosinus discréte (DCT, équivalente & une transformée de Fourier discréte
mais en ne gardant que les cosinus), le probléme (2.54) est équivalent & résoudre

Z (1 + c(m7r)2 + c(mr)Q) UmnnPmn = Z Um.n®Omn, (2.55)

m,n m,n

ou les fonctions ¢y, = dpmn cos(mmz) cos(nmy) forment une base de cosinus dans
R?, et ot (Uy,) représente les coefficients de la DCT de l'image originale v. Par
identification dans I’équation (2.55), les ccefficients () de la DCT de I'image u
que l’on cherche sont :

Um,n
fman =174 c(mm)2 + c(nm)?’ (2.56)
La complexité d'une DCT est O(n.log(n)) ou n est le nombre de pixels de I'image.
La résolution des problémes non perturbés se fait de la fagon suivante :
e Calcul des ceefficients v, , de la DCT de I'image originale v.
e Calcul des ceefficients wy, ,, en utilisant (2.56).
o Assemblage de I'image u & partir de ses ccefficients u,, ,, par une DCT inverse.

2.7.2 Gradient conjugué préconditionné

La solution des différents problémes étudiés provient alors de la résolution d’un
probléme perturbé. Mais il faut noter que la perturbation est finalement assez faible
au sens ol la conductivité ¢ est constante, sauf dans une zone généralement négligeable
de l'image.

Le probléme perturbé qu’il faut résoudre peut s’écrire sous la forme

A(c)u = B, (2.57)

ou u est 'inconnue. Nous avons vu que le probléme (2.57) se résout trés rapidement
dans le cas ¢ constant. L’idée est de préconditionner le cas ol ¢ n’est pas constant a
Paide du cas constant. Le probléme (2.57) est équivalent au probléme suivant :

[A(co) " Ae)] u = [A(co) ' B]. (2.58)
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L’intérét est que pour c proche de cg, ce qui est généralement le cas, la matrice du
systéme & inverser est proche de l'identité, ce qui accélére la résolution. En utili-
sant un gradient conjugué préconditionné de cette fagon, nous pouvons espérer rester
en O(n.log(n)) opérations pour résoudre le probléme perturbé. Tous les tests numé-
riques que nous avons réalisés, en petite comme en grande dimension, confirment cette
complexité théorique.

L’avantage indéniable est que cela permet de traiter des films en temps réel, a
condition toutefois de découper le film en séquences courtes (de l'ordre d’une a deux
secondes) pour pouvoir utiliser une approche tri-dimensionnelle sans retarder la diffu-
sion de plus que quelques secondes. Notre approche permet également de traiter des
images de grande taille en un temps quasiment négligeable (par exemple, une image
1600 x 1200 pixels en moins d’une seconde avec un code en c++).

2.8 Couplage du gradient topologique avec la méthode
des chemins minimaux [26]

Comme nous I'avons vu, dans certaines applications comme la segmentation ou
surtout 'inpainting, il est extrémement important d’identifier des contours fermés,
afin de pouvoir utiliser le Laplacien dans des zones indépendantes. Or le systéme que
nous avons décrit pour identifier les contours repose sur un seuillage du gradient topo-
logique : en dessous d’un certain seuil, les points sont considérés comme appartenant
a des contours.

Nous avons constaté que les contours coincident en fait avec les lignes de fond de
vallée du gradient topologique. En adaptant le seuil, il est possible de les récupérer
mais cela nous oblige a considérer beaucoup de points supplémentaires qui ne sont
en fait pas des points appartenant aux contours. Pour identifier rapidement les lignes
de fond de vallée du gradient topologique, nous proposons d’utiliser la méthode des
chemins minimaux et du fast marching [71, 73, 82, 84, 179, 145, 164].

Dans la suite, nous considérons n’importe laquelle des applications en traitement
d’image précédemment traitées. Nous supposons uniquement que le gradient topolo-
gique g a été défini et calculé, et nous souhaitons identifier les lignes de fond de vallée,
correspondant aux zones les plus négatives du gradient topologique.

Cette étude est tirée de [26], qui présente quelques résultats numériques dans le
cadre de l'inpainting et de la segmentation.

2.8.1 Chemins minimaux

Soit g le gradient topologique, I'idée des chemins minimaux est de définir une
fonction potentiel, permettant de mesurer en chaque point du domaine € le coit
pour un chemin de passer par ce point. Comme le potentiel doit étre positif, nous
proposons d’utiliser la fonction suivante :

P(z) = g(z) - min {9(v)}. (2.59)
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L’avantage de ce choix est que plus le gradient topologique est négatif, plus la fonction
potentielle est proche de 0, et moins c’est cotiteux pour un chemin de passer a cet
endroit. A I'inverse, il est extrémement cotiteux pour un chemin de passer par un
point dont le gradient topologique est positif (ou faiblement négatif).

En notant C'(s) un chemin (ou une courbe) sur §2, o s représente ’abscisse cur-
viligne, on peut définir le cott total du chemin de la facon suivante :

J(C) = /C (P(C(s)) + a) ds, (2.60)

ol v > 0 est un ceefficient de régularisation, mesurant la longueur réelle du chemin.

Le but est de minimiser la fonction cott J, afin par exemple de trouver le chemin
le plus court (en distance) et le moins onéreux (au sens de la fonction potentiel),
reliant deux points. Pour ce faire, on définit la distance suivante sur l'image :

D(z;z0) = CE}L\I(ISEIO) J(C), (2.61)

ou A(z,xo) est ensemble des chemins reliant = a xo.

2.8.2 Fast marching

Une fagon extrémement performante de construire la fonction distance définie par
(2.61) est d’utiliser une équation de propagation d’un front :

9C (s, t) 1

ot P(C(s,t)) +« no(

$,1), (2.62)

ot ng(s,t) est la normale unitaire extérieure au front C. L’initialisation est géné-
ralement faite avec C(s,0) égal a un cercle de taille infinitésimale autour du point
Zo.

La méthode du fast marching est la suivante : d’aprés la théorie des équations Ei-
konales, la distance D(x; z¢) est exactement instant ¢ pour lequel le front C' initialisé
en xo atteint le point = [179, 84].

En choisissant un point xg de référence, la résolution de ’équation (2.62) pour un
temps suffisamment long (i.e. jusqu’a ce que tous les points aient été atteints, et donc
jusqu’a ce que C' coincide avec le bord du domaine 9f2) donne directement la distance
D(z; ) pour tout point x du domaine.

2.8.3 Algorithme couplé

En considérant que le minimum global du gradient topologique est certainement
un point de contour, on l'utilise généralement comme point xg de référence. On peut
alors construire la distance entre g et n’importe quel point du domaine. A partir de
14, un simple algorithme de descente sur la fonction distance en partant d’un point
x1 donnera le chemin minimal entre zg et x1, c’est-a-dire le chemin le plus court et
le moins cotiteux entre ces deux points. Si xg et 21 sont deux points sur le méme
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contour, comme la fonction potentiel est choisie de telle sorte qu’il soit peu cotiteux
de rester sur le contour (grace au gradient topologique), le chemin minimal sera une
trés bonne approximation du contour entre x( et z;. L’avantage est que cette fois-ci,
le contour identifié entre ces deux points sera fermé.

Une amélioration trés peu cotiteuse consiste & utiliser plusieurs points d’initialisa-
tion, et de construire la fonction distance a ’ensemble de ces points. Le diagramme
de Voronoi correspondant peut étre vu comme le graphe dual de celui de la fonction
distance, et le point de distance minimale sur chaque aréte du diagramme donne le
point équidistant le plus proche des deux points-clés correspondant a l’aréte.

L’algorithme est finalement le suivant :

e Construire le gradient topologique pour la détection de contours, comme vu

dans les sections précédentes.

e Choisir N points-clés. Le principal point-clé est le minimum global du gradient
topologique, et les autres sont par exemple d’autres points ayant pour gradient
topologique des valeurs proches du minimum global.

Construire la fonction distance & cet ensemble de points-clés.

En déduire le diagramme de Voronoi correspondant.

Pour chaque aréte, trouver le point de distance minimale.

Pour chacun de ces points-selles, classés par distance croissante, vérifier qu’il ne
servira pas a relier des points-clés déja connectés & plusieurs autres points-clés.

e Si ce n’est pas le cas, utiliser ce point de distance minimale pour initialiser un

algorithme de descente vers chacun des deux points clés voisins, afin de récupérer
le chemin minimal correspondant entre les deux points-clés.

Cet algorithme converge et assure que chaque point-clé est connecté a au plus
deux autres points-clés. Cela fournit donc un contour fermé, reliant les points-clés, et
qui est une approximation d’un contour de I'image puisqu’il passe dans un fond de
vallée du gradient topologique.

Comme nous l'avons constaté dans [26], cela permet d’améliorer sensiblement
notre algorithme d’inpainting. Cela permet également de segmenter l'image plus effi-
cacement. Pour les autres applications, nous n’avons pas constaté de gain réellement
significatif en utilisant cette méthode.

2.9 Conclusions et perspectives

Nous avons utilisé la technique de détection de fissures, qui s’appuie sur le gra-
dient topologique, dans le but d’étudier plusieurs aspects du traitement d’images :
inpainting, restauration, segmentation, classification. Dans toutes ces applications,
nous avons obtenu de trés bons résultats, et surtout dans un temps de calcul trés
court.

Les méthodes présentées ici peuvent s’appliquer indifféremment aux images en
noir et blanc, en couleur, bi- ou tri-dimensionnelles, ainsi qu’aux films. En effet, la
complexité & la fois théorique et numérique que nous obtenons pour tous ces algo-
rithmes nous a permis de traiter des films quasiment en temps réel (sur une machine
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bi-processeur, avec un programme écrit en c++).

Un autre avantage réside dans le fait que tous les algorithmes que nous avons pré-
sentés ici s’appuient sur le méme noyau, puisque les équations aux dérivées partielles a
résoudre sont toutes du méme type. Cela simplifie particuliérement la mise en ceuvre
pratique de ces algorithmes grice & cette base commune.

Plusieurs pistes restent a ’étude, comme par exemple la possibilité d’utiliser des
opérateurs différentiels d’ordre plus élevé que le Laplacien, dans le but de recons-
tituer une information sur le gradient de 'image. Par exemple, dans le cas de I'in-
painting, l'image reconstruite est affine par morceaux dans chaque zone délimitée par
les contours identifiés. En utilisant le méme type de technique, la reconstruction du
gradient de I'image devrait permettre de reconstruire plus précisément l'image.



Chapitre 3

Assimilation de données : le
nudging direct et rétrograde

Ce chapitre résume les travaux contenus dans [8, 11, 14, 18, 21, 24, 25].

3.1 Introduction

[’assimilation de données, en météorologie comme en océanographie, consiste sou-
vent & identifier ’état initial d’un systéme dynamique & partir d’observations. Le but
principal est d’améliorer la connaissance de I’état actuel du systéme, pour en déduire
des prévisions fiables de son évolution future [116, 53, 163].

Le nudging est une méthode d’assimilation de données basée sur la relaxation
dynamique, dans le but d’ajuster le modéle et de le contraindre vers les observations.
L’algorithme standard du nudging consiste & ajouter aux équations d’état du systéme
un terme de rappel, proportionnel a la différence entre les observations et la quantité
correspondante calculée par la résolution des équations d’état. Le modeéle apparait
alors comme une contrainte faible et le terme de rappel force les variables du modéle
a coller aux observations. Ce terme de rappel peut étre ajusté grace a un ceefficient
(ou une matrice, suivant les cas). Il est généralement choisi de la facon suivante dans
les expériences numériques : suffisamment petit pour que le terme de nudging reste
faible en comparaison avec les autres termes des équations du modéle, et également
assez grand pour contraindre suffisamment le modéle vers les observations. Le terme
de nudging peut étre vu comme un terme de pénalisation du modéle lorsqu’il s’éloigne
trop des données. A noter que la méthode du nudging direct est également appelée
observateur de Luenberger dans le domaine de l'automatique et du controle [129].

Le nudging est une méthode d’assimilation de données trés simple, et nettement
plus économique (d’un point de vue de la mise en ceuvre pratique) que la plupart des
autres méthodes, et en particulier des algorithmes variationnels comme le 4D-VAR
[123]. Initialement introduit en météorologie [106], le nudging (encore appelé relaxa-
tion newtonienne) a ensuite été utilisé avec succés en océanographie sur un modéle
quasi-géostrophique [168, 170, 57|, puis appliqué & un systéme océanographique méso-

33
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échelle opérationnel [160]. Les coefficients du nudging peuvent étre choisis de fagon
optimale en utilisant une méthode d’estimation de paramétres par approche variation-
nelle [159, 180]. Les ceefficients ainsi obtenus sont optimaux au sens ou ils permettent
d’obtenir la plus petite différence entre la trajectoire du modéle et les observations.
Une comparaison entre le nudging optimal et les méthodes basées sur le filtre de Kal-
man a été réalisée dans [172]. Le principal inconvénient de ces méthodes de nudging
optimal est qu’elles nécessitent la mise en ceuvre et la résolution des équations du
modele adjoint, ce qui n’est pas utile pour le nudging standard.

Le nudging rétrograde consiste a résoudre les équations d’état du modele de fagon
rétrograde en temps, en partant d’une observation de l’état du systéme a l'instant
final. Un terme de rappel, avec un signe opposé a celui introduit dans le nudging
direct, est ajouté aux équations du systéme, et I’état obtenu a 'instant final est en
fait un état initial du systéme [1].

L’algorithme du nudging direct et rétrograde (Back and Forth Nudging, BFN)
introduit dans [18] consiste & résoudre d’abord les équations directes du modéle avec
le terme de nudging, puis en repartant de 1’état final ainsi obtenu, & résoudre les
mémes équations de facon rétrograde avec un terme de rappel opposé a celui du
nudging direct. On obtient ainsi a la fin de la résolution rétrograde une premiére
estimation de 1’état initial. Ce procédé est alors répété de facon itérative jusqu’a
obtenir la convergence de 1’état initial.

Cet algorithme peut étre comparé au 4D-VAR (algorithme variationnel d’assimila-
tion de données en dimension 3 d’espace et 1 de temps [123]), qui consiste aussi en une
succession de résolutions de systémes directs et rétrogrades. Mais dans l’algorithme
BFN, il est inutile, méme pour des problémes non linéaires, de linéariser le modéle
comme dans le 4D-VAR, et le systéme rétrograde n’est pas I’équation adjointe mais
le systéme des équations du modeéle avec un terme de rappel qui en fait un probléme
bien posé.

Nous pouvons citer ici quelques autres algorithmes reposant également sur des
résolution directes et rétrogrades. Une approche similaire est étudiée dans [162, 161],
a la différence principale qu’a chaque instant d’observation, la trajectoire du mo-
déle est remplacée par les observations. Cela correspond & notre algorithme dans le
cas particulier de ceefficients de nudging infinis et d’un systéme physique réversible.
L’algorithme du quasi-inverse est une autre méthode directe-rétrograde, mais sans
rapport avec le nudging [116]. En effet, dans cet algorithme, le signe des termes dis-
sipatifs est changé dans les équations rétrogrades pour des raisons de stabilité. Notre
algorithme utilise un terme de relaxation pour stabiliser les équations rétrogrades, et
ainsi conserver le bon signe pour les termes dissipatifs.

Au cours de ce chapitre, nous définissons tout d’abord l'algorithme du nudging
direct et rétrograde, ou BFN, dans un cadre général. Puis nous présentons des ré-
sultats théoriques de convergence dans des cas simplifiés (observations complétes et
non bruitées), sur différents types de modeles : modeles linéaires, équations de trans-
port (linéaires ou non, diffusives ou non). Puis nous listons les différentes expériences
numériques qui ont été réalisées, et donnons les principales conclusions qui peuvent
en étre tirées. Enfin, en s’appuyant sur des méthodes développées dans le monde de
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Pautomatique (ou le nudging peut étre relié a certains observateurs), nous montrons
qu’il est notamment possible de corriger les variables du modéle non observées & partir
de celles qui le sont, et grace a cela améliorer les résultats obtenus. Enfin, quelques
conclusions et perspectives sont données a la fin de ce chapitre.

3.2 Algorithme du “nudging direct et rétrograde”, ou “Back
and Forth Nudging” (BFN) [8, 11, 18]

3.2.1 Nudging direct

Pour simplifier les notations, nous supposons que les équations du modéle ont été
discrétisées spatialement, a ’aide d’'une méthode aux différences finies, éléments finis
ou une méthode spectrale. Nous considérons ainsi un modeéle continu en temps et régi
par des équations dynamiques du type

dX

avec une condition initiale X (0) = xo. Dans cette équation, F' représente I’ensemble
des opérateurs différentiels spatiaux et autres termes (linéaires ou non linéaires) du
modeéle.

Soit C' U'opérateur d’observation, permettant de relier les observations du systéme
Xobs(t) aux quantités correspondantes C'(X (t)) calculées a partir des trajectoires X ()
du modele. Dans la pratique, 'opérateur d’observation C' modélise essentiellement
deux phénoménes. D’une part, les observations ne sont pas faites exactement sur les
points de grille du modeéle numérique, et il faut donc interpoler entre les points du
maillage. D’autre part, les observations ne correspondent pas forcément aux variables
du modéle, mais a une autre quantité physique pouvant s’y relier. Par exemple, les
satellites mesurent des radiances, qui peuvent étre reliées aux variables du modéle
comme la température ou la hauteur d’eau. Sauf mention contraire, nous ne supposons
pas dans cette étude que C est un opérateur linéaire.

Le nudging standard appliqué a I’équation (3.1) donne le modele suivant :

% = F(X) + K(Xops — C(X)), 0<t<T, (3-2)

en conservant la méme condition initiale, et ot K représente la matrice (ou éventuel-
lement un ceefficient) de nudging, ou gain. Le modéle devient ainsi une contrainte
faible, puisqu’il n’est plus satisfait exactement. Le terme de nudging a pour but de
forcer le modeéle vers les observations. Dans un cadre linéaire, c’est exactement 1’ob-
servateur de Luenberger, ou observateur asymptotique, dans lequel la matrice K de
nudging peut étre choisie de sorte que lerreur tende vers 0 en temps infini [129]. Mais
dans les applications géophysiques, nous ne pouvons pas toujours considérer un temps
suffisamment long pour que le nudging standard donne de bons résultats.
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3.2.2 Nudging rétrograde

L’idée du nudging rétrograde consiste & repartir de la condition finale obtenue a
la fin de la résolution de (3.2) et a revenir a l'instant initial grace aux équations du
modele. Sil’on considére le modeéle rétrograde correspondant a (3.1), on obtient

dx .
avec une condition finale X(T) = Zp. Lorsque le modéle direct est irréversible (ou

dissipatif), ce probléme est généralement mal posé. Pour le stabiliser, nous ajoutons
un terme de rappel aux observations avec un signe opposé :

L F(X) = K'(Xgps — C(X)), T>t>0, (3.4)

ou K’ est la matrice de nudging rétrograde.
La résolution de ce modéle rétrograde permet d’obtenir une solution a l'instant
t = 0, qui peut étre vue comme une nouvelle estimation de 1’état initial du systeme.

3.2.3 Algorithme BFN

L’algorithme du nudging direct et rétrograde (Back and Forth Nudging) a été
introduit dans [18]. Il consiste & résoudre alternativement et itérativement I’équation
directe avec nudging (3.2) et I’équation rétrograde avec nudging (3.4), en repartant a
chaque fois de la derniére solution calculée. L’algorithme peut s’écrire sous la forme

suivante : dxX
ko _
e T F(~Xk) + K(Xops — C(Xy)),
X;(0) = X3_1(0),
) (3.5)
dXy, 5 \
k1 g - FE — K'(Xops — C(Xp)),

Xi(T) = Xi(T),

avec la notation Xo(0) = xo.

On peut remarquer que si les trajectoires directe et rétrograde convergent vers
la méme limite, alors en faisant la somme et la différence des deux équations dans
(3.5), la trajectoire limite est solution du modele direct (3.1) et elle coincide avec les
observations & travers 'opérateur d’observation C' et la matrice de gain K.

Dans la pratique, les observations sont discrétes en temps, ce qui revient & dire
que le vecteur X5 n'est disponible et utilisable qu’a certains instants (¢;);=1..n. Le
terme de nudging est alors ajouté uniquement a ces instants-la :

dX—FX NKX C(X))o(t —t; 0<t<T 3.6
dt()"‘;(obs_())(_Z)7 <t <. ()
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3.2.4 Choix des matrices de nudging et interprétations

Nous allons maintenant expliquer et justifier le choix des matrices de nudging, a
travers différentes interprétations du nudging.

Interprétation variationnelle du nudging

Concernant la matrice de nudging direct, la méthode ayant été beaucoup étudiée et
utilisée dans les 30 derniéres années [106, 168, 160, 159], il existe plusieurs possibilités
pour fixer la matrice K de nudging direct. La plus connue est la méthode du nudging
optimal, permettant de déterminer les ccefficients optimaux grace a une méthode
variationnelle d’estimation de parameétres [180, 172].

Nous pouvons déja noter qu’imposer K = 0 dans (3.2) nous raméne aux équa-
tions du modéle (3.1). D’un autre coté, imposer K = 400 revient a substituer les
observations a la trajectoire du modéle a chaque instant d’observation. L’un comme
Pautre ont I'inconvénient de privilégier 'une des deux sources d’information (modéle
et données) aux dépens de l'autre.

Soit R la matrice de covariance des erreurs d’observation. Cette matrice intervient
dans les méthodes classiques d’assimilation de données, aussi bien variationnelles (3D-
VAR, 4D-VAR, 4D-PSAS, ...) que séquentielles (filtres dérivés du filtre de Kalman)
[78, 90, 144, 99, 100]. En pratique, on ne connait pas exactement les statistiques
d’erreur, et on considére donc une approximation de cette matrice, qu’on suppose
symétrique définie positive.

On suppose ici que le modeéle est linéaire, i.e. que F' est un opérateur linéaire.
On suppose également que F' représente un opérateur symétrique. Une discrétisation
temporelle classique (méthode d’Euler implicite) de I'équation (3.2) est la suivante :

Xn+1 _ X"
At
ou At représente le pas de discrétisation temporelle, et X™ représente la solution du

probléme discret & I'insant t,.
En choisissant

= FX"M 4 K(Xgps — CX™), (3.7)

K=C"R™, (3.8)
alors le probléme (3.7) est équivalent au probléme d’optimisation suivant :
n+1 . 1 n n At
X = argmin §<X—X X —-X >—?<FX,X> (3.9)

A
+ 7t<R—1(XDbS —CX), Xops — CX)| .

Les deux premiers termes correspondent exactement & l’énergie du modéle direct
discrétisé, et le dernier terme est la partie relative aux observations de la fonctionnelle
cott de l'algorithme 4D-VAR [123]. Ce principe variationnel montre qu’a chaque pas
de temps, le nudging direct revient & faire un compromis entre minimiser 1’énergie du
systéme et minimiser ’écart aux données.
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Comme conséquence directe, nous constatons qu’il n’y a aucune nécessité d’intro-
duire un terme supplémentaire de régularisation, comme c’est le cas dans le 4D-VAR
avec un terme de rappel a une ébauche de la condition initiale. Dans ’algorithme
BFN, il suffit d’initialiser avec I’ébauche, sans besoin d’avoir une information sur ses
statistiques d’erreur, et sans la prendre en considération dans le reste de I’algorithme.

Le BFN fournit automatiquement une correction du modéle grace aux observa-
tions, et le modéle est alors une contrainte faible. L’énorme avantage est que cette
méthode est moins sensible au fait que le modeéle théorique ne modélise pas forcément
bien la reéalité.

A noter que dans les cas non linéaires, le terme (FX, X) de '’équation (3.9) peut
étre remplacé par un terme —G(X), ou G est I'énergie du systéme a I’équilibre.

Interprétation séquentielle

Une interprétation stochastique (ou séquentielle) du nudging est également pos-
sible, en le rapprochant du filtre de Kalman. En effet, dans les périodes de temps
ol les observations ne sont pas disponibles, le nudging se résume, comme le filtre de
Kalman, a intégrer les équations du modele pour propager la solution dans le temps
8]

Lorsque des observations sont disponibles, la solution du modéle est corrigée en
utilisant I’écart entre les observations et la trajectoire modeéle, comme dans le filtre de
Kalman. Toutefois, nous ne considérons pas dans le BEN de matrices de gain optimales
dans le but d’alléger la mise en ceuvre pratique de I’algorithme, ainsi que son temps
de calcul. Le nudging peut ainsi étre vu comme un filtre de Kalman sous-optimal.
Toutefois, le fait de résoudre alternativement des équations directes et rétrogrades en
temps permet d’améliorer trés sensiblement les résultats par rapport & la méthode du
nudging standard.

Méthode de placement de péles et matrice de nudging rétrograde

Le terme de nudging dans I’équation rétrograde a un double role : contraindre le
modeéle & rester proche des observations, et stabiliser la résolution rétrograde du mo-
déle. En effet, l'irréversibilité des phénomeénes physiques considérés fait qu’en général
le systéme rétrograde est instable.

En faisant un changement de variable dans I’équation (3.4) pour se ramener & un
temps croissant, on obtient (en supposant une fois encore les opérateurs linéaires) :

— % = FX — K'(X s — CX), (3.10)
avec t' = T' —t. La matrice de stabilité du systéme est donc —F — K'C, et la stabilité
numérique est garantie si toutes les valeurs propres de cette matrice sont & partie
réelle négative.

Le théoréme suivant [80, 41, 60, 167|, connu sous le nom de méthode de placement
de poles, permet d’obtenir 'existence d’une matrice de nudging rétrograde K’ qui
stabilise le systéme :
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Théoréme 3.1 Si le systeme (F,C) est observable, alors il existe une matrice K’
telle que toutes les valeurs propres de —F — K'C soient a partie réelle négative.

L’observabilité du systéme est équivalente au fait que le rang de la matrice
[C,CF,...,CF" 1] est égal & n, ou n est la dimension du probléme physique dis-
crétisé.

Une telle matrice K’ peut parfois étre exhibée, a condition de résoudre au préalable
des équations du type Riccati, ce qui s’avére relativement cotiteux en pratique.

3.3 Expériences numériques [11, 14, 21]

3.3.1 Valeurs numériques des matrices de nudging

D’un point de vue pratique, les expériences numériques ont pour la plupart été
réalisées avec une matrice de nudging facile et rapide a implémenter :

K =CT(kI) = kCT, (3.11)

ou k est un ceefficient scalaire de gain, et I est la matrice identité de I'espace des
observations. Ce choix est motivé par plusieurs remarques. Premiérement, les matrices
de covariance telles que R sont généralement mal déterminées. Par ailleurs, ce choix
est extrémement simple et ne nécessite pas d’appliquer une méthode d’estimation de
paramétres. Enfin, le choix naturel de la matrice de nudging est K = CTL ou L est
un opérateur linéaire sur I’espace des observations. En effet, si les observations ne
sont pas localisées aux points du maillage, la matrice K aura le réle de ramener la
correction X,ps — C'(X) des points d’observation vers les points du maillage.
De méme, pour la matrice rétrograde, nous choisissons généralement

K =CcT (k1) =kKcT, (3.12)

comme dans le cas direct. Ce choix est également motivé par la simplicité et la rapidité
de notre méthode dans ce cas la.

Les deux uniques paramétres de cette méthode deviennent alors les scalaires k et
k'. Le scalaire k > 0 est généralement fixé de sorte que le terme de nudging soit petit
par rapport aux termes du modeéle afin de respecter le compromis entre le modéle et
les observations. Le scalaire &’ > 0 est quant a lui choisi comme étant le plus petit
coefficient qui stabilise la résolution numérique de I’équation rétrograde.

3.3.2 Meéthodologie expérimentale

Nous avons ensuite testé notre algorithme sur de nombreux modéles linéaires et
non linéaires, chaotiques ou géophysiques simplifiés. ’approche est la méme dans tous
les cas. Elle consiste a réaliser des expériences jumelles avec des données simulées. Une
premiére résolution permet d’extraire des données discrétes en temps et en espace. Ces
données simulées sont ensuite bruitées, généralement avec un bruit blanc gaussien.
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La condition initiale utilisée pour initialiser ’algorithme correspond suivant les cas
a un champ constant, ou & la solution du modéle de référence & un instant différent
et avec du bruit. Cette technique permet de simuler des données avec une répartition
spatio-temporelle et un bruit de mesure a peu prés réalistes, avec I’avantage de pouvoir
comparer les résultats a la solution exacte, i.e. celle utilisée pour générer les données.

3.3.3 Modéles étudiés

Nous présentons ici les différents modéles sur lesquels nous avons testé et comparé
notre algorithme. Nous renvoyons dans chaque cas & des références pour le détail des
expériences et les résultats correspondants.

Systéme de Lorenz

Nous avons considéré le systéme de Lorenz dans une configuration chaotique [127] :

dx

= 10(y —

o = 10y —2),

% =28z —y — xz, (3.13)
d_ s

o= grta

Ce systeme d’équations différentielles ordinaires en dimension 3, dont les trajectoires
prennent la forme caractéristique des ailes d’un papillon, posséde deux attracteurs, au-
tour desquels la solution oscille, passant de I'un a I'autre de fagon chaotique. Les tests
numériques, résultats de convergence, et comparaison avec la méthode variationnelle,
sont détaillés dans [11].

Equation de Burgers visqueux

Nous avons ensuite considéré un modeéle non linéaire géophysique extrémement
simple, correspondant & I’équation de Burgers sur un domaine périodique en dimension
1:

2 2

0X [10X7) 0X_,, (3.14)

ot 2 0Os 0s?
ou s représente ’abscisse curviligne sur le 45° paralléle nord, et t est le temps. Ce
modeéle peut étre vu comme la projection 1D d’un modéle bi-dimensionnel de circula-
tion météorologique & une pression (ou altitude) fixée. Nous avons choisi la période du
domaine, les intervalles de temps considérés, ainsi que la répartition spatio-temporelle
des observations afin d’obtenir une situation comparable a la réalité.

I1 faut noter que ce systéme est non linéaire, et surtout irréversible (car dissipatif)
a cause du terme de diffusion. Néanmoins, nous avons constaté qu’il était possible
de résoudre le probléme rétrograde grace aux observations. Les résultats numériques
montrant la convergence et la comparaison de cet algorithme avec la méthode varia-
tionnelle sont détaillés dans [11]. D’autres expériences numériques dans une situation
physique différente ont été réalisées dans [21].
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Modgéle “shallow water” (ou équations de Saint-Venant)

Le modeéle shallow water (ou équations de Saint-Venant) est généralement utilisé
en océanographie, en hydrologie et en mécanique des fluides. Il décrit 1’évolution
d’un fluide bi-dimensionnel a l’aide de 3 équations. Ces équations proviennent d’une
intégration verticale des champs tri-dimensionnels, dans le cadre de l'approximation
hydrostatique (i.e. en négligeant l'accélération verticale). Plusieurs variantes de ce
modéle existent, et nous nous limitons & la formulation suivante qui fait intervenir la
hauteur du fluide :

8tu—(f+C)v+8xB:L—ru+yAu,
poh

&gv—l—(f—l—C)u%—@yB:pLh—rv—l—yAv, (3.15)
0

O¢h + 0 (hu) + 0y(hv) = 0,

ou ¢ = 0,v — Jyu est la vorticité relative, B = ¢g*h + %(u2 + v?) est le potentiel de
Bernoulli, g* est la gravité réduite, f la force de Coriolis, pg la densité du fluide, r le
ceefficient de friction latérale, et v la viscosité. Les trois variables sont (u, v, h), respec-
tivement les deux composantes longitudinale et transversale de la vitesse horizontale,
et la hauteur d’eau. Enfin, 7 représente le terme de couplage du modéle, représentant
un forgage par le vent.

De plus amples détails sur ce modeéle sont disponibles dans [56]. Les résultats de
nombreuses expériences numériques sur ce modéle sont regroupés dans [14]. Outre des
études de convergence et de sensibilité, une hybridation avec la méthode variationnelle
a également été étudiée.

Modéle quasi-géostrophique multi-couches

Nous avons enfin considéré un modéle quasi-géotrophique barocline & plusieurs
couches [107, 169, 57|. Ce modeéle dérive des équations primitives (lois de conserva-
tion de la masse, du moment, de la température et de la salinité), en effectuant plu-
sieurs simplifications. Premiérement, ce modéle suppose que les effets inertiels sont
négligeables devant la rotation terrestre (force de Coriolis). Le nombre de Rossby,
rapport entre les échelles temporelles caractéristiques de ces deux phénomeénes, est
donc négligeable devant 1. La quasi-géostrophie suppose également que ’océan est de
petite taille par rapport a la Terre, avec un rapport de l'ordre du nombre de Rossby.
Ce modele suppose aussi que 'épaisseur (ou profondeur) de I'océan est faible devant
sa largeur. Toutes ces hypothéses ne sont bien évidemment pas valides dans le cas
de 'océan Atlantique nord, par exemple, mais il a été prouvé que ces équations per-
mettaient néanmoins de tres bien modéliser la plupart des phénomeénes physiques qui
apparaissent aux latitudes moyennes (par exemple le Gulf stream).

Ce modele suppose que l'océan est découpé en plusieurs niveaux verticaux, ou la
densité du fluide est constante. Les équations proviennent de la conservation de la
vorticité, et s’écrivent :
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Dy (6:(%) + f)

Dt
pour la couche de surface (k =1);
Dy (6x(¥) + f)

Dt

pour les niveaux intermédiaires (k =2,...,n —1);

+ A4VOT = Fy  dans Qx]0,T], (3.16)

+ A4V, =0 dans Qx]0, 7], (3.17)

Dy (6n(Y) + f)
Dt
dans Qx]0, T, pour la couche du fond (k = n).

Q) représente le bassin de circulation, ¢ est la fonction de courant dans le niveau
k, 0; est la somme des vorticités dynamique et thermique, f est la force de Coriolis,
les termes diffusifs correspondent & la dissipation par frottement latéral et au fond du
domaine. Enfin F} représente I'unique terme source du modéle, provenant du forcage

par le vent en surface.
Nous renvoyons a [107, 169, 57| pour plus de détails sur les équations, et a [11] pour
les résultats de simulations numériques sur ce modeéle (convergence et comparaison du
BFN avec le 4D-VAR, études de sensibilité par rapport a différentes perturbations).

+ A AV, + AV, =0, (3.18)

3.3.4 Conclusions relatives aux expériences numériques

L’algorithme BFN (nudging direct et rétrograde) semble étre une méthode d’assi-
milation de données extrémement intéressante. Elle est en effet trés simple & mettre en
ceuvre : pas de linéarisation des équations, pas de modéle adjoint, pas d’optimisation.
La seule tache consiste a ajouter le terme de relaxation dans les équations du modéle.

Cet algorithme a été testé et comparé avec la méthode variationnelle sur plusieurs
types de systémes non linéaires : Lorenz (équation différentielle ordinaire, chaotique),
Burgers (équation aux dérivées partielles en dimension 1), Saint-Venant ou shallow
water (dimension 2), modeéle quasi-géostrophique (dimension 3). La conclusion de
toutes ces expériences numériques est que notre algorithme converge beaucoup plus
rapidement que la méthode variationnelle, et fournit de bien meilleurs résultats dans
le méme temps, pour les toutes premiéres itérations. La condition initiale est géné-
ralement moyennement bien identifiée, mais la solution correspondante a la fin de la
période d’assimilation est nettement meilleure. C’est le point clé pour la phase de
prévision, et notre algorithme se révéle beaucoup plus efficace pour obtenir de trés
bonnes prévisions, qui restent fiables dans le temps.

Les deux algorithmes (BFN et variationnel) peuvent étre combinés de la fagon
suivante : puisque le BFN identifie & chaque itération une estimation de la condition
initiale, il est possible d’appliquer quelques itérations du BFN, puis utiliser la solution
ainsi identifiée comme point de départ pour la minimisation de ’algorithme varia-
tionnel. Cela a pour effet d’accélérer assez nettement la convergence de la méthode
variationnelle, puisqu’il faut généralement 2 fois moins d’itérations pour converger,
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alors que seules quelques (2 a 5) itérations de BFN ont été réalisées au départ. Sans
atteindre la convergence (i.e. lorsque le temps de calcul imparti ne permet de faire
qu’un nombre assez faible d’itérations), l'utilisation du BFN en préconditionneur de
la méthode variationnelle permet d’obtenir de bien meilleurs résultats qu’en faisant
le nombre total d’itérations avec uniquement la méthode variationnelle.

Enfin, le nudging direct et rétrograde permet de prendre en compte ’erreur mo-
dele de fagon inhérente (sans cout additionnel) puisqu’il consiste justement & voir le
modeéle comme une contrainte faible et non comme une contrainte forte (comme c’est
généralement le cas dans les méthodes variationnelles), la correction du modéle étant
réalisée a l'aide des observations.

3.4 Principaux résultats théoriques de convergence [18,
24|

3.4.1 Cas linéaire

Nous nous plagons d’abord dans un cadre linéaire simple, qui permet de com-
prendre la situation. On suppose ici que 'opérateur d’observation C est égal a 'iden-
tité, et que le modele F' est linéaire. On suppose également que K et F' commutent,
ce qui est a priori le cas dans nos applications puisqu’on choisit souvent K propor-
tionnel & la matrice identité. Dans ce cadre 14, il est possible d’expliciter la solution
de I'algorithme du nudging direct et rétrograde. Afin de simplifier considérablement
les équations, on suppose ici que K’ = K, mais les résultats présentés ici restent vrais
dans le cas général. A l'itération n, n > 1, en supposant 7' > 0, on a

T
X,(0) = (I . 672KT)—1 (I . eanT)/ (67(K+F)s + 672KT6(K7F)3> K Xops(s)ds
0

+e—2nKTx0 (3.19)

et pour tout ¢ € [0, 7],
t
X (t) = e~ (=Pt / (KPR (s)ds + e~ -FIX, (0). (3.20)
0

Le résultat suivant donne alors I’existence de la trajectoire limite, et explicite sa
forme [18] :

Théoréme 3.2 Sin — +oo, alors X, (0) admet une limite, et

T
lim X,(0) = X (0) = (I — e_QKT)l/ (e_(K+F)s + e_zKTe(K_F)S) K X pps(s)ds.
0

n—-4o0o
(3.21)
De plus, si T > 0, pour tout t € [0,T],

t
lim X, (t) = Xoo(t) = e~ K11 / e KX (s)ds + e~ B=IEX (0. (3.22)
0

n—-400
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Sous les mémes hypothéses, on peut prouver un résultat similaire pour les trajec-
toires rétrogrades, i.e. il existe une trajectoire limite X (t) telle que lir}rl Xn(t) =
n—-0o0

Xoo(t), pour tout ¢ € [0, T]. Cela prouve la convergence de 'algorithme BFN dans ce
cadre la.
On peut remarquer que la solution limite (en direct comme en rétrograde) ne
dépend plus de la condition initiale xg utilisée pour initialiser 1’algorithme.
Supposons a présent que les observations X, soient solutions du modéle direct
(3.1). Cela implique notamment que pour tout ¢ € [0, 7],

Xops(t) = e X 05(0). (3.23)

En substituant cette égalité dans les équations (3.21) et (3.22), on montre facilement
que pour tout ¢ € [0,7],
lim X, (t) = Xops(t). (3.24)

n—oo

A noter que l'algorithme BFN a un comportement similaire sur les opérateurs
paraboliques linéaires en dimension infinie, comme par exemple sur I’équation de la
chaleur. Une décomposition des trajectoires sur une base de Fourier nous rameéne a
I'étude d’équations différentielles ordinaires du premier ordre sur les ccefficients, et
donne rapidement la convergence de l’algorithme dans ce cas la.

3.4.2 Equations de transport

Dans toute cette partie, nous ne considérons qu’une seule itération de l'algorithme
BFN, c’est-a-dire une résolution du probléme direct avec nudging et une résolution du
probléme rétrograde avec nudging. Les résultats de décroissance de I’erreur au cours
d’une itération peuvent étre étendus & un nombre quelconque d’itérations. En effet,
les résultats présentés ci-dessous consistent a estimer le rapport entre ’erreur avant et
aprés une itération. Ce rapport est indépendant des itérations, et s’il est strictement
inférieur & 1, l’algorithme est contractant et ’erreur décroit exponentiellement vers 0
avec les itérations.

Nous renvoyons a la référence [24| pour les démonstrations de tous ces résultats.

Transport linéaire visqueux

On considére tout d’abord le cas d’une équation de transport linéaire avec visco-
sité.

O — VOzgu + a(x)0zu = —K(u — Ugps),
(F) U’mz() = u’:c:I = 0,
ulg=0 = o,
B B = B (3.25)
Ot — VOt + a(x)0,u = K'(U — upps),
(B) a’a}:() = a|x:1 = 0,

ul=r = u(T),

avec les notations suivantes, qui restent valables dans la suite :
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la période de temps considérée est t € [0,T];

— la premiére équation (F') est appelée directe (Forward), et la seconde (B) est
appelée rétrograde (Backward) ;

— K et K’ sont des fonctions scalaires positives, qui peuvent dépendre du temps
t et de la variable d’espace x. Pour des raisons de simplicité uniquement, on
suppose qu’il existe une constante £ € R telle que K'(t,z) = kK (t,z);

— le transport a(z) € Wh*(Q), Q étant le domaine spatial, ici soit l'intervalle
[0, 1], soit le tore [0, 1];

— le ccefficient de viscosité v > 0 est constant ;

— la fonction d’observations wugps est solution de I’équation directe (sans nudging)

avec une certaine condition initiale ugbs :

Ortiohs — VOpzlops + a(x)axuobs = 0,
u‘l«:o = u]mzl = 0, (3.26)
u|t:0 = ugbs'

Alors, nous avons le résultat suivant sur les équations de transport linéaire vis-
queux [24] :

Théoréme 3.3 On considére une itération de l’algorithme BFEN (3.25) avec des ob-
servations ueps vérifiant l’équation (3.26). Soient

w(t) = u(t) — ueps(t),
~ ~ 3.27
G(t) = alt) — os(t), (3.27)
les erreurs directe et rétrograde.
1. Si K(t,x) = K, alors pour tout t € [0,T] :
w(t) = e TEET=0g(1). (3.28)

2. 81 K(t,z) = K(z), avec Support (K) C [a,b] ot a <b et a# 0 oub# 1, alors

léquation (8.25) est mal posée : il n'existe en général pas de solution (u,w).

3. Si K(t,z) = Kl 4,(t) avec 0 <t <ty <T, alors
@(0) = K=K 2=ty (). (3.29)

Ce résultat montre que dans le cas des équations de transport linéaire visqueux,
l'algorithme BFN converge & condition que le terme de rappel agisse en tout point
du domaine. Par exemple, dans le premier cas du théoréme 3.3, I’équation (3.28)
indique que Derreur a été réduite d'un facteur e(~E~K9T au cours d’une itération.
Par conséquent, lerreur décroit d’un facteur e VEFTEIT gy cours de N itérations,
et la stricte positivité de K (ou K') et T montre la convergence de I’algorithme dans
ce cas. Si par contre les observations ne sont pas disponibles partout (i.e. le support
de K ne recouvre pas tout le domaine), I’algorithme ne converge pas car le terme de
diffusion ne peut pas étre stabilisé et le probléme rétrograde est alors mal posé.



46 CHAPITRE 3. NUDGING DIRECT ET RETROGRADE

Burgers visqueux

On considére désormais une équation classique de transport non linéaire, I’équa-
tion de Burgers, dans un cas visqueux. On se place également dans le cas d’une seule
itération de l'algorithme BFN :

O — VOppu + udyu = —K(u — upps),
(F) Ulz=0 = ulz=1 = 0,
uli=o = o,

_ o N (3.30)
Ot — VOt + U = K'(U— upps),

(B) a|a::0:7f1‘x:1 = 07
a’t=T = U(T)a

avec les mémes notations que précédemment. On suppose également que les observa-
tions u.ps sont solution de I’équation de Burgers directe :

8tuobs - Vaata:uobs + uobsamuobs = 07
u|x:0 = u|az:1 = 0, (331)
_ 0
u‘t:(] = Ugps:

Alors nous avons le résultat suivant [24] :

Théoréme 3.4 Si la fonction K n’est pas identiquement nulle, une itération de BFN
(8.30) pour l’équation de Burgers visqueuz, avec des observations ueps vérifiant ['équa-
tion (3.31), est mal posée au sens ot il n'existe pas de solution (u,w).

Dans le cas particulier ou K = K’ = 0, le probléme rétrograde est mal posé au
sens d'Hadamard (non continuité par rapport a la donnée finale), mais il admet une
unique solution si la condition finale u|,—7 est égale a la solution finale du modéle
direct. De plus, dans ce cas particulier, la solution rétrograde est exactement égale a
la solution directe : u(t) = u(t) pour tout ¢ € [0, 7). Le résultat est le suivant [24] :

Proposition 3.1 Si K = K’ =0, alors le probleme (3.30) est bien posé au sens de
Hadamard, et il existe une unique solution (u,u). De plus, u = u.

L’algorithme BFN est donc mal posé (sauf si K = K’ = 0) dans le cas des
équations de Burgers visqueux, au sens ou il n’existe pas de solution au probléme
rétrograde. Toutefois, d’un point de vue numérique, nous avons obtenu de trés bons
résultats sur ce type de modéle [11]. Cela s’explique vraisemblablement par le caractére
discret du probléme effectivement résolu.
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Transport linéaire non visqueux

On considére désormais le cas non visqueux des équations de transport linéaire.
Les équations du BFN sont :

Ou+a(x)oyu = —K(u— upps),
U‘:)::O = u’fE:l’
F
( ) 8:5’&‘1»:0 = 8a7u’$:17
\ u’t=0 = o,
) ! B (3.32)
ou+a(x)d,u = K'(u— ugps),
ﬂ‘x:o = ﬂ’x:h
(B) Oniilamo = Opil]act,
a’t:T = U(T)7

ou le transport a(x) peut étre constant ou non. Nous avons alors le résultat suivant
[24] :

Théoréme 3.5 On considére une itération du BFN sur le modéle (3.32), avec des
observations ueps qui vérifient l’équation (3.32-F) avec K = 0. On note

w(t) = u(t) — ueps(t),

~ ~ 3.33
@(t) = lt) - uons(t). (3.33)
Soit
(s,4(s,2)) (3.34)
la courbe caractéristique associée a l'équation (3.832-F) avec K = 0, issue de x a
linstant s = 0, 1.e. telle que
(5,0(s,2))]s=0 = (0,2). (3.35)

On suppose que le temps final T est tel que les caractéristiques sont bien définies et
ne se croisent pas sur [0,T]. Alors nous avons les résultats suivants :

1. Si K(t,x) = K, alors pour tout t € [0,T],
w(t) = w(t)e K- KNI, (3.36)
2. Si K(t,z) = K1y, 4,(t) avec 0 <t <ty <T, alors
@(0) = w(0)e KK t2=t) (3.37)

3. Si K(t,x) = K(z), alors pour tout t € [0,T],

T
w(t,P(t,z)) = w(t,(t,x)) exp (—/t K(¢(s,z)) + K’(w(s,x))ds) . (3.38)
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On en déduit que dans le cas ou le terme de rappel agit sur tout le domaine (cas 1 et
2 du théoréeme précédent), algorithme BEN converge pour les équations de transport
linéaire non visqueux. De plus, dans le cas ou le support de K ne recouvre pas tout
le domaine (cas 3, par exemple lorsque les observations sont partielles), I’algorithme
converge deés que toutes les courbes caractéristiques rencontrent le support de K, ce
qui est par exemple garanti par I'observabilité du systéme (voir les remarques aprés
la proposition 3.2 ci-dessous).

Burgers non visqueux

On considére finalement le cas de I'équation de Burgers non visqueux, avec des
conditions périodiques, pour un temps 7' tel qu’aucun choc n’apparaisse sur 'intervalle
[0,7] :

ou +ud,u = —K(U - uObs)a
u’m:() = u’m:b
F
( ) 8xu|x:o = 8xu|m=1a
u’tzO = o,
L= ) (3.39)
O + ud,u = K/(u - Uobs)7
ﬂ|m:o = a|:E=11
B ~ ~
( ) 8zu|:c:0 = awu|iv:17
=y = u(T).

On a alors les résultats suivants [24] :

Théoréme 3.6 On considére une itération du BFN correspondant au probléme (3.39),
avec des observations ugps qui vérifient (3.39-F) avec K = 0. On note

w(t) = u(t) — ueps(t),

— ~ 3.40
w(t) = u(t) — ueps(t). (340)

On suppose que ugps € WH([0,T] x Q), i.e. qu’il existe M > 0 telle que
|Oztops(t, )| < M, Vte[0,T],Vz € Q. (3.41)

Alors, nous avons les résultats suivants :
1. Si K(t,x) = K, alors pour tout t € [0,T],

@ (0)] < eHHEMDT=D ap(t)]. (3.42)
2. Si K(t,z) = K1y, 1,(t) avec 0 <ty <ty <T, alors
l@(0) < eHTRIEmFMT 1y 0) . (3.43)

Proposition 3.2 On considére une résolution du probléme direct (resp. rétrograde)
avec nudging pour l’équation de Burgers non visqueuz (3.39-F) (resp. (3.89-B)). Avec
les notations du théoréme 3.6, si K(t,x) = K(x), alors

w(T, (T, z)) = w(0, z) exp< / K((o,x da—/ Dntions (0, (0, 2))dor >
(3.44)
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Remarque : Dans le cas particulier ot K(t,7) = K(r) = K1j,3(7), o K est une
constante et [a, b] est un sous-intervalle de [0, 1], alors

T
w(T, (T, x)) = w(0,x) exp <—Kx(a:) — /0 OzUops (0, w(a,x))da> , (3.45)

ou la fonction x est définie par

T
x(z) = /0 L) (40, 2))do (3.46)

et désigne le temps pendant lequel la caractéristique (o, x) issue de = correspondant
a I'équation (3.39-F) avec K = 0 appartient au support de K.

On peut remarquer que le systéme est observable si et seulement si la fonction y
admet une borne inférieure strictement positive, i.e. m := mmin x(z) > 0, observabilité

étant définie par (voir [147]) :

T
3C, Vu solution de (3.39-F) avec K =0, |u(T,.)||* < C’/ 1K (Du(s,.)||* ds.
0

(3.47)
Dans ce cas, la proposition 3.2 démontre la décroissance exponentielle globale (en

espace) de erreur, du moment que K est plus grand que WT, ou M est défini par
léquation (3.41).

Nous pouvons déduire de cette remarque que, si a chaque itération, a la fois pour la
résolution du probléme direct et du probléme rétrograde, la condition d’observabilité
est satisfaite, alors I’algorithme converge (Ierreur décroit exponentiellement vers 0). Il
faut toutefois noter que c’est une condition suffisante mais non nécessaire, car méme
si x(x) = 0, la derniére exponentielle de I’équation (3.45) est bornée.

Remarques sur les résultats théoriques

Dans certaines applications géophysiques (par exemple la météorologie), il n’y a
pas de viscosité dans les équations des modéles numériques. Dans ce cas, en supposant
que la condition d’observabilité est vérifiée, alors l'algorithme du nudging direct et
rétrograde est bien posé, et le théoréeme 3.6 et la proposition 3.2 montrent que la
solution ainsi reconstruite tend vers la trajectoire des observations partout, et pas
seulement sur le support de K.

D’un point de vue numeérique, on peut effectivement constater que méme si les
observations sont discrétes et éparpillées en temps et en espace, la solution numérique
est corrigée partout et pas uniquement la ou les observations agissent. Enfin, si le
ceefficient de viscosité reste petit, nous avons également constaté que le comportement
de l'algorithme reste le méme, et la convergence a lieu partout [11].
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3.5 Lien avec les observateurs [25]

Dans cette section, nous faisons le lien entre le nudging standard et les obser-
vateurs du type Luenberger [129, 114]|. En utilisant les symétries intrinseéques des
modéles physiques, il est possible de définir une classe d’observateurs invariants par
ces symétries. Il parait en effet judicieux de préserver les symétries du modéle lors de
I'ajout d’un terme de rappel dans les équations. L’étude des observateurs nous per-
met également d’améliorer la méthode du nudging dans le cadre d’un modele shallow
water, en corrigeant notamment les variables non observées grace a un observateur
invariant. Cette section résume les travaux contenus dans [25].

3.5.1 Observateurs pour un modéle shallow water

Nous considérons ici un modeéle shallow water, analogue a celui présenté dans la
section 3.3.3. Nous le réécrivons toutefois sous une autre forme afin de mieux faire
apparaitre les symétries (nous renvoyons a [113] pour plus de détails). Dans la suite,
h désigne toujours la hauteur du fluide, tandis que v est désormais le vecteur vitesse a
deux composantes. Les équations considérées sont les suivantes, ’équation vectorielle
pour la vitesse :

8(5:) + (V.(h) + (hv).V)v = —¢'hVh — k x f(hv) + (AV? — R)(hw) + ;2 (3.48)

et I’équation scalaire pour la hauteur d’eau :

({(‘))}; = —V.(hv). (3.49)
Dans ces équations, ¢’ désigne la gravité réduite, p est la densité du fluide, f la force
de Coriolis, 7 est le vecteur unitaire longitudinal (pointant vers I'est) et k est le vecteur
vertical (altitude). Enfin, A, R et 7 sont les coefficients de viscosité latérale, friction
et forcage par le vent respectivement.

On suppose que seule la hauteur d’eau h est observée, afin de se placer dans une
situation réaliste ou 'immense majorité des observations d’un océan proviennent des
observations satellitaires, directement reliées a la hauteur d’eau de surface.

Un observateur (h, %) du systéme (3.48-3.49) est solution des équations suivantes :

a(;f) + (v.(iw) + (iw).v) b= g’BViAkaf(A@)+(AV2R)(ﬁ@)+;i+Fv(h,{), h)
(3.50)
et
oh . .
o =~ V-(ho) + Fi(h, 0, h). (3.51)

Les observateurs (h, ) vérifient les mémes équations que les solutions réelles (h,v),
a ceci prés qu’elles contiennent un terme de rappel, F,(h, 0, h) dans ’équation sur la
vitesse, et Fj(h,v,h) dans 'équation sur la hauteur d’eau. Le choix de F, et Fj, est
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d’abord dicté par le fait que les observateurs doivent tendre vers la solution exacte et
jouent donc le role de termes de rappel vers la solution, mais aussi par les symétries du
systeme. Ces termes de rappel doivent notamment étre nuls lorsque h = h et © = v.

3.5.2 Utilisation des symétries du modéle

Le modeéle shallow water que nous considérons est invariant par rotation et transla-
tion, puisqu’il ne dépend ni de l'orientation, ni de ’origine du repére. Par conséquent,
nous allons chercher des termes de rappel qui conservent ces invariances. La concep-
tion d’observateurs invariants (ou qui préservent les symétries du modeéle) a été tres
récemment introduite, essentiellement pour des problémes industriels |28, 59]. L’idée
sous-jacente est évidemment de ne pas perturber les symétries du modele lors de
I'ajout du terme de rappel vers les données dans les équations de ’observateur.

Pour le terme scalaire portant sur la hauteur d’eau, un résultat de calcul différentiel
assure que tout opérateur différentiel scalaire invariant par rotation et translation
s’écrit comme un polynome du Laplacien [155]. Par des considérations d’invariance
par rotation [139], on arrive ainsi a une famille d’opérateurs scalaires de la forme

By = QuA by 0 h = h) + 9 (Qa(A, ol h = 1)) o+ fu, (3:52)

ou @1 et Q2 sont deux polynomes scalaires du Laplacien, et f; est un terme intégral.
Plus précisément,

N
Qi(A, b, [0 h = 1) =" aj.(h, [8*, h — h)A* (bi(h, 0%, h — h)) : (3.53)
k=0

ou aj, et by sont des fonctions scalaires réguliéres qui s’annulent lorsque le troisieme
argument est nul. De méme, le terme de rappel vectoriel sur la vitesse est de la forme

Fy= P& [0 b= 0o+ 9 (Po(A, b Jo2 b= ) + for (354)

ou les polynémes Py et P» sont du méme type que Q1 et Qo.
On définit alors les termes intégraux f, et f; de sorte qu’ils soient eux aussi
invariants par rotation et translation. On obtient ainsi les formulations suivantes :

fuwst) = [[ [RaC@ o= o+ 9 (Ra(A b o= )] o€ dedc,
T (3.55)

Pty = [[ [Se@BIPR = 1)+ 9 (SR ) o] ol ded
T (3.56)

ot les polynomes R; et S; sont définis commes les polynémes Q; et F;.

Les supports de ¢, et ¢, permettent de définir une zone d’influence ou cela a un
sens de corriger ’observateur avec les valeurs observées. Dans le cas particulier ol ces
fonctions sont des fonctions Dirac, alors les fonctions f, et fj, deviennent équivalentes
aux autres termes de I}, et F},.
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3.5.3 Etude d’une classe d’observateurs dans un cas linéarisé

Nous considérons maintenant un cas simple, ot on ne garde que les termes in-
tégraux des termes de correction : Q1 = Q2 = P = P» = 0, Ry = S = 0 et
Sy = R = h — h. En effet, les mesures de la hauteur d’eau étant généralement
bruitées, on ne souhaite pas les dériver, ce qui amplifierait considérablement le bruit.

Sans perdre en généralité, on peut également simplifier les équations du modele
(pas de force de Coriolis, pas de friction ou dissipation par viscosité, pas de forgage
par le vent, ...). L’observateur pour le systéme simplifié est alors :

oh

o = ~V0) +onx (h—h), (3:57)
(;1) = OV — gVh+ ¢+ V(h— ). (3.58)

Dans le cas dégénéré ou ¢, = Kpdg et ¢, = K,dp, Kp et K, étant des scalaires
positifs et §p représentant la mesure de Dirac en 0, les équations (3.57-3.58) deviennent
la formulation classique du nudging (ou observateur de Luenberger).

On suppose par ailleurs que le systéme est proche d’un état d’équilibre, et on ne
considérera que des petites vitesses dv = v—0 < \/gh et Sh = h—h < h,otthet v =0
représentent respectivement la hauteur d’eau et vitesse du fluide au point d’équilibre.
En notant h et & Pécart (sur la hauteur d’eau et la vitesse respectivement) entre
Iobservateur et la solution réelle du systéme simplifié et linéarisé, alors ces erreurs
d’estimation vérifient les équations linéaires suivantes :

oh

5 = —hVo — &y, * h, (3.59)
O = V6. Vh (3.60)

Un choix raisonnable pour les fonctions ¢, et ¢, consiste & prendre des noyaux
gaussiens de la forme :

on(z,y) = Buexp(—an(z® +y?)), (3.61)
do(x,y) = Byexp(—ay(z® +y7)), (3.62)

~—

puisqu’on suppose généralement que les mesures sont entachées d’un bruit blanc gaus-
sien. Toutefois, les résultats de convergence obtenus ci-dessous peuvent s’étendre au
cas de noyaux qui s’écrivent sous la forme :

on(z,y) = (f(z) = f(2)) (f(y)* f(y)), (3.63)
du(z,y) = (9(x) *g(x)) (9(y) * g(v)), (3.64)
(3.65)

ou f et g sont des fonctions lisses (par exemple C*°), et dont les ceefficients de Fourier
sont réels et strictement positifs.
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En éliminant la vitesse du systéme d’équations (3.59-3.60), la hauteur vérifie
I’équation suivante :
oh
ot’

?h - - -
w:ghAh—khqﬁv*Ah—géh* (3.66)

qui s’apparente a une équation des ondes amortie, avec un amortissement visqueux
externe. Cette équation peut étre réécrite sous la forme suivante :

0*h - oh
— = ¢y x Ah — - 3.67
52 = Pv x5 (3.67)
en redéfinissant
¢U($7 y) = gh(SO +h By ewp(_av(xz + y2))7 (368)
ot §y représente la mesure de Dirac en 0.
Dans ces conditions, nous avons le résultat suivant [25] :
Théoréme 3.7
<12
= Oh
li 2+ |—1| | = '
dim [ IR+ G| =0 (3.69)

qui montre la convergence forte de U'erreur vers 0 pour le systéme linéarisé, et donc de
I’observateur vers la solution réelle. La convergence est alors étendue sans difficulté a
la vitesse v.

Une analyse dimensionnelle permet également de prédire les valeurs typiques des
ceefficients de gain des fonctions ¢y, et ¢, (cf équations (3.61) et (3.68)) :

B = 26owo,  hB, = L2w2 — gh, (3.70)

ol wy et Lo représentent respectivement la pulsation et la taille caractéristiques de
I’écoulement, et & représente le coefficient d’amortissement du systéme. De méme, les
ceefficients ay, et a,, peuvent étre déterminés a priori, en imposant oz}:2 = a2, cette
valeur étant égale a la taille caractéristique de la région d’influence des observations.
Cette derniére dépend essentiellement de la quantité de bruit sur les mesures, mais
aussi de la répartition spatiale des données.

3.5.4 Expériences numériques

Nous avons testé numériquement la classe d’observateurs définis par ’ajout d’un
terme de rappel égal & ¢p, * (h — iL) pour la hauteur d’eau, et ¢, * V(h — ﬁ) pour
la vitesse, ou les fonctions ¢, et ¢, sont définies par les équations (3.61) et (3.62).
Différents tests ont été réalisés sur un modéle shallow water, d’abord sur la version
simplifiée et linéarisée autour de I’état d’équilibre, puis sur le modéle complet et non
linéaire. Nous avons également testé différentes valeurs des paramétres ay, aw, Oy et
By, avec des données plus ou moins bruitées. Nous avons notamment comparé cet
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observateur avec le nudging classique, ou observateur de Luenberger, en prenant des
valeurs trés grandes pour les ceefficients o [25].

Les conclusions de ces expériences numériques sont doubles. Dune part, grace
a la convolution avec un noyau gaussien, il est possible d’améliorer sensiblement les
résultats du nudging classique, en filtrant beaucoup mieux les erreurs de mesure et
en répartissant spatialement l'information contenue dans les observations. D’autre
part, les simulations numériques montrent que le terme de rappel dans les équations
sur la vitesse permet de corriger cette derniére assez nettement, en utilisant pourtant
uniquement des mesures sur la hauteur d’eau. De plus, comme la vitesse est beaucoup
plus corrigée que lorsqu’aucun terme de rappel n’est ajouté, la hauteur d’eau se trouve
étre elle aussi mieux corrigée, grace au couplage entre les variables d’état.

11 faut noter que cette méthode est a peine plus cotiteuse que le nudging standard,
puisqu’il suffit en pratique de tronquer la convolution avec le noyau gaussien en dehors
d’un disque de quelques points autour de chaque observation (avec un rayon de l'ordre
de 5 a 10 dans nos expériences).

Une perspective a court terme consiste & tester cette méthode sur le systeme
rétrograde, ce qui permettrait par la suite d’améliorer 1'algorithme BFN en le ren-
dant encore moins sensible aux bruits sur les observations, et surtout en corrigeant
davantage les variables non observées graces aux variables observées.

3.6 Conclusion

L’algorithme du nudging direct et rétrograde que nous avons introduit s’avere étre
une méthode d’assimilation de données extrémement prometteuse. Cette méthode est
en effet particulierement facile & mettre en ceuvre puisqu’elle ne nécessite aucune
linéarisation d’opérateurs, pas d’état adjoint, et pas d’algorithme d’optimisation. La
seule tache qui incombe a 'utilisateur est d’ajouter le terme de relaxation dans les
équations du modéle.

Le BFN a été comparé avec la méthode variationnelle sur beaucoup de modéles
géophysiques plus ou moins simplifiés, et plus ou moins turbulents. Les conclusions de
cette approche expérimentale sont que le BEN converge trés rapidement et qu’il pro-
duit généralement de meilleurs résultats que la méthode variationnelle dans le méme
temps. La condition initiale n’est pas toujours trés bien identifiée, mais la solution a
I'instant final de la période d’assimilation est toujours bien mieux identifiée, ce qui
conduit & des prévisions de trés grande qualité, qui restent fiables assez longtemps
aprés la fin de la période d’assimilation.

Nous avons également étudié la possibilité d’hybrider notre algorithme avec la
méthode variationnelle, en commencant par réaliser quelques itérations du BFN avant
de continuer avec la méthode variationnelle en partant de la trajectoire identifiée par
le BEN. Ceci peut étre vu comme un préconditionnement de la méthode variationnelle
par le BEN, ce qui conduit & 'accélérer trés sensiblement.

Enfin, certains résultats théoriques viennent justifier ou expliquer la méthode sur
des cas simples.
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Plusieurs pistes de recherche sont a I’é¢tude, et particuliéerement la possibilité
d’améliorer les matrices (ou ceefficients) de nudging, par exemple en les faisant va-
rier avec les itérations, ou avec le temps, mais toujours avec l'idée de conserver la
simplicité de la méthode.
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Chapitre 4

Assimilation de données images

Ce chapitre résume les travaux contenus dans [23].

4.1 Introduction

A T'interface des deux précédents thémes que nous avons considérés (assimilation
de données et traitement d’'images), nous avons étudié la problématique de 'assimi-
lation de données images. Dans le contexte actuel de l'assimilation de données en
géophysique, de trés nombreuses sources d’observations sont utilisées, méme si la plu-
part des mesures sont fournies par les satellites d’observation de la Terre. Toutefois,
une quantité importante de données ne sont pas (ou trés peu) utilisées : les images
satellitaires. Certains satellites sont entiérement dédiés a la prise de vues, comme par
exemple le satellite SPOT, mais d’autres satellites d’observation plus spécifiquement
concus pour mesurer diverses quantités physiques prennent également des clichés a
trés haute résolution de leur zone d’observation |62].

Plusieurs idées ont récemment été développées pour assimiler les images satellites.
Une premiére idée consiste & identifier certaines structures caractéristiques de 'image
(comme par exemple les zones tourbillonnaires, ou les filaments) et les suivre dans le
temps. Cette technique est actuellement utilisée en météorologie [135|. Une approche
que l'on pourrait qualifier de duale, consiste a créer des images modéle (i.e. produites
par le modéle mathématique), puis a les comparer avec les images réelles, en utilisant
par exemple des méthodes spectrales [132].

Nous proposons ici d’utiliser une méthode extrémement rapide et efficace pour
identifier et extraire les champs de vitesse du fluide & partir de séquences d’images.
Pour chaque paire d’images considérées, nous estimons un champ complet de la vitesse,
avec un vecteur vitesse par pixel de I'image. Si l'on considére que la plupart des
satellites fournissent des images & trés haute résolution (de I'ordre de 5000 x 5000
pixels) toutes les 15 & 60 minutes, la quantité de données ainsi extraites devient
comparable & I’ensemble des données actuellement assimilées en océanographie [103]!
Toutefois, comme nous allons le voir, les champs de vitesse extraits ne sont utilisables
(et certifiés par un certain niveau de qualité) que dans certaines zones de I'image.

o7
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Nous nous appuyons sur 'hypothése de conservation de l'intensité lumineuse.
Cette hypothése a été introduite dans [109], et linéarisée dans les approches ba-
sées sur le flot optique [128, 39, 47|. Cette hypothése est parfois remplacée par une
équation de continuité afin de prendre en compte I’étalement des souces lumineuses
[93, 94, 76, 122].

Dans notre approche, nous proposons de ne pas linéariser I’hypothése de conser-
vation de l'intensité lumineuse, et de considérer au contraire une fonction cotit non
linéaire qui mesure la qualité du recalage entre deux images, et qui tient compte du
fait que les images sont disponibles de facon discréte en temps. Puis nous considérons
différentes régularisations du probléme, ainsi qu’une approche multi-grille pour accé-
lérer l'identification. De nombreux tests numeériques ont été réalisés avec des images
synthétiques puis réelles, et nous ont permis d’extraire beaucoup plus rapidement
des champs de vitesse complets, contrairement & la méthode PIV (Particle Imaging
Velocimetry, [27]) qui sert actuellement de référence en mécanique des fluides et océa-
nographie, et qui ne peut fournir qu'un vecteur vitesse par zone d’environ 10 x 10
pixels, en un temps plus long.

4.2 Modélisation et résolution du probléme [23]

Dans cette section, nous définissons un critére a minimiser, et nous présentons les
différentes techniques permettant de le minimiser rapidement et efficacement.

4.2.1 Conservation de ’'intensité lumineuse

Soient deux images Iy et I que l'on suppose consécutives dans la séquence (ou
le film) des données, et que I'on souhaite recaler. On note  C R? le domaine de
travail correspondant au support de I'image, en supposant sans restriction que les
images sont bi-dimensionnelles. Le déplacement entre ces deux images est donné par
le champ de vecteurs (u,v) tel qu’en tout point (z,y) € Q,

Lz +u(,y),y +o(z,y)) = lo(z,y). (4.1)

Il n’y a généralement pas unicité du champ de vecteurs vérifiant (4.1). De plus, le
bruit sur les données rend le probléme généralement mal posé.

4.2.2 Fonction cofit

Nous proposons donc de définir une fonction colt mesurant I’écart entre ces deux
quantités au sens des moindres carrés :
1

J(u,v) = 3 /Q [F(Io, It; u,v)(z,9))? dedy + %aR(ujv), (4.2)

ou R(u,v) est un terme de régularisation spatiale & définir, et « > 0 est un poids sur
la régularisation. Enfin, F est la fonction & annuler :

F(lo, Ii;u,0) (2, y) = Lz +u(z,y),y + v(@,y)) — lo(z, y). (4.3)
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4.2.3 Reégularisation

Nous avons étudié différentes régularisations, soit classiques (comme par exemple
la norme L?), soit liées & la physique du probléme (norme de la divergence) :

Roy(u,v)

Ri(u,v)

Ry (u,v)
Reyri(u,v)

R jeurt (4, v)
Reaiv(u,v)

Ry div/veur1 (4, 0)

Dans la suite, on

[l + (v, (4.4)
IVl + [[Vol* = [|8zull® + [|8yull® + [|8z0]1 + [|8y0]|?, (4.5)
\|div(u,v)||* = ||0zu + D)2, (4.6)
|curl (u, v)||* = ||Oyu — dyvl|?, (4.7)
[div(u,v)||? + |lcurl(u,v)||* = ||0pu + Oyv||* + [|0yu — Opv||?,  (4.8)
|Vdiv(u,v)|]? = ||0,u + éﬁvaQ + Hc‘)iyu + Bjyv|\2, (4.9)
|V div(u, v)||* + || Veurl (u, v)|? (4.10)

||a§:ru + a:%va2 + H&%yu + aSyv”2 + ”8:%yu - aﬁxv‘|2 + Haggyu - 8§va2'

notera R(u,v) = ||S(u,v)||?> ot S est un opérateur linéaire. Des

ceefficients peuvent étre introduits pour pondérer les différents termes entre eux.

4.2.4 Approche multi-grille et optimisation

La minimisation de J est réalisée sur une suite de sous-espaces emboités :

616 CCS CC4 CCQ Ccl, (4.11)

ou C4 est 'ensemble des champs de déplacement admissibles a 1’échelle g, c’est-a-dire
affines par morceaux par rapport a chaque variable d’espace sur des carrés de g X ¢

pixels.

La différence principale avec les approches relevant du flot optique (voir par
exemple [134, 146]) est que nous considérons la minimisation de la fonctionnelle non
linéaire J, ce qui permet notamment d’identifier des champs de déplacement arbitrai-
rement grands, contrairement aux approches ou la fonction cotit est linéarisée.

Une fois la minimisation réalisée, par exemple sur 'espace Ci (ce qui rend l'op-
timisation particulierement rapide, compte tenu de la réduction de la dimension du
probléme), le champ optimal est utilisé comme point de départ pour la minimisation
sur 'espace Cg, et ainsi de suite jusqu’a obtenir un minimum sur l'espace complet Cq,
et donc une solution totalement raffinée.

Les différentes optimisations sont faites avec un algorithme de Gauss-Newton.
Ainsi, en initialisant la minimisation avec un champ (u°,v") donné (en pratique, un
champ nul), cela revient a chercher une mise a jour sous la forme

(¥, o) = (WP R+ (du, dob), (4.12)

ot (du®, dv*) est solution de

(DFTDF + aST8)(du,dv) = —DFTF — aSTS(u,v), (4.13)
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ott F = F(Iy, I;uF~ 1, v*~1) est Perreur, DF = DF (Io, I;uF~!,v*~1) est la matrice
jacobienne de l'erreur, et S est 'opérateur linéaire de régularisation.

Une autre nouveauté de notre approche réside dans ’assemblage de la matrice
DFTDF, nécessaire a la résolution de 1’équation (4.13).

Soit V' un champ de vecteurs de Cy, i.e. défini sur la grille constituée de carrés
de ¢ x ¢ pixels. Soit (e;) la base canonique orthonormée de Cg4, qui contient donc des
vecteurs nuls sauf sur une maille ou le champ contient des vecteurs unitaires paralléles
a l'un des deux axes de R2. Le ccefficient (k,1) de la matrice DFT DF est alors égal a

(DF"DF); = (DF"DFeye;) = (DFey|DFe;) 2 (q).- (4.14)

Comme les déplacements élémentaires e sont nuls sauf sur une maille, la matrice
DFTDF est donc creuse. En utilisant la formulation suivante de la jacobienne :

DF(u,v).d(z,y) = VIi(z + u(z,y),y + v(z,y)).d(z, y), (4.15)
la matrice DFT DF peut étre assemblée de la facon suivante :

DF'DF = Y (DF'DF)i e, ®e
k,l

= kZJ/Q(VI1(m/)|ek($)) (vll(x’”el(x)) e, @ e dx

=D /R (VI(2') | ex(x)) (VI (') | er(x)) ex @ € da

k1l RER,

- Z Z/R(Vh(x') ler(z)) (VI (2') | e)(z)) e ® € dz, (4.16)

RER, kil

avec la notation 2’ = +V (z), et en notant R, I’ensemble des carrés g x ¢ de la grille.
Le nombre de produits scalaires de la forme (VIi(x+ V(x))|ex(x)) a calculer est de 8
pour chaque élément de R,. Il suffit donc de lire une seule fois les données contenues
dans l'image I; pour remplir la matrice DFTDF. De méme, les termes DFTE et
STS sont assemblés rapidement avec une technique similaire.

Finalement, 1’équation (4.13) est résolue avec une méthode de gradient conjugué
sans préconditionnement.

4.2.5 Estimateur de qualité des résultats

Comme notre étude consiste a extraire des données dans le but de pouvoir les
assimiler, nous proposons de fournir un estimateur de la qualité des résultats obtenus.
Cela revient a fournir les statistiques d’erreurs correspondant & ces mesures, comme
pour des données classiques.

Nous proposons ainsi la formule suivante pour mesurer la qualité des résultats :

’11(117 + U(ﬂj‘,y); Y+ v(:z:,y)) - I()(l‘,y)|
|11(£L‘, y) - Io(l’,y)|

e(lo, I1;u,v)(z,y) =1 — (4.17)
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si le dénominateur est non nul, et e(lp, [1;u,v) = 0 sinon.

On voit clairement que si la différence entre les deux images Iy et I; est grande
au départ, et beaucoup moins aprés application du champ de vitesse, alors le champ
identifi¢ est plausible, et la formule (4.17) donne une valeur proche de 1. A l'inverse,
si l'identification ne s’est pas bien déroulée, i.e. si ’écart entre les deux images n’a
pas baissé, alors e sera proche de 0. De méme, s’il n’y a aucun signal dans une région
de 'image, alors cela conduit & un estimateur égal & 0. Cela ne veut pas dire que le
champ de vitesse identifié n’est pas le bon, mais sans signal, nous ne pouvons pas le
certifier.

4.3 Simulations numériques [23]

Dans cette section, nous présentons rapidement le contexte des différentes expé-
riences numeériques réalisées et présentées dans [23].

4.3.1 Données synthétiques

Nous avons tout d’abord testé notre approche sur des données simulées. Nous
avons considéré ici un modele shallow water (ou équations de Saint-Venant), bi-
dimensionnel, qui se trouve détaillé en section 3.3.3 (mais avec différentes valeurs
de parameétres) ou dans [23].

Ce modéle est ensuite couplé avec une équation d’advection, indiquant que la
concentration en colorant est transportée par la vitesse du fluide :

0 + udzc +voyc = 0, (4.18)

ou ¢ est la concentration d’'un traceur passif (par exemple de la chlorophylle ou un
polluant chimique tel que le pétrole dans les océans). En fixant une quantité initiale
de colorant ¢(t = 0), nous pouvons ainsi simuler le déplacement réel d'un traceur dans
I’océan, et récupérer en sortie du modéle numérique des images de la concentration.

A partir de plusieurs de ces images de concentration, acquises tous les 100 pas de
temps par exemple (afin de respecter le fait qu’en pratique, les images satellitaires ne
sont pas disponibles & tout instant), nous pouvons extraire des champs de vitesse et
les comparer avec les vitesses réelles du modéle.

Comme le montrent les résultats présentés dans [23], nous obtenons grace a ’ap-
proche multi-échelle et au schéma performant d’optimisation (sans information a
priori puisque nous l'initialisons avec un champ constant et nul) d’excellents résul-
tats trés rapidement. Le recalage entre deux images est presque parfait au bout de
quelques itérations. Le champ identifié correspond également au comportement global
de 'océan, & savoir une rotation du fluide die a la présence d’un tourbillon, avec un
léger mouvement de translation puisque le tourbillon se déplace dans les exemples
considéreés.

On peut remarquer que la régularisation Rg;, (4.6) conduit & des résultats de moins
bonne qualité que la régularisation R; (4.5), alors qu’a priori, le champ de vitesse
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devrait étre a divergence nulle. Cela vient du fait que le champ identifié correspond
a une intégrale du champ de vitesse sur les 100 pas de temps qui séparent les deux
images, le long des lignes de champ. C’est en quelques sortes un champ de vitesse
lagrangien, et qui n’a plus aucune raison d’étre a divergence nulle.

Une application intéressante que nous avons pu tester également est le suivi au-
tomatique d’une structure caractéristique. Nous avons manuellement défini une boite
autour d’un objet (ici, un tourbillon) sur une des images. Puis, en utilisant pour chaque
image la moyenne sur la boite de la vitesse identifiée par notre algorithme, nous pou-
vons en déduire un déplacement moyen de la zone d’intérét entre les deux images. La
boite est ainsi automatiquement décalée, et nous avons ainsi pu suivre sans difficulté
et entiérement automatiquement le tourbillon sur une centaine d’images successives.

4.3.2 Données expérimentales

Nous avons ensuite testé notre algorithme sur des images expérimentales, prove-
nant de la plaque Coriolis [75]. L’expérience est la suivante : une cuve tournante de 13
meétres de diametre contenant de I'eau est mise en rotation, afin de simuler la force de
Coriolis appliquée & un fluide. En conséquence, le comportement de ’eau a l'intérieur
de la cuve est proche de ce qui se passe dans un océan comme 1I’Atlantique Nord dans
les images que nous avons testées.

Un tourbillon est alors créé, dans lequel on injecte soit un colorant, soit des parti-
cules fines. Enfin, une caméra prend des clichés de I'expérience a différents intervalles
de temps.

Plusieurs cas ont été considérés en prenant des images correspondant a un délai
d’acquisition soit rapide soit lent, et en travaillant sur des images de colorant ou de
particules. Dans tous les cas, le champ de vitesse reconstruit correspond parfaitement
au déplacement réel du fluide, a savoir un mouvement de rotation du tourbillon, plongé
dans un mouvement beaucoup plus lent de translation globale. L’approche multi-
échelle a été comparée avec une approche classique, ot la minimisation est directement
réalisée sur la grille fine. Les résultats sont alors considérablement dégradés, ainsi que
le temps de calcul.

Ces résultats ont été comparés avec ceux fournis par la méthode PIV (Particle
Imaging Velocimetry), qui sert de référence dans le domaine a U'interface de la géo-
physique et de la mécanique des fluides. Ils sont qualitativement équivalents puisque
les champs identifiés se ressemblent. Toutefois, nous apportons deux avantages ma-
jeurs grace & notre algorithme : le temps de calcul, qui nous permet de traiter des
séquences de plusieurs centaines d’images a trés haute résolution sans difficulté en
quelques heures 1a ou plusiers jours sont nécessaires a la méthode PIV; et la pré-
cision des résultats, puisque nous pouvons identifier jusqu’a un vecteur vitesse par
pixel de l'image originale, la ou la méthode PIV fournit de ’ordre d’un vecteur vi-
tesse par zone de 10 x 10 pixels. Cela permet notamment d’identifier des phénomeénes
tourbillonnaires de beaucoup plus petite échelle.
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4.4 Conclusions

Nous avons présenté un algorithme extrémement rapide et efficace dans le but
d’extraire des champs de vitesse & partir de séquences d’images. La rapidité et la qua-
lité des résultats proviennent des différents choix méthodologiques : approche multi-
échelle, pas de linéarisation de la fonction cotit, régularisation appropriée, assemblage
rapide de la jacobienne, ...

Les résultats numériques obtenus dans des conditions simulées et expérimen-
tales démontrent Uefficacité de la méthode. D’autres tests ont été réalisés en traitant
des films complets a haute résolution provenant également de la plaque Coriolis, et
confirment la qualité de la méthode.

Au cours de cette étude, nous avons réalisé que les vitesses identifiées corres-
pondent en fait & des champs lagrangiens, & cause du délai d’acquisition entre les
images. Ces champs de vitesse peuvent ensuite étre vus comme des observations du
systéeme, et utilisés dans un algorithme d’assimilation de données. Toutefois, si le
temps entre deux images est trop important, alors la vitesse identifiée (qui corres-
pond & une vitesse apparente) ne peut étre assimilée a la vitesse réelle du fluide, et il
faut alors utiliser une méthode d’assimilation de données lagrangiennes pour traiter
ces observations.
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Chapitre 5

Conclusions générales et
perspectives

Nous avons présenté ici plusieurs algorithmes pour résoudre des problémes en trai-
tement d’images et en assimilation de données. Tous ces algorithmes ont les points
communs d’étre rapides, efficaces, robustes, et faciles & mettre en ceuvre. Ce travail a
été particulierement motivé par les applications, et les contraintes liées aux applica-
tions. Ces contraintes sont par exemple d’étre capable de traiter des images et films
en temps réel, mais également d’assimiler de grandes quantités de données météo-
rologiques ou océaniques en un temps fixé (généralement imposé par les contraintes
opérationnelles de fournir un résultat a échéances réguliéres).

Il nous a paru important de définir des méthodes en rupture avec I’état de l'art,
que ce soit en imagerie ou en assimilation de données. En traitement d’images, I'in-
troduction du gradient topologique a apporté un éclairage nouveau sur les problémes,
grace notamment au caractére global du gradient topologique (contrairement au gra-
dient classique qui est beaucoup plus local). De méme en assimilation de données, la
communauté est scindée en deux écoles diamétralement opposées : les méthodes varia-
tionnelles telles que le 4D-VAR, nécessitant le développement humainement cotiteux
de I'adjoint, et les méthodes séquentielles basées sur des filtres de Kalman (étendus,
évolutifs, stochastiques, ...) reposant sur une bonne connaissance des statistiques
d’erreur. Nous avons fait le choix de définir une méthode qui se trouve & l'interface
des deux, et qui combine les avantages des méthodes sans en avoir les inconvénients.

Les perspectives restent nombreuses dans ces diverses thématiques, a la fois parce
que certains problémes n’ont pas encore été étudiés, mais aussi grace aux possibi-
lités d’amélioration intrinséque des méthodes développées. Des perspectives a court
terme consistent donc a améliorer les algorithmes définis. Par exemple, la méthode
du gradient topologique peut étre améliorée en cherchant des contours de l'image qui
ne soient pas tous aussi importants les uns que les autres, en utilisant plus que deux
valeurs différentes pour la conductivité. En assimilation de données, la méthode du
nudging direct et rétrograde peut également étre améliorée, en augmentant ou di-
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minuant automatiquement la valeur des gains au fil des itérations, pour essayer de
garder un équilibre entre le terme des équations du modele et le terme de rappel aux
observations.

A plus long terme, parmi les problémes restant & étudier en traitement d’images,
nous pouvons citer par exemple la compression et le défloutage d’images, et en assimi-
lation de données, un challenge intéressant consiste & étudier la possibilité d’assimiler

des données réelles avec le nudging direct et rétrograde.
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Résumé :

Dans une premiére partie, nous avons étudié des problémes de traitement d’images. Nous
avons utilisé ’analyse asymptotique topologique pour la détection des contours d’une image.
Cela permet de considérer alors plusieurs applications : restauration/débruitage, classification.
L’inpainting est traité d’une fagon un peu différente, et la double donnée Dirichlet et Neumann
sur le bord du domaine caché permet de reconstruire les contours dans la partie cachée de
Iimage. Enfin la segmentation peut étre traitée comme limite de la classification, en s’appuyant
sur des résultats d’analycité de la solution quand on fait tendre un parameétre vers 0. La rapidité
de cette méthode permet de traiter ces différents cas en temps réel, y compris pour des films.

Dans une seconde partie, nous avons abordé I’assimilation de données, le but étant d’iden-
tifier la condition initiale d’un systéme & partir d’observations partielles. Nous avons défini
un nouvel algorithme, basé sur le “nudging” (méthode de relaxation consistant a rajouter un
terme de rappel vers les observations directement dans I’équation afin de tirer la solution vers
les observations). En considérant itérativement et alternativement des résolutions du systéme
direct et rétrograde en temps, avec a chaque fois un terme de rappel vers les observations,
on peut améliorer ’estimation de la condition initiale. La encore, la méthode est performante
et extrémement rapide, comme de nombreux tests numériques 'ont démontré. En parallele,
plusieurs résultats théoriques de convergence ont été obtenus dans des cas simplifiés.

Enfin, une étude a été réalisée a linterface de ces deux thématiques : l'extraction de
données, et plus précisement de champs de vitesses, a partir de séquences d’images météorolo-
giques ou océanographiques. L’idée consiste a chercher un champ de vitesse (ou déplacement)
qui transporte une image sur la suivante. L’approche considérée est variationnelle, et basée
sur la minimisation d’une fonctionnelle non linéaire dépendant du champ de vitesse. Une
approche multi-grille permet d’obtenir trés rapidement des champs de vitesse. Ces vitesses
peuvent alors étre assimilées directement dans un systéme d’assimilation.

Summary :

In a first chapter, we consider image processing problems. We applied the topological
asymptotic analysis to the edge detection problem. Once the edges are identified, one can easily
consider the restoration/enhancement and classification problems. The inpainting problem
has also been considered, but from a slightly different point of view: given the Dirichlet and
Neumann conditions on the boundary of the unknown part of the image, the topological
gradient allows one to retrieve the missing edges of the hidden zone, and then to reconstruct
an unblurred image. Finally, the segmentation problem has been considered with the same
mathematical tools, using the analycity of the enhanced solution with respect to a small
parameter. All these algorithms are extremely efficient and fast, and allows us to process
images and even movies in real time.

The second chapter is devoted to data assimilation. We developed a new algorithm : the
Back and Forth Nudging (BFN). The standard nudging technique consists in adding to the
equations of the model a relaxation term that is supposed to force the observations to the mo-
del. The BFN algorithm consists in repeatedly performing forward and backward integrations
of the model with relaxation (or nudging) terms, using opposite signs in the direct and inverse
integrations, so as to make the backward evolution numerically stable. Extensive numerical
experiments have been performed on several simplified geophysical models, showing the effi-
ciency of this easy-to-implement and fast approach. Moreover, several theoretical results of
convergence have been obtained in simple situations.

Finally, we also worked at the interface of these two topics and considered image data
assimilation. The idea is to extract velocity fields from a sequence of oceanographic or me-
teorological images. A variational approach has been proposed, in which the minimization of
a nonlinear cost function provides a displacement (or velocity) field between two images. A
multi-grid approach and an appropriate minimization process, allow us to extract the informa-
tion very quickly. These “pseudo™observations can then be directly assimilated as the velocity
is usually a model variable.
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