L1MD — Feulille 3 7 mars 2016

Preuves — type ensemble

1. Le texte qui suit est une [esquisse de] preuve formelle sans mention des reégles appliquées. Que
prouve t-on et sous quelles hypotheses 7 Quelle est pour chaque énoncé la regle appliquée (voir la liste
des reégles plus bas) 7 Quels sont les énoncés sans preuve ? Sont ils des théoremes classiques 7

1la:R

2l a=2
s[4(-3)+2=0

ol dz: R, 424+2=0

s|z: R
o] (2—a)r? +4x+a =4z +2

7| Vz:R, (2—a)z? +4r+a =42 +2
s| IR, 2—a)x’+4x+a=0

o] a#2

0| Vo, 5,7 : R, (a%Oet62—4a720):>3x:R, azr? +pr+~y=0
n| (2-a#0etd? —42-a)a>0)=3z:R, 2—-a)z’+42+a=0
2| 2—a#0

3|42 —4(2—a)a>0

u|2—a#0etd? —4(2—a)a>0

5| 32:R, 2—a)z?+4r+a=0

6] Jz:R, 2—a)z’+4z+a=0
v Ya:R, I2:R, (2—a)z’>+4x+a=0

Liste des regles (la derniere ligne se déduit de celles qui précedent par la régle ainsi nommeée).

A (hyp. ) A= B A Aet B A
e A A A (affaibl.) B
B B (mp) (répétition) Aet B (Fet)
A= B (=)
A AouB A A=1
AouB (affaibl.) A=C -A | A (F-)
B=C 1 (contradict.)
C (ou k)
x:T (declar) ‘ Vo : T, P(x) t:T dx: T, P(x)
t:T P() x: eclar
P(x) P@#) (YR %:T, P(z) (+3) P&Z) ((fl‘ypl' ))
Ve : T, P(z) (FV) ..
A
A (3F)
Réécritures (macro-regles)
t=1t t=t Ve : T, P(z) < Q(x) Ve : T, Plz) & Q(x)
i0=f) (=) | Pw) Vo T, P(x) ST, Pla)
Pi) (=) |ve:T, Q@) (&) ST Q) ()




Distinguer suivant une hypothese H (macro-regles) :
H (hyp. )

A

A
A (disting. H)

Regles sans prémisses (définition, axiome (logique ou spécifique & un type) dont on donne le nom,
théoreme classique dont on donne le nom a défaut d’une preuve)

| Vz, x =<expr>< P(x) (def <expr>) | —A=A (ax.—) | Ve, 2 =2 (az. =)
| A (ax. <nom>) | A (thm <nom>)

Les énoncés qui ne résultent pas d’une des regles ci-dessus peuvent soit résulter de ’application d’une
macro-regle hors liste, soit correspondre a l'introduction d’une variable avec son type (cf regles (F V),
(F3), (3+)), soit correspondre a 'introduction d’une hypotheése additionnelle (cf régle (F=-), (3 ),
(disting. H)),

| 7 (declar) | A (hyp. )

soit étre un énoncé non prouvé (résultat d’un calcul algébrique simple, énoncé en attente de preuve,
faille dans la preuve).

| A (non prouvé)

2. On veut montrer qu’un ensemble n’est jamais en bijection avec ’ensemble de ses parties. Transformer
le scénario de preuve ci-dessous en preuve formelle :

“Supposons ’existence d’une bijection ¢ entre un ensemble E et 'ensemble de ses parties. Les éléments
de E n’appartenant pas a leur image par ¢ forment une partie de E, image par ¢ d’un élement e de
E. On observe que I’énoncé e € p(e) est équivalent a sa négation ce qui conduit & une contradiction.”

3. Donner la définition des expressions ci-dessous suivant le modele :
{z:T, P(x)} : Vy:T,ye{x:T, Plx)} & Py)

AN B (I'intersection des ensembles A et B)

AU B (I'union des ensembles A et B)

E\ A pour A une partie de 'ensemble E

P(E) (ensemble des parties de ’ensemble E)

f(A) pour f: E — F une application et A une partie de F
f~Y(B) pour f: E — F une application et B une partie de F

4. Prouver :

E\(AUB)=(E\A)N(FE\ B) pour A, B deux parties de F

E\(ANB)=(E\A)U(E\B)

AN(BUCQC) = (AﬁB)U(AﬂC’)

fTYAUB) = fY(AUf 1(B) pour f: E — F une application et A, B deux parties de F’
nf(B)

H(A)
fTHANB) = f7H(4)
(

A t-on f(AUB) = f(A)U f(B), f(ANB) = f(A)N f(B) pour f: E — F application et A, B deux
parties de £/ 7



