L1MD - FeuilleE| de référence sur les preuves (déduction naturelle) 2014-15

0. Prérequis : Notion de variables libres, variables liées, constantes et leurs types.

Notations : Dans ce qui suit les variables en majuscule A, B, P, ... désignent des énoncés ; les variables
en minuscule z,y,t, ... désignent des objets d’un certain type 7.

On écrit P(x) pour désigner un énoncé ou z est une variable libre d’un certain type 7 et on dit alors
que P est une propriété sur les objets de type 7. Par exemple P(z) est 1’énoncé sin(z) > 0, ou z est
une variable de type R.

Une expression de type énoncé est une formule faisant intervenir éventuellement les constantes V, F,
des variables de type énoncés, des connecteurs logiques (et, =, ...), éventuellement des propriétés sur
les objets d’un certain type et des quantificateurs V, 3, 3!.

Une expression de type 7 est une formule faisant intervenir des constantes, éventuellement des vari-
ables, des constructions, dont le résultat est de type 7. Par exemple 7 est une expression de type R
de méme que fox 1% pour x variable de type R.

Si t est une expression de type T et P(x) est une propriété sur les objets de type T, on écrit P(t)
pour désigner I’énoncé obtenu en substituant ¢ & . De méme si f(z) est une formule (ou expression)
dépendant de la variable libre z de type T et dont le résultat est un objet de type 7', on écrit f(t)
pour désigner ’expression obtenue en substituant ¢ a x.

1. Un théoreme se présente sous la forme d’un énoncé sans variable libre (ex. ”Toute suite croissante
majorée de nombres réels converge” ) ou par l'introduction d’une ou plusieurs variables libres, la donnée
d’hypotheses sur ces variables et d’une conclusion (”Soit (uy,) une suite de nombres réels croissante et
majorée, alors (u,) converge”).

La preuve formelle d’un théoréme est une suite d’énoncés commencant par les hypotheses (la déclaration
des variables libres avec leur type et les énoncés les concernant) déclarées comme telles (Hyp:...,
décalage du texte a droite), se terminant par la conclusion, et telle que chaque énoncé de la suite est
soit une hypothese intermédiaire additionnelle déclarée comme telle, soit un axiome ou théoréme admis,
soit un énoncé se déduisant des précédents (y compris éventuellement des hypotheses intermédiaires)
par application des regles de raisonnement, la conclusion du théoreme ne devant pas dépendre des
hypotheses intermédiaires.

Organisation de la preuve formelle : On écrit les énoncés les uns en dessous des autres. On commente
chaque énoncé par le nom de la regle dont il résulte.

On décale vers la droite toute partie de preuve commengant par I'introduction d’une hypothese addi-
tionnelle. On revient a gauche pour ce qui ne dépend plus de 'hypothese additionnelle. Cf|la notation
de Fitch sur Wikipedial

H  (hyp. )
H, (hyp. )

Ho (hyp. )

Cy

C
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Rq. La suite des regles utilisées correspond & un programme informatique (algorithme) ; la preuve
écrite correspond au résultat de 'exécution du programme sur les hypotheses initiales.

Une esquisse de preuve formelle est une preuve formelle incompléte (certains énoncés ne sont pas
prouvés, les regles appliquées ne sont pas toutes explicitées). Une preuve informelle est un scénario
de preuve en langage naturel. Voir les exemples plus loin.

2. Les regles primaires de raisonnement. Dans ce qui suit, les variables A, B, ... désignent des énoncés.

= : A = B se déduit de B sous I'hypothese A. Inversement B se déduit de I’énoncé A et de ’énoncé
A = B : c’est la regle du modus ponens.

| A (hyp.)
B

A
A= B
A=B (=) B

(mp)

Répétition : A se déduit de A (la régle permet de répéter un énoncé, ce qui permet par exemple de
prouver A = A).

et : Chacun des énoncés A, B se déduisent de I’énoncé Aet B. Inversement Aet B se déduit de la
présence des deux énoncés A, B.

Aet B A
A B
B Aet B

ou : 'énoncé Aou B se déduit de I"énoncé A comme de I’énoncé B. Inversement tout énoncé C se
déduit des énoncés AouB, A= C et B = C (preuve en distinguant suivant A ou B).

A |B AouB
AouB AouB A=C
B=C
C (ou k)

1, = : Contradiction et négation. 1 est une constante désignant ’énoncé faux ou la contradiction. L
se déduit d’'un énoncé A et de sa négation ~A (“’'énoncé A et —A conduit & une contradiction”). —A
se déduit de A =1 (autrement dit d’une preuve de L sous I’hypotheése A).

A A=1
-A —A (F-)
L (contradiction)

YV : Soit P(z) une propriété sur les objets de type 7 et ¢ une expression de type 7. L’énoncé
Va : T, P(z) se déduit de ’énoncé P(z) sous 'hypothése x : T, ou x est une variable introduite par
I'hypothese = : T (le nom z ne pourrait pas étre utilisée comme variable liée dans Vz : T, P(x) s'il
désigne une variable libre & ce niveau).

Inversement P(t) se déduit de Vz : T, P(x) (c’est la spécialisation de ’énoncé a x = t).

x:T (hyp. ) Va : T, P(x)
P(x) t:T
Vo T,P(x)  (FV P(t) (YO

3 : Soit comme précédemment P une propriété sur les objets de type T et ¢ une expression de type

T.
L’énoncé 3z : T, P(x) se déduit de I’énoncé P(t).

Inversement si A est un énoncé ou la variable x n’apparait pas, une preuve de A sous les hypotheses
z: T et P(x) permet de déduire A de I'énoncé Iz : T, P(x).

t:T Jz: T, P(x)

b(t)

Jz:T,P(x)  (F3) z:T  (hyp. )
Ij(ﬂc) (hyp. )

A @3



3. Macroregles et axiomes logiques. Un théoréme logique est une expression f(A, B,...),ou A, B, ...
sont des variables de type énoncé, se déduisant de ’application des regles primaires. Par exemple — L,
A= A, A= ——A sont des théorémes.

Un axiome logique est une expression f(A, B,...) donnée comme valide sans preuve.

——A = A est un axiome en logique classique ; il est a la base du tiers exclu (A ou—A est un théoréme
logique se déduisant de cet axiome) ou de la démonstration par 1’absurde (au lieu de prouver A, on
prouve que A =_1).

| —A=A4  (ax.)

r=zetz=y= (P(x) < Py)) sont les axiomes d’égalité, ou z,y sont des variables de type T et
P une propriété sur les objets de type T.

x,y: T

r=z (ax)

r=y=(P(x)=Py) (ax=)

Une macro-regle est une suite d’écriture d’axiomes logiques et d’énoncés sans déduisant par application
des regles primaires, qu’on résume par un nom. A chaque axiome ou théoréme logique correspond une
macro-regle qui consiste a écrire cet axiome ou théoréeme. On fait référence a ’axiome ou au théoreme
ou au nom de la macro-régle pour justifier I’écriture de 1’énoncé.

Voici quelques macro-regles classiques :
Réécritures :

(=) : Pexpression f(A, B,...) se déduit de g(A, B,...) si f et g ont méme table de vérité fonction des
valeurs de vérités de A, B,.... f(A, B,...) est un théoréme si c’est une tautologie au sens des tables
de vérités (i.e. sa table de vérité est constante égale & Vrai).

(=) : si P(z) est une propriété des objets de type T et si t,t' sont deux expressions de type T alors
P(t") se déduit de P(t) si t et ¢’ sont égaux comme objets de types T.

Exemples.

—(Aet B)ouC
—Aou-BouC (=)

-B=-A
A= B (=)

Distinguer suivant une hypothese H, regle notée (H) : I’énoncé A se déduit d’une preuve de A sous
I’hypotheése H et d’'une preuve de A sous 'hypothese —H.

Voici une preuve de cette macro-regle

Hou-H (axiome)
7 (hyp. )
A
H= A (regle =)
-H (hyp. )
A
-H=A (regle =)
A (regle ou)

4. Définitions et axiomes propres a un type : une définition est une expression, dépendant souvent
de variables libres, désignant soit un énoncé soit un objet d’un certain type 7 . FElle est explicite
lorsqu’elle correspond a une regle de réécriture de la forme <expression>= ... ou <expression>= ....



Elle est implicite lorsque 'objet qu’elle désigne est caractérisé par un énoncé d’existence et d’unicité
Az : T, P(x) auquel cas elle donne lieu a 'axiome Vz : T, z =<expression>< P(x).

Exemple : a. . la fonction In peut étre définie explicitement par I’axiome
T dt
o= (2 / a
1 T

(ou de fagon équivalente par I'axiome Vz : R, In(x) = flx %) ; la régle de réécriture consiste alors a
remplacer In par son expression.
La fonction In peut aussi étre définie implicitement par ’axiome

Ve,y: R, y=In(x) & exp(y) ==

(pourvu que la fonction exp ait été définie auparavent et qu’on ait prouvé le résultat d’existence et
d’unicité).
b. . L’expression a divise b, pour a, b variables de type N, est défini par 'axiome
adivise b=3d: N, ad=1b

donc par la regle de réécriture (=) correspondante.
Les types ont leurs axiomes et regles de raisonnement propres. Par exemple :

VE :&ns, dF : &ns, Ve, t€e F & CE
est un axiome du type ensemble (existence de I’ensemble des parties d’un ensemble) ;

Vr:R, 3n:N, n>zx

est un axiome du type R ; Le raisonnement par récurrence est une regle de raisonnement propre au
type N.

5. Exemples de preuves.



