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DEUG MASS 2 ANALYSE de la DECISION

année 2002-2003 Cours (26h) : D.Soubiran-Zone TD (26h) :D.LangsefB.Rousselet

semaines de 1 a:5

Ch.1: Les outils du décideur. L'importance daftirmation.
Jeux a deux joueurs et a somme zéro.
Jeux ayant une valeur, les points selles, leggies optimales.
Les stratégies mixtes.
Stratégies dominantes, réduction d’'une matricgaiement.

Ch.2: Les processus de Markov. Les matrices astitiues, les matrices de transitions.
Marches aléatoires sur des graphes. Etats abssr@amportement a long terme.
Applications.

[Semaine 6 ou 7 : test 1°1

semainesde 7 a 13 :

Ch.3: Loteries. Utilité espérée. Révision degpmmmes d’optimisation sans contraintes.
Programmes d’optimisation avec contraintes de ty{x)=0 et h(>& 0.
CNPO, CSSO, fonctions convexes, fonctions concdue®mes quadratiques définies
positives, définies négatives, semi-définies.

Ch.4: Lathéorie de la décision. L'interpréatsubjectiviste.
Valeur monétaire espérée (VME), Perte d’opportuesigerée (POE), calcul avec les probabilités aeesg
valeur de l'information parfaite (VIPE).

** \/ous avez la possibilité de poser vos questimriatives au cours du lundi par maibfie @unice.jrjusqu’au
jeudi 12h,seules les questions bien posée auront un droépimse !

Les réponses seront soit adressées avant le winding, soit intégrées dans le poly si des comniestge révelent
utiles.

*** Ni documents ni machines programmables auttgipendant le test et I'examen final.
i.e. vous n'avez droit que a une calculette 4 afp@ms.
*** Durée du test: 2h. Durée de I'examen fin&h.

N.B.)Des petits contréles seront programmés en TD peumettre une notation pondérée de contréle
continu, la présence egonc indispensablé.es salariés et dispensés de TD sont priés dencoimquer
leur nom au plus tard le lundi 24 février.




Chl. Les jeux mathématigues

Jeu a deux | a somme zero.

811 Jeux a deux joueurs et & somme zéro :

Si deux joueurs X et Y s’affrontent, dans un sodeisimplification on notera X 'ensemble des gig#s possibles du
joueur X et Y I'ensembles des stratégies possitlegsueur Y :

Déf.1 :On appellera alors jeux & deux joueurs et a sonémeele triplet(X,Y ,U) avec :
X={x; O X, avecx; stratégie possible du joueMreti= 1,2,.....n; si le joueurX dispose de n stratégies possiples
Y={y; [1Y, avecy; stratégie possible du jouedreti= 1,2,... m; si le joueur Y dispose de m stratégiessiokeg
U : XxY —R une fonction continue, qui & toute paire de stiags(,y) [ XY associe le paiement] R

x,y) —ux,y)=rOR

Par convention on assumera ici quest la somme qué doit paye aX.
(Il va de soi que on aurait pu assumer gast la somme que doit payer a, I'important étant de choisir des le départ es'getenir !!)

812 Représentation d'un jeu sous forme normale
Si on représente les n stratégies du joueur Xgee let les m stratégies du joueur Y en colonnginiale lecture
de la matrice nxm ayant comme entrées les vatkuls fonction de paiement nous permettra une septation
tres commode du jeux.
Exemple(1) : Vi Y2 VY3

X1 -2 +1 -1

X2 -2 -4 +1

X3 -3 +2 -4

On lira donc : « si X choisit |la stratégieet Y choisit la stratégig; alorsle joueurY doit payer-2 au joueur X, i.e. X
doit payer2a Y »

De méme on lira : « si X choisitet Y choisity, alors Y doit payeR a X, si X chaisitxzet Y choisitysalors X
payera4ay,etc ..... »

Avec la convention relative au paiement il est éatdque X doit choisir une stratégie qui maximiéey), alors que Y
doit raisonnablement en choisir une qui le minimise

Les deux joueurs sont supposés étre eégalemenigetes, rationnels et également informeés.

Chacun est donc parfaitement capable d’effectuezi$®nnement de I'autre et d’agir de conséquence.

Si on reprend I'exemple (1) et on regarde la matdies paiements successivement du point de vueetieé’X, on peut

donc observer que :

Point de vue de Y« si X choisitx; alors je dois choisiy; (paiement minimum vu le choix de X), car ainsi jmimiserai

ma perte (je gagnerai), si X choisitx; je choisiraiet si X choisizje choisiraiys ».

Point de vue de X« si Y choisitys, je choisiraix; ou x, (paiement maximumu le choix de Y), si Y choisif, je choisirai
X3 iieina »

Nous allons noter les choix de X et de Y respenimet en ligne et en colonne :

Y1 Y2 V3
X{-2 +1 -12

X-2 -4 +14
X3 -3 +2 -44

Maxmin =-2 , Max ( -2, -4, -4) = choix de X
2 +2  +1
minMax =-2 , min (-2, 2,1)= choix de Y



Parmi les paiements minimaux proposés par Y ilezaal que X choisira le plus grand et parmi lesmpaints
maximaux proposeés par X le joueur Y ne pourra duestr le plus petit ! C'est la méthode du minMdMaxmin.
Si Maxmin=minMax on dit que le jeu admet une valemistratégie puret on notera

val (u) = Maxmin=minMax. Ici val () =-2

Exemple(2):

yi Y2 V3
X1-1 +1 -1 -1
X2-2 -4 +1-4
Xe- +2 -4 4

fm=-1, Max ( -1, -4, -4) = choix de X
-1 +2 +1

Minmax =1, min (-2, 2,1)= choix de Y

Maxmin=minmax, donc ce jeu admet une valeur enégjra pure.

Exercice(1) : Soit le jeu & deux joueurs et a somme zéro septé par la matrice de paiement suivante :
Déterminer, si elle existe, la valeur de ce jestesitégie pure.

-1 +1 41 -1
Stratégit_o -3 +2 +2
DeX -2 +1 -2 +1

-1 -3 +4 +1

-1 +1 +4 + -1= Maxmin

Solution :
Maxmin = -1 = minmax, donc vak -1

Il semble Iégitime & ce stade de se poser la questLes points P(1%1), Q(X,Ya4), T(Xs,y1) ayant tous pour
image dan® la valeur -1= val(l), correspondent-ils & desgmaite stratégies optimales pour les joueurs ? »
A savoir : si le joueur X choisit la stratégigex le joueur Y choisity ou si X choisit xet Y choisit y, ou si X
choisit x, et Y choisit y, les deux joueursont-ils confrontés a des choix équivalents ?

Pour répondre a cette question il est indispengibtnnaitre et bien comprendre le paragrapharsiuiv

813 Les points selles
Un point S(x*, y*) est un point selle pour un jeéixieux joueurs et a somme zéro ssi :

(def.2)
A savoir “si X déplace son choix de stratégie danigre unilatérale de x* a une autre stratégief xalors que Y
conserve son choix y*,
le paiement diminue (donc X s'auto-pénalise |CaOIUREN) €t de méme si Y modifie
son choix de y* a une autre stratégigyalors que X conserve le choix x* le paiementraegte (donc Y sera aussi
pénalisé, cIEaYRISUOI))
Le point S(x*,y*) constitue ainsi le meilleur conapnis possible entre les deux joueurs : ont padesale choix prudent.
Il ne faut jamais oublier que chaque joueur est parfaitement capable et dispose de toute I'information nécessaire pour simuler avec exactitude le raisonnement de
l'autre !
On peut désormais utiliser laléf.2) pour répondre a la question posée a la fin dettce (1) :
Si P( x,Yys1) est un point selle alors le choix de stratégrey) doit satisfair
Or u(x,y1)= -1 ou -2< u( %,Yy1) = -1< u(X,y) = -1 ou +1 donc P est un point selle.




Si Q(x,Y4) est un point selle alors le choix de stratégiey4) doit satisfair

mais u(x,y)=-1 ou +1 ou +2 n’est pas toujoutsi(x;,ys) = -1, la double inégalité de (éf.2)n’est donc pas Vérifiée :
Q ne peut pas étre un point selle pour le jeu donné

Vous pouvez maintenant facilement démontrer que Vifxe sera pas un point selle !

Le jeux admet donc un seul point selle point P(x,y,).

X a donc une seule stratégie optimale : la stratégiY a aussi une seule stratégie optimale : laégjray;.

Théoréme 1 Sil'ensembleéS de tous les points selles d’un jeux est non viBe&®@) alors le paiement est le méme
dans tous les points selles et ces derniers shah§eables,
a savoir] (X1,X2), (Yo,Y2)O S X S = (X1,y2) O S et (%,y1) O S.
Remarque : Le paiement commun a tous les poitiessest la valeur du jeux, on note val (u)SuE{val(u)}
Démonstration :

(1) Si (4y2) O 'S alors laDér 2= (a) HEENDSUCINSUCEN NG
i (%,y) 0 8 alors laDét.2=> (b) RN S UGNy

donc en patrticulier

si dans (a) on choisit x3et y=y» on a [y
si dans (b) on choisit x=pet y=y on a [iNDSuCey oD

on peut alors observer le troisieme terme de lmgne inégalité est égal au premier terme de |xidee
inégalité et ceck> I'égalité des six paiements, avec en particulies,y:)= u( x,y»)= val(u).

Nous venons donc de démontrer que le paiementeestdoméme pour les différents points selles dugar le
raisonnement se généralise tres facilement ponombre de points selles supérieur a deux.

(2) Nous allons maintenant démontrer I'échangealtilkte points selles :

Pour ce faire on observe d'abord qu®¥kf.2 peut s'écrire autrement car:

u(x, y9) su(xy*) <u(xt,y)  équivalenta [u(xty*) = sup u(x.y*) et u(x*y*)= inf u(x~y)

x X yoy

Au passage il est intéressant d’observer que urt ppdi,y*) sera donc un point selle pour un jeueiuxl joueurs
et & somme zéro SSief.2’:

Ici donc u(x,y2)=u(%.y2)= sup (xy2) et u(xy2)=u(wy)= inf (Xvy)
x X ydy
Ce qui permet d’affirmer que {¥-) est aussi un point selle.
De méme u(xy1)=U(Xs,Y1)=-eeenvrenee. , Ce qui prouve que £y,) est aussi un point selle.
Les points selles sont ainsi échangeables aupséaisé dans I'énoncé du Théoreme 1 Q.E.D.

814 Les stratégies optimales et I'existence de pointsles pour un jeu.
A ce stade nous nous sommes limité a affirmermpistratégie était optimale pour un joueur si @it une
coordonnée d'un point selle (abscisse pour X, anderpour Y).
Le moment est venu d’'étre plus précis.
Etant donné que tous les points selles d’un jeum@me paiement et sont échangeables il existeusiestsemble
de X et un sous-ensemble de Y, que nous notédgr&t que nous appellerons I'ensemble de stratégitsales
du joueur X) eDy (que nous appellerons I'ensemble de stratégiemafes du joueur Y) t.
Si X choisit une stratégie d@yx, alors contre toute défense de Y il sera certaibtdior un paiement au
moins égal a la valeur du jeu.
Si Y choisit une stratégie d&y, alors quelque soit le choix de X il sera certé@me devoir payer plus
que la valeur du jeu.
X tente donc d’imposer un paiement compris enaitéuy et +o , alors que Y fera tout pour obtenir un
paiement compris entreo-et val(u).




Si un des deux joueurs choisit une stratégie agdlgue dans son propre ensemble de stratégiesabgsim

son adversaire peut exploiter la faute et gagnes pfou perdre moins !)
Des joueurs rationnels et “prudents” choisiromtijours I'issue du jeu qui leur attribuera la valdu jeu !!

On ne peut donc parler de stratégies optimaleggpgue pour des jeux qui ont des points selles.
Le théoréme suivant nous permet de caractérisasténce de points selles (admis sans démonstyation

Rappel (1) :
Un ensemble A est compact si il est a la fois feetrigorné. (cf. rappels de mathématiques , ci)joint
Rappel (2) :Pour toute fonctidn XxY [JR? - R il est toujours vrai que :
sup inf f(xy) < inf  SUp f(xy)
xO X ydy yOY xOX
Théoreme 2 Siles ensembles X et Y sont compacts
sup inf u(xy)= Iinf  SUP ukxy) = S#Jetlaval(u)= SUp
xO X ydy yOY xOX x0 X
inf = inf  sup
yOY yOY xOX
et réciproquement Si#@ = SUp inf u(xy) = Inf  SUP u(xy) =
xOX ydy yoY xOX

val(u)
*Pour la démonstration voir H.Moulin, p.15 « Théodes jeux » Ed.Hermann

Théoréme 3 SiS # @ une stratégie x*sera optimale pour le jouewssX iNf  u(x*,y)= val(u)
yay
et une stratégie y* sera optimale pous SUP u(x,y*)= val(u)
x X

Nous avons vu que le choix d’'une stratégie optingalantit au décideur un gain au moins égal alkeuvalu jeu.
Une telle stratégie étant abscisse d’'un point gelle X et ordonnée pour Y, il est clair que umpasklle constitue
une issue stable du jeu, car aucun joueur n’adhgéchanger d’avis.
Représentation dans R

A

u(ix*,y*)

fig-1-

Réfléchir, puis écrire une définition pertinente de stratégie non optimale.
Si certaines hypotheses ne sont pas vérifiées le jeu tout en admettant une valeur
sans avoir de points selles ! On auraaorstoujours SUP inf u(x,y) = Inf  SUP u(x,y)
xO X ydy yUY xOX

mais vous pourrez vérifier que INf  u(x,y) ne peut atteindre son maximum sur X ou ........
yoy



Pour éviter toute « confusion » I' ecriture Maxmin=minMax, utilisée dans les exemples et |es exercices
traités dans les pages précédentes, sera maintenant systématiquement remplacée par supinf=infsup
Je suppose que les raisons de cette nécessité sont maintenant claires pour tous! Si non avos e-mails!

]
] .
***% gu travail !l

vos propositions de démonstration compléte avant adredi 12h !

1) (H.Moulin, p21)

Soient X=Y [0,1] les ensembles des stratégies possibles des joueurs X et Y, et soit u(x,y)= 1 —«(x-y)?lafonction
de paiement d’'un jeu & deux joueurs et a somme zéro.

Démontrer que ce jeu n' admet pas de points selles.
Solution :
: .3
supinf u = sup |nf=Z

infsup u=inf sup =1
donc pas de valeur en stratégie pure.



Le jeux c imenteury ¢ & &

Mr.X tire une carte dans un jeu et ne la monti® pa
Il peut choisir de donner un euro ou de demandexwio a son adversaire Mr.Y.
Ce dernier peut soit accepter de donner I'euro dengoit de dire « menteur ».
A ce stade du jeu X doit montrer sa carte : siedterouge il recoit 4 euros de Y, si elle estedidoit payer 5
eurosay.
Ecrire la matrice qui représente ce jeu et momjuerles joueurs n'ont pas de stratégies optimales e

stratégie pure. -1€

+1€
X
joue +4€
+1€
-5€

Une observation attentive de I'arbre de décisidrseffisante pour réaliser que toutes les inforareti
nécessaires sont contenues dans le graphe.

1) Le joueurY ne dispose que de deux stratégigs):.donner € ou (M)dire « menteur ! ».
Le joueur X dispose de quatre stratégies : il peut donner 1€si il a tiré une carte rouge et donner

1€ si il a tiré une carte noire i.e. x1= ( Donner, Donner)

il peut demander 1€ si il a tiré une carte rouge donner 1€
si il a tiré une carte noire i.e. x2=( Demander, Donner)

il peut donner 1€si il a tiré une carte rouge et demander
1€ si il a tiré une carte noire i.e. xs= ( Donner, Demander)

il peut demander 1€si il a tiré une carte rouge et

demander 1€ si il a tiré une carte noirei.e. xs= ( Demander, Demander)
La matrice aura donc 4 lignes et 2 colonnes.
Les paiementsftrées de la matrigese calculent simplement en effectuant le « baoquas » dans l'arbre

si X choisit xs, alors le paiement espéré de X est : % (1) +% (1)=p1]si Y choisit la stratégie (D)

et % (-5) +% (+4)= -% si Y choisit la stratégie (M)




et ainsi de suite : si X choisit, alors le paiement espéré de X est : %(-1) +% (1)=|£| siY choisit la

stratégie (D) et % (-1) +% (-5)=F3|siY choisit la stratégie (M)

si X choisit x1alors le paiement espéré de X est : % (-1) +% (-1) si Y choisit la stratégie (D) et

% (-1) +% (-1)=|-1]siY choisit la st

et si X choisit xa...............
Il est maintenant possible de fournir sans hésitation la matrice qui représente le jeu du menteur

-1 -1

0 +2

2

avec les regles énoncées : 0 -3
1

+1 ——

2

Si on observe de plus pres on voit que la stratégie x1est dominée par xz et xs est aussi dominée

0 +2

par xz,donc la matrice se réduit a :

+1 -

NN

Apres élimination des stratégies dominées X choisira donc ou xz2ou x4, mais aucun des deux
joueurs a des stratégies optimales en stratégie pure car :

. 1. 3
SUfinf =-5*inf Suf=;
X Y Y X

10



81.5 Les stratégies mixtes

Pour les jeux n'ayant pas de valeur eatéflie pure nous pouvons élargir 'ensemble dessgfie
de chaque joueur en introduisant la notion de laazar

On appelle alors stratégie migiejoueur X une variable aléatoire qui peut prends valeurs;x
avec une probabilitg;, X doit donc choisir une loi de probabilité

sur I' ensemble des valeurs possibleadatiable aléatoire.

Le joueur Y doit alors utiliser aussi Lstetégie mixte et les variables aléatoires cheiga X et
par Y sont indépendentes.

(c’est comme si chaque joueur tirait att soe stratégie sans connaitre la stratégie dwésort par
l'autre !)

Dans I'exemple du jeu du menteur X choisitavec une probabilité p et doncxs

avec probabilité (1-p),
alorsque Y choisira (D) ou (M) avec probabilités respexs q et (1-q)
On a alors comme paiement minimal garanti pour X :

suginf {px0 +(1-p) x(+1), p><(+g )+H1-p)x(- %)}=supinf {1-p, 2p %}=%

O<p<1 O<p<1

car 1-p=2p- %ssi p=%

La valeur mixte de ce jeu est donc % et les stratégies mixtes pour X sont (% ,%)

21
et pour Y sont (—,—).
P (53)

Pour calculer la valeur de la stratégie mixte on peut utiliser une méthode graphique tres

suggestive : A

Valu

N | =———
v

(X choisira de parcourir le sup des inf autorisés o, chemin rougk

11



Visiblement le point P est ISUFinf I .... donc il suffit de déterminer l'intersectiontesles segments de droite
X Y

qui représentent les paiements pour X, on &-p=2p- %ssi p*=% =abscisse du point P

et la valeur mixte du jeu sera [valm(u)= i ordonnée de P.

Faire le calcul pour Y et vérifier que valm(u)= %

12



**#*Pour réfléchir sur les jeux en général :

Comment devraient étre les entrées de la matrice qui fournit la forme normale
du « baccara des bagnards » pour que un jouer puisse au moins s’assurer match nul ?

= o ¥
=0 - +
+

Vous étes M. X

—_ + O
a vous de jouer !

avez-vous des stratégies optimales ?

ards
Le "baccara"...des bagn

13



Ch2.Les processus de Markov
§11 Avant d’introduire la notion de chaine de Markov nous allons rappeler quelques
définitions indispensables.
(@) Si v est un vecteur a n composantes et M est une matrice carrée a n lignes, on dit que le
vecteur ¥ est un vecteur fixe a gauche de M si
Il est évident que si v est un vecteur fixe de M alors kv le sera aussi, [ k#0

Une définition analogue est a fournir pour un vecteur fixe a droite de M.........
(b) Un vecteur s(s1,sz,.....sn) est appelé vecteur probabilité si si=0 et z s =1

(c) Une matrice P (pjy) est appelée stochastique si chacune de ses lignes est un vecteur
probabilité.
(d) Une matrice stochastique P est appelée réguliere si Cm t.q. P™a des entrées toutes
positives:
Remarques (1) : Une matrice stochastique mxm, avec m>2, dont toutes les entrées
situées sur la diagonale principale sont des 1 ne peut étre réguliere. Pourquoi ?
(2) : Une matrice stochastique mxm, avec m=2, dont une entrée située sur la
diagonale principale est 1 ne peut étre réguliere. Pourquoi ?

EXEMPLES :
0O 1
(1) Soit M= £ g , cherchons le vecteur probabilité fixe de cette matrice : on pose (x, 1-
cE
o 1
X) l 3 =(x,1-x), on effectue donc le produit (ligne par colonne !) et on a:
3 3

(E(l-x), x+g (1-x)):=(x, 1-x) :E-l x=x et 1x+Z =l-x = x=1 et 1-x=§ i.e. le vecteur
3 3 33 3 3 4 4

V(% , %) est un vecteur fixe a gauche de la matrice M.

Vérification :

0] 1
(1, §)£ 3= 1.0+§ },1.1+§.Z)=(—,—)qed
44’3 3|47 4’34 4’3

14



0O 1 0 0 1 0
(2) Soit P=&) ch) 1|, cette matrice est-elle réguliere ? Si on calcule P® onaP5=g-) g_) 1x

= = = >0
2 2 2 2

0O 1 0|0 1 00 1 00 1 0

0 0O 10 O 1x0 O 10 0 1E

N B N

2 2 2 2 2 2 2 2

N.B. Vérifier le calcul de P® en utilisant par exemple ‘Excel ( fonction « produitmat »), pour mettre
a profit ce que vous avez appris en DEUGL !!

Il existe donc une puissance t.q. aucune entrée de la matrice est < 0, donc la matrice est bien
réguliere.

1 O

(3) SoitI=| g 1 |prouver que cette matrice stochastique ne peut étre réguliere.

I étant la matrice unité, [0 M2 on a MI=IM=M et en particulier pour M=l on a I=IxI=I?=I?x]
= e =1In,0n i.e. elle ne peut étre réguliere.

05 0 05
(4)SoitM=| 0 1 0 |pouvez vous affirmer que cette matrice est réguliere ?
025 05 025

Il est facile de démontrer qu'une telle affirmation sera fausse, en effet la définition de
produit de matrices nous dit que :

3
x = avec = Z donc ici = a1
heL
1ttt tap3dg = 0(05) +1(0) +O(025):0 , =1 et =0
05 O 05|05 O oOo5( (" ™ " “t"lo05 0 05
0 1 0 ¥ O 1 0 /50 1 0jet|0 1 O O 1 0 /0 1 Of....c........
025 05 025|025 05 o025 (" " " ot 1025 05 025 |t ot

wraxxxxUtilisez cet exemple pour démontrer la remarque (2). Quelle méthode de
démonstration allez vous choisir ?

15



Théoreme 1 : Si P est une matrice stochastique réguliere alors elle admet un vecteur fixe unique
v a composantes toutes positives
et si p est un vecteur probabilité alors la suite pP, pP? pI%,..... tend vers le vecteur
tixe v,
alors que la suite P,P?,....P~,.... tend vers une matrice V dont les lignes sont toutes
identiques et égales a v.
(admis sans démonstration : ce qui ne vous empéche pas d’en proposer !!)

EXEMPLE:
1 3
P=4 4 | Apres avoir vérifié que P est bien stochastique et réguliere, le vecteur probabilité
1 O
1 3
fixe v(x, 1-x) de P se détermine en posant : ( x, 1-x) | 4 4 |=(x, 1-x)
1 O
4 7 N /4 \ V2 . .
Nous avons donc x = 2 d’ou v et le théoreme 1 nous permet d’affirmer que la suite

812 Un processus stochastique est dit de Markov si dans ce processus toute suite d’essais a des

issues X1,Xz,..... t.q. toute issue Xi appartient & un ensemble fini {€1,€2,...en}, appelé I'ensemble
des états du systeme, et n’est dépendante que de I'issue précédente.

On dira alors que le systeme se trouve dans I’état ei a I'n-ieme étape si l'issue de I'n-iéme essai
est €i.

On appellera probabilité de transition pijla probabilité pour que le systeme passe de 1’état i a

I’état ejen une seule étape

et matrice de transition la matrice P= (pjj) =

Il est évident que la matrice de transition d’un processus de Markov est une matrice
stochastique.

16



EXEMPLE: (Une marche aléatoire)
Prenons un point mobile P situé dans le point d” abscisse 3 sur l’axe des x et supposons qu’il

puisse se déplacer d’'une marche unitaire a droite avec une probabilité p sauf quand il arrive dans

'origine O
Ou il est obligé de bouger vers la droite ou dans le point d’abscisse 4 ou il est obligé de bouger a
gauche. O 172 344

Si on note Xn la position du mobile apres n étapes, on peut affirmer que 1’'ensemble des états est

{eo, e1,...e4}, ou ei signifie que le point P se trouve dans le point d’abscisse i.
La matrice de transition de ce processus de Markov est :

eo e1 e €3 es
€o 0 1 0O O
ee |1-p 0 p 0 O
€2 0 1-p 0 p O
es 0 0O 1-p 0 p
4 0 0 O 1 0

Si le mobile s’arréte quand il arrive en 0 ou en 4, que se passe-t-il ?

Les entrées pij d'une matrice de transition sont données par la probabilité pour que le systeme

passe de I’état ei a I’état @jen une seule étape, on veut maintenant déterminer

la probabilité pi(jn) pour que le systéme passe de I’état ei a I’état ejen n étapes.

Ces probabilités constitueront les entrées de la matrice de transition de I'n-ieme étape, matrice

que I'on notera P®,
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N.B.
La matrice de transition peut étre remplacée par un diagramme (le diagramme de transition):

Si, par exemple, on a :

)
AN

La matrice de transition est alors :

Pour toute matrice de transition des exemples précédents écrire le diagramme de transition
correspondant! Avant le 18 avril !

Si p est une distribution de probabilité et P une matrice de transition sur un ensemble d’états E,
on appelle chaine de Markov homogene de loi initiale p un processus aléatoire a valeurs dans E.
notion de tribu ??
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Théoreme 2 : Si P est la matrice de transition d’un processus de Markov et p=(pi) est la

distribution de probabilité au temps t, alors pP sera la distribution de probabilité

a linstant (t+1) et pP"est la distribution de probabilité apres n étapes i.e. au temps (t+n)
Démonstration :

Soit {€o,e1,...em}, I'ensemble des états.

La probabilité pour que le systeme soit dans 1’état €j au temps t et dans I’état €i au temps (t+1)

est : « probabilité d’étre en €j en t » x « probabilité d’étre en ei en (t+1) » = pj. pji

m
Donc la probabilité pour que le systeme soit dans I'état €iau temps (t+1) sera : Z P;j Pii| car le
=1

systeme au temps t peut étre ou en €1, 0u en €2,0u ....... en ej, en €m
Ceci nous permet d’affirmer que la distribution de probabilité au temps (t+1) est :

m m m
p* = ( Z P; Pj1 , Z P; Pj2 S e S Z PjPim| ) et il suffit maintenant
j=1 j=1 j=1

d’observer que l'expression de p* n’est rien d’autre que pP!
Donc si la distribution initiale de probabilité est p©® alors aprés une étape elle sera p® = p© P,apreés deux
étapes elle sera p@=p® P=p©® P P=p® P2 et aprés n étapes on aura une

distribution de probabilité égale a pP™  q.e.d.

Théoreme 3 : Soit P est la matrice de transition d’un processus de Markov au temps t, alors si on
note P™ la matrice de transition au temps (t+n) et
on peut montrer que : P®™ = Pn

Démonstration :

Si le systeme est dans I’état €i au temps t on note pl(jn) la probabilité pour que le systeme soit

dans I'état ej au temps (t+n).
La distribution de probabilité au temps t est (0, 0, 0,....., 1, 0, 0), avec le 1 comme n-ieme
composante car le systeme est en @i par hypothese !!

Si on applique le Théoreme 2 la distribution de probabilité en (t+n) sera : _

a savoir la i-éme ligne de la matrice P® (il suffit de se souvenir de la définition de produit de
matrices...... )

Il est alors évident que pign) est la j-éme entrée de la i-eme ligne de la matrice P™ ce qui nous

permet de conclure ( juste en visualisant les entrées de P™)

que PM=Pn  q.e.d.
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814 Les états absorbants

Un état ed’'un processus de Markov est « absorbant » sidjleasystéme rentre dans I'étail @e peut plus
passer dans aucun autre état.

Peut-on dire que pour présenter des états absarbarbcessus de Markov doit avoir une matrice de
transition non réguliere ?

Expliquer votre raisonnement.

EXEMPLE:

Soit M la matrice de transition d"un processus de Markov :

P """ Pis
0O 010 O
Ps; """ Pss

sij# 3 alors | p™sj= 0 pour tout n, donc aucune puissance de M peut avoir des entrées toutes

positives : M ne serait étre réguliere.
Généraliser cette constatation a toute matrice nxn ayant une ou plusieurs entrées unitaires
sur la diagonale principale. !!!

Dans cet exemple esest un état absorbent.

EXERCICES '*-

1) Des électeurs sont appelés a déposer leur bulletin dans une urne les uns apres les autres.
Sur un total de 500 votants 300 sont des hommes.
Quelle est la probabilité pour que le cinquieme votant soit une femme ?

2) En observant le comportement d’un groupe de singes laissés dans une cage avec la porte ouverte,
on a constaté que 70% des singes qui avaient quitté la cage la veille sortaient aussi le lendemain,
alors que 40% de ceux qui n’étaient pas sortie la veille sortaient le lendemain.

Si le premier jour de I'observation seulement 50% des singes avaient quitté la cage

que pouvez vous dire sur 'observation du troisieme jour ? et du 365 jour ?

hint ! Ensemble des états ={ sortir, ne pas sortir}  distribution initiale de probabilité : (0.5, 0.5)

7.3
4 6
Que faut-il faire avant d’utiliser I’aide proposée ??

matrice de transition :
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Contréle du 31 mars 20@B.Lemberger): Durée : 2h

(1) (2 points):Donner la définitiod’état absorbant et degraphe transitif.
(2) (2 points): Trouver un multiple des vecteurs suigaqui soit un vecteur de probabilité.
u=(21/4,0,1/2,2/5) v=(1,2,9,5)

(3) (2 points) : Parmi les matrices suivantes, qualted celles qui sont des matrices stochastiques :
(a) (b) (c)

a5 T Aot
1/4 3/4 0 1/2 1/2 0 0 1
(d) (e)
1/3 2/3 3/4 0 1/4
0 1 213 | 13| 13

0 1 0

(4) (4 points): Lors de la coupe du monde de patigatigtique, une juge francaise a déterminé le goahde

transition de Markov mettant en scene les 3 plaadg compétiteurs de ces 5 dernieres années.

Ce graphique expose la probabilité de victoireltican des compétiteurs d’'une année sur l'autre.

a) Déterminer la matrice de transition P
'e o b) On suppose que C a gagné la lere année diseacent. Quelle est la
probabilité pour que la juge francaise désigne iBaquzeur a la fin de 1a®4*®
année.
c) Existe t-il des états absorbants ; le diagramengansition fait —il
apparaitre une périodicité, sinon vers quelle maffitend £?
d) Avec quelle fréquence C peut-il espérer triomnphgqu'a la fin de sa
Q carriere en gardant la méme juge ?

(5) (3 points):

1 2 3
Soit le jeu suivant : 0 1 2
-1 1 3

Quel est la valeur du jeu, existe t-il un ou plussepoints selles, sont ils échangeables ? Justifie

(6) (3 points) :

1 -2
0 1
2 0

Le jeu représenté ci-dessus sous forme normaileusé- valeur en stratégie pure ? En stratégiearixbéterminer
et donner la nature des stratégies optimales.

(7).(3 points) :

2 -3 -1 1 -1 1
2 a -1 2 0 0
2 -2 1 0 1 2
1 -2 0 -1 0 0

On suppose, tout d'abord, le paramétre « a » fdSitnplifier la matrice.
Pour quelles valeurs de « a », n'a t-on pas deuvale stratégie pure ? Si a = 4 quelle est la valayeu ?

(8) (3 points):Ecrire la forme normale d’un jeu (4,4) ayant aumsaleux points selles, ne se trouvant pas sur la
méme colonne.
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**Rappels de mathématiques

1)Ensembles Un ensemble E est bien défini quand on peut affirsans incertitude si un élément x appartient'appartient pas a I'ensemble E.
Un ensemble E est donc une collection d’objets léspes éléments de E.

E est fini quand le nombre de ses éléments estdinjuand card E=n

Notre intérét principal sera d’apprendre a recanaaisément parmi tous les ensembles ceux quitsewverts, fermés, bornés convexes
connexes

Pour le moment on se limitera a des définitions pju’informelles qui doivent étre complétées desmbservations effectuées en cours !!! A savoir :

Un ensemble E est ouvesittous ses points sont intérieurs a E[Jxé.]E 0V(x)= ensemble contenant x et contenu dans E.

. D URRN 12
' AY
B LX) £ Q

E ouvert E fermé
N.B. La différence entre les deux ensembles eseéte : le bord ne faisant pas partie dem&me si on prend le point x trés proche du borttarvera toujours un
ensemble qui
le contient et qui est contenu dansdors que si un point est sur le bord denEme si on choisit un ensemble tres petit pour gioweontenir x il contiendra
nécessairement des points qui n’appartiendrona s

Un ensemble E est convesiglx,yL1E le segment d’extrémités x et y est entiérementerw dans E.

E E
Pour B A.x+(1-1).y, avec 0<k <1,L1E; alors que pour H1x ety dans Et.q. A.x+(1-1).y, avec 0 <16 E,

2)Produit cartésien: Si A et B sont deux ensembles le produit cartéaid® est 'ensemble défini par {(a, b) L&A et bL1B}

exemple :
A=R, B=R = AxB= R*={P(x, y) : XLUR et \{]R}= ensemble de tous les points P du pldn R

- -4 Py)

fig.-4-
Ceci se généralise trés facilement au produit dartée n ensembles :

Arx ApX xA={(a, @ ...a) avecallA, &l A}, (a, &, .... &)= n-uples ordonnée

3) Les Applications:
Si A et B sont deux ensembles, on appelle applicatiA dans B toute correspondafhcgii a tout élément de A (domaine de définitionpais

un et un seul élément de B (co-domairféA) [1 B
f:A - B
a’l- f(a)=b, avec BlA et b[ 1B
Une application est donc une relation binairR [ AxB, i.e. &Rb ssi b=f(a)

Sif etg sont deux applications t.fj: A -~ Betg: f(A) — C alors on peut définir I'application composéd garg , notéeg of
=g(f(a))dC (il est évident qug-f - fEQ)
Le graphe d’'une applicatiorf : A- B sera donc I'ensembi@(f) = { (x ,f(x) )LIAxB, avec X 1A}

Exemples d’'applications:

1) f: A~ B, avec BR est undonction numeérique

2) f: A~ B, avec AIR et B|R est undonction réelle d'une variable réelle

3) f: A~ B, avec AIR"et BR est undonction réelleden variables

4) f: A~ B, avec AN est unesuite & éléments dans B

5) f: A~ B, avec AN et BOR est unesuite réelle(f :n0- u,LR)

6) f:R - R t.q.x - x pour 0 et X'~ -x pour x<0 est laaleur absolue on note : x - | x |

6)Les fonctions réelles :
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On appelle fonction réelle de n variables une apfibn  f: EOR" -~ R t.q. MUEJ- f(M) LR
i.e. (.%o, %) U Y =f(Xg,X0,... %)
(y est donc une variable dépendante du choix deuhsH)
y =f(X1,%2,...%,) €st 'image de M (xx,,...%,) par la fonctiorf, c’est par abus de langage que souvent
on appelle y #(x4,%,,...%,) fonction ! (cet abus est autorisé seulement sotgexte est clair, cf cours de math.))

Exemples
(1) Soit (¥,X,,...%) LIX une dotation possible d’un consommateur, on naterdJ(x,X,,...X,) la valeur de I'utilité atteinte par le

consommateur et on appellera fonction d’utilitgpphication qui a toute dotation defait correspondrene seule valeur réelle u.
X

y
X+y=4 "’

(2) Soitf de EO R? - R la fonction définie parf(x,y) =

alorsE={ P(x, y) JR?: xR ety IR t.q. 2 0, y> 0 et x-y» 4 oux"0,y<0 et x+y — 4}

[

(3) Soitf de EO R? - R la fonction définie par : P
P’ R
f(x,y) :% , alorsE = { P(x, y) OR?: t.q. X+y? — 4} \_/ﬁg.-s- -
X +y -4
QUE, PIEetPLIE
4) Les dérivées partiellesSoit Q un ensemble ouvert @ et Xo(x°,x%,....... , %) un point deQ
et soitf : Q —»R une fonction réelle de n variables réelles t.q.
(Xp, X2, .. Xn) = F(Xg,%o...... JXn) =T
Si on suppose les (n —1) variables fixéesen’s,....... % %%, ¥, on obtient une fonction

f (X%, .. X, %, X%, 8, de la seule variable définie au voisinage déix

On dit alors qué admet une dérivée partielle premiga rapport a la i-eme variablgax point My si

lim f (X01.X07 ......... )Pm. x+h .Xoi+1 . )Pn ) _f(X01.X07 ....... Xiy eeeenns Xon) existe dans R
h-0
h

On note f (Xo) OUM
X oxi

On appelle gradiant dde vecteur dont les composantes sont les n dérpetiellesdef i.e.

—>
gradf = (f' 1(Xg), f'2 (Xo) , , fh (Xo))  on noteldf=0
Si on considéere 'application linéairexdin sait déterminer la matrice associée dans uredmamée, si on choisit la base canonique
of (X)
dfy (10,...0)=———
< 00...0)= =27
1(1,0,0,......0),(0,1,0,....0),....... (0,0,...8p0Ur Rona . ccceeeieeiieeeee e,
of (X)
dfy (00,...... D=
x ( ) ox.
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5) Les fonctions homogénes

Soitf : Q — R unefonction réelle de n variables réelles définie y=f(x),

on dit que f est homogéne de degis iytx)ztgf(x) (le domaine de définition de f doit étre un coreRl, a savoir si
x0Q ,alorsAx0Q, A>0

Exemples :
(1) Pour Y=X on a: f(tx)=(txj = %*= t*(x) donc il s’agit d’une fonction homogéne de tkeg.
(1) Pour Y=X +1 on a :f(tx)= t*+1/ t3(x*+1) donc cette fonction n’est pas homogeéne.

() Pour Zz\/@ on a : f(tx)=,/txty =t\/@= tlf(x,y) donc cette fonction est homogéne de degré 1.

6) L'identité d’Euler :

Si y=f(x) est une fonction de n variables réellehpmogéne de degré g et ayant les dérivées partisligremiéres
continues surQ , la définition nous permet d’'écrire :

f(tx)=t%(x), OXQ et si on dérive les deux membres de cette égmditéapport & t, on obtient :

>, (tx)x=gt @f(x), cette égalité étant vérifiée pour toute valeur,a@dl¢ le sera en particulier potsl

n

ie.|> f(x).x = g.f(x) Identité d'Euler pour les fonctions homogeénes.

i=1

Pourn=1 (fonction réelle d’une seule variable réelle) ofi (x)=g.f(x)
i.e. la dérivée d’'une fonction homogéne d’'une J@eaest égale au degré d’homogénéité multiplidgpéonction elle-
méme.

Pourn=2 (fonction réelle de deux variables réelles) orf(éx;ty)=t %(x,y) et en dérivant les deux membres de I'égalité
par rapport a t, on obtierft . x+f'y.y=g.f(x,y)

Fonctions équivalentes:
(cf. cours de math. « tangente a une courbe qroum »....... )

€-1~x dansun voisinage de x=0
In ( 1+x) ~x dans un voisinage de x=0,
Application:
lim (1+1)'=e en effet si on pos% =t on voit quet> O pour % + o

X — +00 X
or In(1+%)xlen(1+%)=tlln(1+t) donc |im In (1+%)X=|im tlln(1+t)=1 (! Iim(%)zl)
X - +oo t-0

de plus par définition de Iogarithmeellnzv

donc |lim (1+% Y _ele

X — +00
Si on garde ce résultat en mémoire, on peut alweno facilement la solution au probléme suivant :
Un agent place a la banque une somme S a un tenti&rdt annuet, apres un an, si il n’effectue aucun prélevement,
il pourra disposer de la somme S'¥S=S(1+),

apres deux ans de la somme S'aSE S(1+r)+S(1+r)r=S(1+r)(1+r)=S(1+r)2
..... aprés n années de la somme S*=B)&+
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Si on veut calcule S’ quand le taux d’intéréist continu, on peut observer que sur une duréendes dt = a une

fraction-& d’année, avec N tres grand, l'intérét accumulé sat=r -+

N N
donc apres un an S’=S(14|;|\T)N et lim S-€ =-apres n annéeS*= se"
N

— +oo
Faire au mois un exercice de calcul compkeéndre une somme S=1000 euros et calculer S*yotaux d'intérét annuel de=
5% , puis avec un taux d’intérét continurde 4%, pour un placement de 10 ans.
Ceci vous servira pour pouvoir décidartre un taux annuel et un taux mensuel........ ???2???

Fonction: Lonvexes:

Déja vu en cours de math. ! a savoir parfaitement !
Ensembles convexes :
Un ensemble BR" est_convexesi.(Ix,yLJE le segment d’extrémités x et y est entierementecandans E
(on note :E convexe sSixLIE, Oyl IE = [x, y] LE)

Pour B A.x+(1-1).y, avec O<A <1,LIE; alors que pour E[Ix et y dans B&.g. A.x+(1-1).y, avec O<A <1 E;
Exemple :

Un hyperplarrtdeR" est un ensemble convegevous de prouver qu'il est aussi concave !)

Soit f(x)=b, avec f(X)=g;+....... ax, I'équation de I' hyperplamt

Si x et X’ sont deux points dealors f(x)=f(x")=b

Mais fOx+ A'x)= A.f(X)+(1- 1).f(X') car f linéaire, donc #{x+ A'x’)= A.b+(1-1).b=b g.e.d.

Tout segmenfx, x| appartient at, Ox 1, Ox’ O1tdonc 'hyperplan est convexe.

Vous pouvez prouver que :

(1) Si f est une application linéaire @&IR" (convexe) danRP alors f(C) sera un ensemble convexdfle
(2) Si C et C’ sont deux ensembles convexeR'dalors O C’ est aussi un convexe &e.

On appellera enveloppe convexe d’'un ensemhbl@"S'intersection de tous les sous-ensembles convguies
contiennent S, on note{S] I'enveloppe convexee S.

On appellera point extrémdlun ensemble convexe S tout poini R pour lequel il est impossible de trouver deux
autres points et ¥ de S t.q. x=.x"+(1-1).x* avec 0<\ <1.

Exemple :

Tous les points de la circonférence d’un disquBdsont extrémaux.

Fonctions convexes :
On appelle épigraph#une fonction f : P OR"- R I'ensemble des points situés « au dessus «rdgraphe.
On note E(flet vous pouvez en préciser la définition E(f)=3 (X1, , X Xns1) ...+

________ Epigraphe de f

v
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On peut maintenant énoncer qu’on appelle convexte fonction dont I'épigraphe est convexe.

Une fonction g sera concave si —g est convexe .

Dessinez sur un méme repére une fonction g etgoosée —g
A

v

puis constatez !

Caractérisation des fonctions convexes :

Une fonction fR?~ R estconvexe ssi #.x"+12.°) < L.f(x)+ A2.f(x%), avec 0<u<l et > A =1
A i

v

xt P R

Tout point P du segmev{\xl, x2] s'écritP= Ay X 4. X2
De mémeQ=f(P)=f(A1. X +12.X%) et R= Af(.x})+A2.f(x?) donc ordonnée de R > ordonnée de Q.......

Dés que vous avez complété la caractérisationaesions convexes dang,passez au cas général :
Proposition 1 :

P . p .
Soit f: @I R"~ R alors f est convexe ssi ()_Ax' )<Y A f(x) DpON,Ox',..xXOC,02>0t.g.X A =1
1 1

A démontrer....... ( par récurrence ?)

Proposition 2 :

27



Toute combinaison linéaire a coefficients posifiésfonctions convexes est une fonction convexe

Proposition 3 :
Si f est une fonction déJR dans R, alors f est convessi ' est une fonction croissarf(ies. f’>0).

Proposition 4 :
Si f est une fonction délIR dans R, alors f est convesa f(XBf(X)+(X-Xo)f'(X o) O Xo[I 1,
i.e. f convexe ssi la courbe représentative ( ggpde f est toujours au dessus de la tangenteuepdmt

Proposition 5 :
Soit f : 0 R"- R alors f est convexe ssi son graphe est situlessus de tout hyperplan tangent,

. o 5 o yOf (x%) 0
a savoir ssi f(xg f(x0)+ > (x = x’ )6— Ox°0C.
1 ' Xi

Considérons maintenant une fonctféx,y)= Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F  (cf ; formes quadratiques.)
Nous avons :

Ch3. OPTIMISATION

830 Généralités
**Vous avez déja appris que :

1) La matrice des dérivées partielles premieres d’une fonction f :R* — R™ différentiable

dans x0 Q, ensemble ouvert, s’appelle la matrice Jacobienne, notée J
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2) Pour m=1, la matrice se réduit au vecteur ligne (f'1( xo), f2( x0),........f'n( x0)) appelé le gradient
de la fonction f, calculé au point x0 de Q, on note :

Of=grad f=(F1( x0), £2(X0),........ f'n( x0))

3) La matrice des dérivées partielle secondes s’appelle la matrice Hessienne, notée H

**Attention !

Il n’est pas question ici de vous fournir un recueil de « définitions », mais de préciser
notations et vocabulaire utilisés par la suite afin d’éviter toute mésentente .....

A vous de pousser votre zeéle jusqu’a réviser sérieusement votre cours de mathématiques
et (mieux encore !) d’en profiter pour vous poser quelques questions.......

Par exemple :

Quand f :R™ . R™est différentiable ?
L’existence et la continuité des dérivées partielles en un point pour une telle fonction

suffisent-elles a garantir que f :R™ - R™ sera différentiable dans ce point ? etc......

Ne pas oublier que :
On appelle conique toute courbe algébrique représentée par :
(1) f(x,y)=ax*+2bxy+cy*+2dx+2ey+
Si f(x, y) peut s’écrire sous la forme d’un produit de deux polynomes de premier degré,
La conique est dégénérée et se décompose en deux droites. Si elle n’est pas dégénérée alors :
(1) f(x,y)= ax*+2bxy+cy? est I'équation de I'ensemble des droites de direction asymptotique
passant par l'origine.
L’étude des directions asymptotiques donne les résultats suivants :
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(i) |[b*4ac>0 ssi Odeux directions asymptotiques réelles et distinctes :

>><< la courbe est une hyperbole

(i) [p2%-4ac<0 ssiiln’y a pas de direction asymptotique réelle :

la courbe est une ellipse

(iii) [p?-4ac=0 ssi June direction asymptotique double :

la courbe est une parabole

N.B. La nature d’une conique est indépendante du systéme d’axes choisi, si on choisit les axes coordonnés on a :

0 |5 - =1 pour 'hyperbole

i) [+ L =1 pour 'ellipse (si A=B on retrouve I'équation du cercle de rayon A)

A*> B’
(iii)_ pour la parabole
Applications :

(1) Considérons le programme :
|Max (6x+2xy-2x>-2y?) t.q. 3x+4y-6 <0
On peut d’abord étudier I'allure de la fonction objectif i.e. ‘Max (6x+2xy-2x2-2y2)‘

CNPO : 6-4x+2y=0 N X=2
-4y +2x=0 y=1
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-4 2
CSSO : dét ; N e 0 etdét 0 la forme quadratique des dérivées secondes de le fonction
objectif est définie négative, donc la fonction objectif admet un maximum en (2,1)

Dans le plan (2,1) est donc le centre d’une famille d’ellipse

A

v

la contrainte étant représentée par la partie hachurée en figure le maximum de f sous la
contrainte donnée sera donc f(M) avec M point de tangence entre la droite 3x+4y-6=0
et une des ellipses.

2) min X2+y2 t.q. (X-l)s-y2= Att !! les hypothéses du théoréeme de la fonction implicite ne sont pas vérifiées !
donc la méthode de Lagrange ne peut pas étre utilisée.

Le probléme est du type min f(x,y) t.q. g(x,y)=0 avec g'1=0 pour x=1 et g'>=0 pour x=0, donc la

contrainte n’est pas qualifiée en (1,0) ! que faire ?

Pourtant si on observe la fonction objectif, son intersection avec le plan z=c est représentée en
figure par la famille de cercles de centre (0,0) qui ne peut avoir une intersection possible avec la

contrainte que pour c > 1, donc P( 1,0) t.q. f(1,0)=1 sera le minimum sous la contrainte donnée.
A

7\
N

En effet il s’agissait de déterminer sur le paraboloide d’équation z=x*+y? le point
*” le plus bas”” autorisé par la contrainte.....

v

i.e. chercher le point d’ordonnée minimale appartenant a la courbe intersection des surfaces
représentées par la fonction objectif et par la contrainte !

SI VOUS ETES TETUS :

Prenez L(x,y,A)= x+y? — A((x-1)>-y?) et vérifiez I’absurdité de votre procédé !

Proposition d’un étudiant :

31



2x—-3A(x-1)°=0 -
CNPO:{ 2y +2ly=0 |:>A= -1=x= Zig/_s pas de solution réelle

Votre avis ??

(3) opt 2x*-3xy+y-3z+2yz

CNPO : Of=grad = 0
_9 X:g
4x-3y=0 X_§ 89
-3Xx+1+2z=0= {2z=3x-1= z=i—6 vérifier les calculs !
3ray=0 .8 y=3
2 2

CSSO : f'x=4; {7y=0; =0 ; {’xy =-3 ; {'xz=0 ;{"yz= 2 (les dérivées secondes étant continues
'ordre de dérivation...... compléter.....)

4. -3 0
DOHCH=—3\0 2
0 2\0

4 -3
Et dét 4>0 ;dét| 3\ 0 <0;dét H<0
Que pouvez vous en déduire ????

Que devez vous faire ?

A=9>0 donc la fonction objectif n’est ni concave, ni convexe.......

~gPTIMISATION”
EXercices

1) Montrer que si on veut déterminer un extremum relatif de la fonction
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f : R?- R définie par [f(x,y)= 3x*+2xy+y?>-x +2| et les CNPO (conditions
nécessaires du premier ordre) sont vérifiées, il ne sera pas indispensable de
vérifier les CSSO (conditions suffisantes du second ordre).

2) Soit f : R¥ - R la fonction définie par [f(x,y)= In(x*+y?) —xy|.

Prouver que £(1,1) ne sera ni un maximum ni un minimum relatif.

3) Déterminer le profit maximum IT d'une entreprise qui produit deux biens X
et Y, sachant que le prix de vente d’une unité x de X est p=(6-x) et le prix de
vente d’une unité y de Y est q= (2-y).

L’entreprise est en situation de monopole et sa fonction cofit est
c(x,y)= x2-xy+y>.
“Rappel” : II(x,y)= Revenu —coit, ici [[I(X,y)= (6-x)x+(2-y)y —c(X,y) .

4) Résoudre :

(i) jopt xy t.q. x+y=6.

1 1

() [Max 3.X2.y2 t.q. 2x+3y=5.

iy RS DT
(4) Max xyz t.q. x+y+z=1 et x-y=0.

(V)" opt 2x°-3xy+y-37+2y7 t.q. 3x-2y=d et xiz=1

(vi) opt x*+y?t.q. X2 -2xy+y>= o?.

5) Résoudre le programme suivant :
Max 4x2-2y*+8xy
t.q. x-2y=0

6)*Considérons le programme

_ avec f continiiment différentiable
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f11 f12

et forme quadratique définie négative,

f21 f22

LI M(x,y)0 Q, domaine de définition de f.
a) Démontrer que la valeur optimale x* peut s’exprimer en fonction

de v et de w.

()4

b) Démontrer que v <0

7) * Soient y=(y1,y2,....yn) et x= (x1, X2,...... xn) deux poins de Rn.

Déterminer les valeurs de a et de b qui minimisent | > (y; - (a+bx))?|
1

8) Un consommateur a une fonction d’utilité a variables séparables i.e.

U(x1,x2,x3)=f(x1)+g(x2) +h(x3), avec x= (x1,x2,x3)= vecteur de consommation.

Soit pi, pour i=1,2,3 le prix du bien i et soit y le revenu de I'agent
(pi et y sont indépendants de x) :
(a)Ecrire le programme de maximisation de l'utilité qui décrit le comportement
de I'agent, dans le cas ou il dépense totalement son revenu.
(b) La contrainte est-elle qualifiée ?
(c) Ecrire les CNPO et les CSSO pour ce programme, puis montrer que
si f’,g’,h’ sont strictement positives et f”/,g"",h"” sont strictement

négatives [ xO Q, domaine de définition de U, alors les CSSO sont
toujours vérifiées.
(d) Si x* est une solution réguliere que pouvez vous dire des signes
ox, . 0X,
de -~ &2
op, 0P,

*

(e) Sachant qu'un bien est inférieur si —-< 0, un de biens concernés peut-il

oy

étre inférieur ? Expliquer clairement.

9) (Sujet d’examen —Université Paris 1- DEUG 2 Sciences Economiques)

(i)Déterminer les valeurs de x et de y qui permettent a la fonction définie
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Par [f(x,y)= 10+2x+3y-x?>-2y?% d"atteindre son optimum z*, dont on précisera

la nature, quand les variables sont liées par la contrainte x+3y= o

(ii)Résoudre et commenter ensuite le programme

1
opt x+3y- 5 tq. 10+2x+3y-x>-2y?= z*

1

Solutions proposées par .......
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..upnmlsnTl_ﬂN"
ressentiel

§1- Les formes quadratiques
Les techniques de I'algebre linéaire sont indispensables pour traiter les fonctions numériques de n
variables de la forme :

n n
F(x)= Z Z a;xy;| i.e.les formes quadratiques, qui ont un role tres important dans la détermination
i=1 j=1

des CN et des CS pour la détermination des extréma.
Vous savez déja que F(x) peut s’écrire sous forme matricielle : F(x)=x"Ax
(avec A nxn matrice symétrique et X vecteur nx1)
On dit que la matrice A, et donc la forme quadratique a la quelle elle est associée,
est : (1) définie positive ssi x’Ax>0, Ox#0
définie négative ssi X’ Ax<0, 0x#0
Att!!
Une forme définie positive, ou négative, reste définie positive, ou négative, méme si exprimée dans de
nouvelles variables a condition que la transformation effectuée ne soit pas singuliere.
On appelle forme diagonale une forme quadratique qui contient seulement les termes au carré. Il est

possible de transformer une forme quadratique dans une forme diagonale en effectuant une
transformation de variables orthogonale.

Prenons la transformation x = Qy avec QQ matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres ortho
normaux de A qui engendrent E"
( *réviser le cour d’algébre au plus vite !)

la forme diagonale résultante aura comme coefficients des yi*les valeurs propres Aide A.

gﬁ au travail !!! Que faut-il faire pour obtenir les valeurs propres ?..... tout ceci est essentiel,
car si on connait les valeurs propres de A on peut énoncer que:

A est : (1”) définie positive ssi Ai>0, Oi
définie négative ssi Ai <0, Oi

Sinn’est pas trop grand il sera demandé, dans les exercices d’application, d"utiliser le «fait« suivant :

A est: (1) définie positive ssi détAi>0, Oi
deéfinie négative ssi (-1)!détAi >0, Oi
avec Ai=sous matrices obtenues a partir de A en supprimant les (n-i) derniéres lignes et les (n-i) colonnes

cory” yondantes. Les Aisont les mineurs principaux de la matrice A.
Pouvez vous démontrer tous seuls que (1’) et (1”’) sont deux énoncés équivalents ?
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Théoreme (C.S.S.0.) : Soit f une fonction de n variables définie sur un ouvert Q de R,

Dans un point Mo 0Q t.q. Of(Mo)=0 la fonction f atteindra un maximum local si la forme
2 f
X2

quadratique est définie positive).
* Pour n=2 vérifier que vous retrouvez les CSSO énoncées en DEUGI en utilisant la formule de Taylor....
Vos questions ???

. 0 Cfros o .. . A
quadratique |dx’ ( 3 ) dx| est définie négative (et un minimum locale si la méme forme

Petit rappel provisoire :

Dong, par exemple, pour résoudre un programme de maximisation sans contraintes avec une fonction
objectif f définie sur un ouvert Q de R" et ayant des dérivées partielles continues (i.e. pour chercher
un maximum relatif de f dans un point Mo0Q)

on doit :

1) .se souvenir (et avoir compris !) que : condition nécessaire (mais non suffisante !)

{Maxf(x)

pour que (¥) <00 admette la solution Mo est que Of(Mo)=0

Att ! ceci revient a dire que si f(Mo)est un maximum alors...........
la solution du systeme Of(Mo)=0 ne vous fournira que les coordonnées du point susceptible de
maximiser f, ¢’est tout !! vrai ou faux ??
2) Si on ne sait pas étudier la convexité de f,
si on ne sait pas déduire la « forme » de la surface a partir des courbes de niveau,
il faut appliquer le théoréme qui nous fournit les CSSO en choisissant entre (1') et (1”)
ou encore vous amuser a faire un étude local.

Nous pouvons commencer « a rédiger «........

§2.I'optimisation sans contraintes
Le théoréme de Weierstrass (cf cours de Math.) nous assure que

{Maxf (X)

le programme admet une solution pour f continue et S compact.

Nous pouvons donc énoncer :

Théor-CNPO : Si x*0 Int S est t.q. f(x*) est un maximum relatif pour la fonction f et si Of(x) existe dans
un voisinage de x*, alors nécessairement Of(x*)=0

Démonstration :

Si f admet des dérivées partielles continues la démonstration n’est qu'une conséquence du

Aussi :

Soit g(xi) = f(x1*, ...xi1%, X3, Xit1%,.....,Xn) , aVvec X*=(x1%,....xn*) une fonction de la seule variable xi
ayant un maximum en xi* donc t.q. g’(xi*)=0, mais alors f'i(x*)=0 q.e.d.

est suffisamment clair ?
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A propos de la question posée a la page 35
Réservé (a ceux qui ont envie de le faire : de 30 a 90 minutes !) apres jetez 1'épe

En cours on vous a de mandé d’écrire les CNPO et les CSSO pour le programme :

tMax f(x,y)- wix-wey]|
On précise maintenant que f est continiment différentiable et que la matrice Hessienne des dérivées
seconde est définie négative [x, Oy

(a) Démontrer que x*, valeur optimale de x, peut s’exprimer en fonction de wi, w2et que aa_x <0
@

Solution 1 :
CNPO(I) {fll()(*’ yk)—wl=0 ie. {F(X’y’a)l)zo

f (¢, y) —a, =0 G(xy,@,)=0

Observer avec attention F et G, comment est-elle la matrice Jacobienne ??
Je prétends qu’elle est définie négative, donc que je peux utiliser le théoreme de la fonction implicite,
Vrai ou faux ? Expliquez synthétiquement !
On continue....
Si vrai, il existe ¢ et P t.q. x=¢(w1,w2) et y=( w1,w2)
Pourquoi ?
Si on calcule la différentielle des CNPO par rapport a wiona:
(o
0w, 0w,
f21aa_;()l + 66_2;2 =0

(2)

Deux équations, deux variables : on peut résoudre par rapport a aa_x
@
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. 0x f . o . . . . .
A savoir : = 22 <0 pourquoi ? Utilisez les informations sur la matrice hessienne, puis

0wy fy.f15 = (f5)?
la regle des signes pour justifier formellement.
Comment calculez vous les solutions du systeme (2) ?

Est-il un systeme de Cramer ?
Les réponses aux questions posées et les commentaires demandés sur les propositions et les
suggestions (hints) sur le ch. “optimisation”’ doivent étre formulés avant le lundi 28 avril.

Seuls 4 étudiants ont participé cette semaine ! Vacances obligent ?
N’oubliez pas les révisions impératives pour lundi.

]
quosordish 1

fii< 0 et fi1.f22-(f12)2> 0, car H définie négative par hypothese, donc les déterminants des mineurs

principaux doivent vérifier (-1) det(Hi)> 0 O i, donc le produit fi1.f22> 0 ce qui = f22>0

:ﬁ< 0 ged.
0w,

39



lundi 28 avril.......

Optimisation avec contraintes :

On considere le probleme (1) Max f(X) t.q. g(X)=a
X

Avec f: R"- R et g :R"— R<fonctions contintiment différentiables dans un voisinage d’une solution
locale x*.

Théor.1: Si - i.e. si les contraintes sont qualifiées, alors [ t.q. -

(application immédiate du théoreme de la fonction implicite)

Remarques :. ‘Df(x*) vecteur 1x nl, l/\=1 Xk‘ et |Dg(x*) matrice kxnj
avec nombre de variables > nombre de contraintes

En présence d’une seule contrainte le s deux gradients auront méme direction, donc une des
isoquantes (courbe de niveau) sera tangente a g(x)=a

Le théor.1 signifie que le gradient de la fonction objectif peut s’exprimer comme combinaison
linéaire des gradients des contraintes.

Ce qui revient a dire que les mémes conditions peuvent étre obtenues en introduisant :

L(x, A, a) = f(x)- A.(g(x)-a) et en écrivant le CNPO pour la recherche d"un point stationnaire de L.

Théor.2 : Soit B une matrice réelle kxn avec rang(B)=k< n et A une matrice symétrique nxn.
0 B

B A)
Et on appelle Hi les mineurs de H obtenus en supprimant tout sauf les i premieres lignes et les i

On construit H matrice symétrique constituée par H = (

premieres colonnes.
Alors on peut démontrer que :

(1) x'Ax>00x#0avec Bx=0 ssi (-1)*det(Hzi)> 0 pour i=1,....(n-k)

) x’Ax <0 Ox#0 avec Bx=0 ssi (-1)<* det(Hzk+)> 0 pour i=1,....(n-k)

Théor.3 :

Avant tout commentaire et toute explication un exercice avec obligation d’utiliser les théoremes 1&2:
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Et maintenant lisez avec attention la solution de I’exercice suivant puis communiquez vos
remarques !

min (Xy+xz+yz) t.q. xyz=125 c%%@

Solution A :
D’abord on utilise le (Théorl)
Ici f(x,y,z)=xyz g(x,y,z)=a c’est xyz=125 ce qui nous assure que = x#0, y#0, z#0

(car une seule des variables égale a zéro impliquerait un produit nul)
Nous avons ici une seule contrainte : k=1(une seule contrainte) et g'x=yz, g'y=xz, g'z=xy

nous assure que la contrainte est qualifiée, car UJ(g) # (0,0,0) donc rang [:Tg} =k=1

J

il est donc possible d’utiliser le Lagrangien :

L(x,y,z A)=xy+xz+yz — A(xyz-125)

(y+z=Ayz
X+ zZ=Axz
yt+z .
CNPO: [ X+ y = Axy — par simple quotient terme a terme Xtz ; d’ou XF=y*=z*

 Xyz =125

(on peut continuer le quotient t.a t. ou observer la symétrie....)

et x=y=z =x3>=125 = x*=5

donc P(5,5,5) est le point susceptible de minimiser la fonction objectif sous la
contrainte donnée.

Et maintenant les (Théors. 3 & 2)

0 Lt oL
CSSO:A=-1 0 -1 car — =0et ——=-1 (d’ou les autres par symétrie)
X oxdy
-1 -1 0
o°L o’L 14 (o
D’autre part W=O et ﬂ=25 nous avons tous les éléments pour écrire :

040X

0 25 25 25
25 0 -1 -1
25 -1 0 -1

25 -1 -1 0

n=3, k=1 donc (n-k) =2 d’ou i=1,2
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On détermine les deux déterminants de Hak+1 et de Hox+o:
0 25 25

dét( Hox1)=dét( Hs)=dét 25 0 -1<0 et dét (Hs)=dét(H)<0
25 -1 0
théor. 2:
pouri=l ona (-1)'dét( Hax1) =(-).(-)>0 etpour i=2 (-1)!dét( Ha2)>0
donc A est définie positive et f atteint un minimum en (5,5,5) sous la contrainte
donnée. (minf=75)

Aussi
Solution B :

xyz=125 avec x=y=z#0 ( car... cf. solution précédente) d"oul =y et si on remplace dans la

fonction objectif il nous faudra résoudre le programme sans contrainte suivant :

o b i (5575 125_F 12% o +125+125)
min N(x,y)=min ( X X. o) MmIn ( Xyr——
y Y XSy Yy T

12¢ 12t
et x=—— donc x*=y*=5
y

CNPO:h'x~=0eth’y=0 i.e. y=-— N

les déterminants des mineurs principaux

2
CSSO: 9h_9"h 5 o 9°h 1 gou H= )

ox>  oay? oxdy 2

Sont : dét(2)=2>0 et dét(H)=3>0, donc la forme quadratique des dérivées secondes

125 125
est définie positive et h(5,5)= 25+? M 75 est le minimum cherché.

A vous de décider !

Solution A ??? Solution B ??? Solution A et B ???  Autre solution ???

| /
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