24 44454 1) ¢ (tyerrae\ + (24 24 A+, TH9041)
@‘HHde,#;@e\écd(/(ahcd{rfB

V

UCA ALCEBRE & GEOMETRIE 1.3-2021-2022

PARTIEL DU 27 OoCTOBRE 2021, DUREE : 2H

1. Dualité linéaire. On considére le R-espace vectoriel Rg[X] des po-
lynémes & coeflicients réels de degré < 3. Pour P € R3[X] on pose

¢o(P) = P(0), ¢1(P) = P'(1), ¢2(P) = P"(2), ¢s(P) = P"(3).

( /[ 121) Montrer que ¢; est une forme linéaire sur R3[X] pour7=0,1,2,3.

£ < 1.b> Montrer que la famille (¢o, @1, ¢2, ¢3) est libre. En déduire que c’est
une base de l'espace dual R3[X]*.

j: A4 T.c.)Exhiber la base (P, Py, Py, P3) de R3[X]| dont (¢o,d1,d2,#3) est la
~ _duale.

L.d. On pose A : Ra[X] = R3[X] : P(X) = P'(X + 1). Montrer que A est

tiriéaire. Montrer que ¢; o A = ¢4 pour i =0,1,2. Qu’en est-il de ¢3 0 A7

4’/1 e. Montrer que A(P;) = P,y pour i = 1,2,3. Indication : on pourra

étudier les valeurs de (¢;A)(F;). Qu'en est-il de A(Py)?
5_’_”0‘3, T2 % 0

) f. (Hors baréme) Est-ce que A est diagonalisable sur R?
@ 2.ay Montrer que R est une matrice orthogonale.
! Quelles sont les valeurs propres réelles de R7 La matrice R est-elle
% dlagonahsable sur R? =l - -
—2.c. Déterminer l'unique droite D laissée fixe par )‘;Donner I’équation du

/(, | sous-espace perpendiculaire D1 dans l'espace euclidien (]R‘ (=,-)). Mon-
trer que si v € D+ alors R(v) € DLor s

1 1 1
2 2 V2
2. Rotations. On pose R = : : —% € M3(R).
1

=t

LY

L
0
/1 5/2.d. Montrer que = ,10 forme une base orthonormée de D*.
. 3 1

Expliciter la matrice de la restriction R : D' — Dt dans cette base ortho-

normée. En déduire la nature géométrique de la transformation R : R* — R3.

%)

3. Matrice symétriques et formes quadratiques.

0 1 =3
Soit A= 1 2 =1] €M, (IR)
-3 -1 0

o



e i) £-2C) r-2f)

2 , 5 .
S, e e S (@
* 5 aractéristique de A7 Quelles sont—185 valeurs

i 3.a. Quel est le polynome «

propres de A7 '5,4“-}‘ %
3.b. Exhiber ung matrice orthggo ale P et une matrice dl@e D telle

g +0. r (L une.A — PDP.

3.c. Pour x = (21,72, 23) € R? on définit la forme quadratique

ﬁ q(x) = 2(z2)? + 2z129 — 62123 — 2T023.

A Quel est le lien entre la matrice symétrique A et la_forme quadratique q?@
Quelle est la signature de la forme quadratique ¢7 f/
3.d. Trouver des formes linéaires i1, iy, /3 sur R? telle que

A. iy q(x) = £ (2)? £ 1o(x)? + l3()?.

r 3.e. Existe-t-il des vecteurs x # 0 tels que g(z) = 07 Justifier votre réponse.
3.f. (Hors baréme) Si la réponse du 3.e est oui, exhiber un vecteur z # 0

tel que g(z) = 0.

BAREME INDICATIF : 7 + 6 + 7 = 20 PTS
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