
Ex
.

5 :

a) (f) c- 6
'

.
Déterminer les (f) c- à tq < (f) , (f) t

unitaire et Il (f) Il =L .

la l' + Ip l' = 1 .

On impose Irl
'

t I s l ' : 1
.

< (f) , (f) > = àr + pis = o -

< x
, y > = Ê

,

À Yi , pour my c- Ci ?

< (f) , III ) > = - àp + pôà = o .

⇒
Par conséquent ,

tout rect
.
de 6

. (If ) est L ( § ) .

Comme dime (f)
'

= 1
,
on a %)

'
= e. ( EI ) .

Soit z e e .

À quelle condition 2- . (E) at de joug
sachant

que (f) est déjà nourri .
Ht c- Ci

,
L do

,
do> = Il l

'

.
< v.v> .

If v E E : hermitien

Ainsi
, Il a tt ) M' = ki . NIN = tu ? CIPIÎT)

= I z l
'



Z
. (È) est normé ssilzl-1.si 2- = eio

,
O c- R

.

Les recteurs cherchés sont de la forme : eio [Ê )
,
O e-R

.

b. sum ( e ) ¥ { te c-Mn (e) / dette = 1 et rire = Inf

à ré =
tri

.

Moi _-E (xp g)
Menace )

,
M = ( § f) ,

ré
= CE f7 -

O

MÎM = (
Kitt m' àrxps

txtsp toi + Isr) = (! ;)
Donc

,

M
*
M = I

,
ssi {
kit Ip l' = 1 ,

Irl ? + Ist =p

IT tp s = 0 -

Me Uz ( e ) ssi (§ ) , (f) sont normés et orthogonaux
pour

la structure hermitienne standard de
ce

.

Si
on fixe ( § ) ,

alors (f) est de la faune et FÊ) .

②
'à v. cet - ftp. E) ,

"l
Ainsi

,
comme det (ap

-Ë! E) = ei ? det ( §
-É ) .



=
eio

. ( txt ' + Ipl
? ) = eio .

Ainsi
,
SU
, (6) = { ME U

, ce ) / dette = 14

= { (§ ¥) , x. pee ,lxttlpktf.fm
> 0

,

la sphère $ " est le lieu dans IR
""

donné
par

l' équation x? + ai + . . - t ai = 1 .

Donc $3 CIR " a pour êqu . xéxxi + ait %
'
_

- 1
.

& = de ti de , p = pr t i pa ,
avec a. a

, pr , p, c-R .

Alors la l
'

t Ipl
'

= ai + ai + pr
'

tp!

Ainsi
,
Me suce ) ← (f) c- à tq la l' + Ipl?-1 .

^

{
un point sur $ ?

On déf
. § : $

?

→
SU
, ( e )

¥.it:÷÷:÷:
à

§ est bijective . la l' + Ip l' = ai + xitxitx? =L



cal ?:) e i. sucre

$
'
c R

'

: { x.' + x. ' = 1f X

sic R ' : { x. ' + n' + xi _- 1f t
pq
}

.

.
-
- - -

_

- "

<

c. Posons IH = { ( §
-f) , x. pectorale) .

→ mq .

eût un sous R - er de M, (E)
,

de dima = 4
,
de base Iz ,

I
,

J
,
K
.

si (%
-È ) , ( §, II ) e- Itt

,
alors

-

Somme : (4+4 - ( put pa )

pntpz n+1 )
tenir:

-÷) -%
.
÷ )



ü
car I =) . Ça ne moucherait por sé de EnR .

La matrice nulle et dans IH ( x
=p - o) .

: IH est un sous IR - er de Mz (e)
.

On écrit a = x. ti x.
, p = p , + i pa .

D'oà :

↳ ⇒ e: ÷:
-

÷ : :)
-

- ail! :) + a. loi ? )
+ pr - (i ;) + Paf ? ;) .

Ainsi
,
1

,
I

,
J
,
K sont génératrice (sur R) de Al

.

Libre ? Si an
,
x.

, pr , pa e R
sont tq 41 . + x.I

on tire que (
* tidz - p, + ip,

+ R Jt Pak - O

Pr t i pa an . i × ,
) = 0

.

⇒ anti x
, = pr t i pa = 0 ⇒ an = de = pr =p , -- O -



I J

Li. :X
. :) =L ? ) -

r
- t -

IJK =
KZ

= - 1
.

i. ⇒ c:
IJ = K

,

JK = I
,
KI = J

JI = - K etc
. . .

Un élt
. ( § à ) e IH est inversible dans

Ma (6) si son det est # 0 .

On
,
det ( ap -E) = la l' + Ipl

'
> o

disque ( §
-E) ¥0 .

Tout élt # 0 de IH est inversible
.

↳ Et:#mit:D



Rapmpel : Sue En
,

le
ps .

hermitien standard et donné pa :

< x. y > = Êxiyi ,
à x.- (%) , y :(%) .

(Ç) de norme 1 si à
_ x tp - p = lait Ip l' =L .

Hall
?
= ex

,
a > Il roll

'

=/ Evi
'

. § R .

un-
-

-
> Ee

Hp ) , tf ) > molto ⇒ o - o
.

- -

o - (f) : l' + i ' = o .

= -àptpx -

F 0 me name pas 6 ?
= 0

On sait
que
v

'

= frere est co ,
w > = 0f

est une droite complexe de 6 ? ( dès
que oxo) .

( If ) est non nul
,
et appartient à cette boite

.

où à _ e. TÉ) -- ftp.IJ.teef
Soit we v? Condition

pour
Cro

,
w > = 1 ?

Il c- E I v = d. (I ) , posons v. = ( ¥)
< v.v > =

< two
,
two > =I. tous

,
vos

anti - Ânerie [ linéaire



=
<w.ro > = 1dL ? ( Ipl ? + txt ' ) = Itt ?

< tu
, µ
vs = d-

µ Lu ,
vs

.

dans un espace
hermitien

.

: il faut prendre d de module
=
1

.

i. e. t =
eio

,
O e- R

.

n
i Clip

?

eio

Finalement
,

les vecteurs ro en question À
n
i

sont les :

{ eio . [E) , OEIRF .

b. Rappel : U, (6) = { M c- Ma ( E ) :
M&M

= Izf .

-

M'× =
tn GL, (e)

SU
, (4) = { M EU , (e ) : dette = 1f .

= U
, ( e ) n SL

,
( e ) .

-

{Menace ) : dette _

- if .

soit M =L? 3) e- race ) - ( f ;)
calculons * M

.

,

ré
= (È È) .



A = d-*

àrtps
A- retire - f.÷

"

man) - toi )
M E U

,
(6) ssi M&M = Iz

"il
à r tp S = 0

iv. = (G) ,
no = (f)

Me U
,
(6) ssi troll = Kroll =L et vtw .

si Nolte et w = eio.FI ) .

0 c- R .

V. le ) = { (§
- EËÊ ) ,

lait Ipl
?

= 1
, OERÇ .

det ( J
-Ë?) = e

" ( xàtpp ) = eio .

SE (6) = { ( §
-É ) , qp.ee ,

lait Ipl?-1f -



0
Rappel : Pour n > 0

,

la sphère 8f est le lieu :

v

{ ai + xit . . . + ai = 1 f c TF1

{ Il x Heu, = 1f c Rnt
'

EI : m = 1 .

Si = { (x. ix. ) e R
'

: seitz ? = 1 f .

1re ,

ait x?=L

> x.

X
z

$2
= { x! + x! +ai = I f c R

?
1

$2

,
r

-
t - - -

_

=

✓ >
x

,

¥0

$
?
= f x c- R

" I x. ' + x. ' t xi t x. ? = 1 f .

Définissons § :
$
?

→ 5oz (e )

:*
. il:÷i:
- -

Comme ( I! ) c- 83
,
x! + x.4- xi + ai ? 1 ,

à



d'où la l' + Ipl
?

= 1
,

donc É(!! ) e sold .

§ injective : clair
.

§ surjective : on vient de le montrer
.

§ est une bijection de $
?

sur SU
, Cc) .

c. IH = {Merci ) , M = (§ ) ,x.pe/CfM.q.tHest un sous ⑧R -

espace vectoriel de Male) .

• IH o_0 : OK
,
a =p - O .

•
IH stable

par somme :

c:
-⇒ x:

= (
d' +ai - ( pr t pa )

Pitpz x ) c- pH .

v

associé aux nombres

data
, , prtpz.HR

,

i. 4. II ) - l'% ! ? )



=p!;
-EI) ⇐ t -J Uer)

.

: o E IH et IH stable
par

combi
.

linéaire
.

→ Itt est un sou TR - en
réelle

deT
dim# \dimp

Re Jm 4 8
v

c : :)
%

Une matrice de IH s'écrit : ( § à ) ,
x. pee -

{
a = anti x

,

p = pr t i pa

a- ii.÷
.
÷: : :)

a- art
. :) + ali. + mal: :)

+ C- pdt? )
M = on A t a. I t pr J - Pak .



Vectp ( t.I.TK) = IH
.

( D ,

I
,

J
,

K) libre sur IR ? Soit a- - - acc
,
c- R

.

-

sç 13 t a, I t x,J t sec
,

K

- t:÷÷ ::
-

÷:) . .
⇒ {% tirez = 0

% - ix. ⇒
⇒ {

"
" 0,4--0

Xz = 0
,
Kc

.

= 0
.

D'où
,
I. J

,

K) libre : ont une R - base de IH
.

I
-

- ( i ? ) : I
'

= -
1. ( - id )

s' = ( ? ) :
J'

=
- t

k =
- i. (? ! ) :

té =
- 1

.

It - Ci. :X? :) =L? a

IJK = K
'

= - t
.



Soit M = ( § ¥ ) c- IH ,
avec x.pe E.

dette = xàtpp = d' + Ipl?

dette # a ⇐ (G) # (9)⇐ M¥0 .

Si M¥0 ,
alors M-t-yf-ppx.EE ) e IH .

Tout élt non nul de IH admet un inverse dans H -

NL : IH n' est pas commutatif .

P
. ex : IJ = K et JI = - K .


