UCA — ALGEBRE & GEOMETRIE — L3 2021-2022
Feuille d’exercices n°1: Dualité linéaire

0. Révisions.

0.a. Montrer que I'ensemble Ry[X] = {a + b.X + ¢.X?|a,b,c € R} des
polynémes réels de degré au plus 2 est un R-espace vectoriel de dimension 3.

0.b. Montrer que By = (1,X,X?) et By = (1, X + 1,(X + 1)?) sont des
bases de Ra[X]. Quelle est la matrice de passage @Q de B; vers By ?

0.c. Montrer que ¢ : Ry[X] — Ro[X] définie par ¢(P) = P — P’ est une
application linéaire. Quel est son noyau ? Quelle est son image 7

0.d. Soient A; = Matp, (¢) et Ao = Matp,(¢). Montrer que 4; = As.
Montrer que A1Q = QA;. Pouvait-on obtenir ce résultat sans calcul 7

0.e. Déterminer le polynome caractéristique et le polynome minimal de ¢.
Est-ce que ¢ est diagonalisable/trigonalisable sur R ?

1. Base duale. On considére les trois vecteurs vy, ve, v3 € R? définis par

1 1 1
V1 = -1 , Vg = 1 , V3 = 1
1 -1 1

1.a. Montrer que le systéme (v, vs,v3) est libre dans R3. En déduire que
c’est une base de R3.

1.b. Montrer qu’il existe une unique forme linéaire ¢; : R? — R telle que
#1(v1) = 1, ¢1(v2) = ¢1(v3) = 0. Calculer ¢(v) pour v € R3.

De méme, calculer ¢o(v) pour 'unique forme linéaire ¢ telle que ¢o(v1) =
¢2(v3) = 0, P2 (v2) = 1.

Enfin, faites le méme calcul pour 'unique forme linéaire ¢3 telle que ¢3(v1) =
$3(v2) =0, ¢3(vs) = 1.

1.c. Montrer que le systéme (¢1,¢o,¢3) est libre dans (R3)* = L(R3,R).
En déduire que c¢’est une base. Rappel: C’est la base duale de (v1,vs, v3).

1.d. Montrer que tout v € R? s’écrit v = ¢1(v)vy + ¢o2(v)v2 + P3(v)v3.
Pourquoi les ¢; : R? — R s’appellent aussi fonctions coordonnées ?

2. On consideére 'espace vectoriel R,,[X] des polynoémes P €R[X] de degré < n.

2.a. Quelle est la dimension de R,[X] ? Indiquer une base de R, [X].
2.b. Montrer que pour tout entier naturel i, la fonction ¢; : R, [X] — R :

P w définit une forme linéaire sur R, [X], nulle pour ¢ > n.

2.c. Montrer que le systéme (¢o, @1, ..., ¢n) est libre dans (R,[X])*. En
déduire que c’est une base.

2.d. Exhiber un systéme de polynémes (P, Pi, ..., P,) tel que ¢;(P;) = d;;,
ie. (Po,Py,...,P,) est une base de R, [X] et (¢g, &1, - .., ¢,) et sa base duale.

2.e. Que donne l'identité P = ¢o(P)Py+¢1(P)Pr+-- -+ ¢n(P)P, (cf. 1.d.)
pour P € R,[X] ?

2.f. Pour un entier naturel ¢, déterminer le sous-espace vectoriel des polyndémes
P € R, [X] annulés par ¢q, ..., ¢;. Quelle est sa dimension ?



3. Polynémes d’interpolation de Lagrange. On considére n + 1 points

ag,...,a, de R deux & deux distincts. On note «; : R,[X] — R la fonction
définie par «;(P) = P(a;).
3.a. Montrer que les a; sont des formes linéaires et que le systeme («p, . . ., )

est une base de (R, [X])*.

3.b. Expliciter des polynémes L;,i = 0,1...,n tels que a;(L;) = 0;;. Ce
sont les polynoémes d’interpolation de Lagrange.

3.c. Expliciter les polynémes de Lagrange (Lo, L1, L) dans le cas particulier
n = 2 et (ag,a1,02) = (—1,0,1). Trouver tous les polynémes P € Ro[X]
vérifiant P(0) = %"’P(l).

4. On considére pour tout entier naturel 4, la fonction suivante sur R, [X]:

Vi(P) = /1 t'P(t)dt.

-1

4.a. Montrer que ¥; est une forme linéaire sur R,,[X].

4.b. Montrer que le systeme (o, ...,%,) est une base de (R,[X])*. In-
dication: On pourra déduire de Y7 Xty = 0 que fil P2(t)dt = 0 pour un
polynéme P bien choisi ...

4.c. Trouver la base (Py, P1, P») de Ro[X] dont (o, 1, 12) est la duale.

5. Hyperplans. Un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n — 1 s’appelle
un hyperplan de R™.

5.a. Montrer que le noyau d’une forme linéaire non-nulle ¢ sur R™ est un
hyperplan H de R™. On dit que H est défini par ¢.

5.b. Montrer que deux formes linéaires non-nulles ¢, définissent le méme
hyperplan si et seulement si elles sont proportionnelles.

5.c. Montrer que pour trois formes linéaires non-nulles ¢1, ¢, ¢3 avec hy-
perplans Hy, Hy, H3 on a H3 D Hy N Hs si et seulement si ¢3 € Vect(¢r, ¢2).

5.d. Application: on considere I'’hyperplan H; (resp. Ho) de R3 défini par
Péquation x1 4+ x9+2x3 = 0 (resp. 221 +3z3 = 0). Montrer que D = Hy N Hy est
une droite vectorielle, et déterminer I’equation de ’hyperplan H C R? contenant
la droite D et le vecteur (1,1,1).

6. Orthogonalité, somme et intersection. Soient V, W deux sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel F de dimension finie.

6.a. Montrer que (V + W)+ =vVinwt,
6.b. Montrer que (VNW)+ =V+L 4+ W,

Indication: dans les deux questions une inclusion est facile a établir. L’égalité
s’obtient alors par un calcul de dimensions.
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