UCA — ALGEBRE & GEOMETRIE — L3 2021-2022
Feuille d’exercices n°3: Groupe orthogonal et formes quadratiques

1. Rotations. On se place dans l’espace R3 muni du produit scalaire standard.
On considere la matrice A € M3(R) et la droite D C R3 définies par

3 V6 1 1
4 4 4

A= 7§ i @ et D=R|0
1 _V6 3 1
4 4 4

l.a. Montrer que A(D) = D. Montrer que pour tous v,w € R® on a
(v,w) = (Av, Aw). En déduire que A(D+) = D+

1.b. Expliciter une base orthonormée B; de D et une base orthonormée B,
de D+. En déduire que B = B; U By est une base orthonormée de (R3, (-, —))

1.c. Expliciter la matrice R de ’endomorphisme A : R?* — R? dans la base
B obtenue ci-dessus. En déduire la nature géométrique de cet endomorphisme.

1.d. Expliciter une matrice orthogonale O € O3(R) telle que A = ORO~1L.

2. Réflexions. Soit (E, (—,—)) un espace euclidien de dimension n > 2. Soit
H C E T'hyperplan et v € E un générateur de H+. On définit la transformation

(z,v)

pg:E—-E:x—x—2
(v,0)

2.a. Montrer que pp laisse fixe I’hyperplan H et renverse la droite R.v. En
déduire que pg est une transformation orthogonale de déterminant —1.

2.b. Quels sont les valeurs et espaces propres de py 7 Quelle est la matrice
de py dans une b.o.n. de E formée par des vecteurs propres de pg ?

2.c. Soient Hp, Hy deux hyperplans distincts de E. Soit vy (resp. vy) un
générateur de Hi- (resp. H3 ). Montrer que si v; L vy alors pg, et pg, com-
mutent. Indication: Etablir le résultat d’abord pour n = 2. En déduire le cas
général en restreignant aux sous-espaces orthogonaux (Hy N Hy) L Vect(vy, vg).

3. Matrices de permutation. Pour une permutation ¢ € ¥,, on note
Ay : R™ — R” I'unique application linéaire vérifiant A, (e;) = e, (), i = 1,...,n.

3.a. Montrer qu’une matrice A € M, (R) est orthogonale si et seulement si
ses vecteurs-colonnes forme une b.o.n. En déduire que A, est une transformation
orthogonale de R”.

3.b. Montrer que l'application ¢ — A, définit un morphisme de groupes
injectif 3, — O,(R), donc ¥, est un sous-groupe de O, (R).

3.c. Montrer que pour une transposition ¢ = (i j) on obtient la réflexion
Ay = pm,; p/r a lhyperplan H;; = {x € R" |z; = x;}, cf. 2. pour la notation.

3.d. Expliciter un générateur v;; de Hfj- Montrer que si {,j} N{k,i} =0
alors vi; L vyg.

3.e. En combinant 3.d. et 2.c. conclure que les réflexions pp,; et pm,,
commutent. En donner une preuve alternative a l’aide de 3.b..



4. On considére la matrice H = (h;;) définie par h;; = Hj%l pour %,j =
1,2,...,n, en se plagant dans R™ muni du produit scalaire canonique.

4.a. Montrer que h;; = fol =24y,

4.b. Montrer que pour tout z € R™, la fonction f,(t) = (Y i, z;t""1)? est
continue et & valeurs positives pour ¢ € [0, 1].

4.c. En déduire que la forme quadratique associée a H est définie positive.

5. On considere le R-espace vectoriel E = R<s[X] des polynémes réelles de
degré < 2. On munit E de la forme bilinéaire symétrique

1
<P,Q>= / P)Q(t)dt.
—1
5.a. Montrer que < —,— > est définie positive.
5.b. Déterminer les produits scalaires < X*~!, X3=1 > pour 1 < 14,5 < 3.

5.c. En vous servant de 5.b trouver des polynomes Py, Pi, P> tels que
deg(P;) =i et (Py, Pi, P) forme une base orthonormée de (E, <—,— >).

5.d. Quel est 'orthogonal de ’ensemble des polynémes P € E vérifiant
P(0) =0 ? Indication: effectuer les calculs dans le repere orthonormé du 5.c.

6. On considere sur I'espace euclidien (R?, < —,— >) la forme quadratique
x
qv) =2+  + 22ty +yz pour v= |y | R
z

6.a. Expliciter A € M3(R) telle que q(v) = *vAv pour v € R3.

6.b. Indiquer une matrice orthogonale P € O3(R) telle que ‘PAP soit
diagonale. En déduire la signature de la forme quadratique gq.

6.c. Trouver des formes linéaires [;, ls, I5 sur R3 telles que pour tout v € R3
on ait q(v) = £l (v)? £ 1o(v)? £ I3(v)2.

3 2 2
7. On considére la matrice réelle A= |2 0 1| € M3(R).
210

7.a. Déterminer les valeurs et espace propres de A. En déduire une matrice
orthogonale P telle que P! AP soit une matrice diagonale D.

7.b. Montrer que (Av,v) = 'wDw pour w = P~!v. En déduire I'existence
d’un vecteur non-nul v € R? tel que (Av,v) = 0.

7.c. Déterminer la signature de la forme quadratique définie par
q(z,y,2) = 32 + day + 4wz + 2yz.

MOTS-CLES : ROTATION, REFLEXION, GROUPE ORTHOGONAL, MATRICE DE
PERMUTATION, FORME QUADRATIQUE, SIGNATURE



