
Exercice 6 :

6. a) On fixe x. c- IRM
.

Soit G c Aff (Rt ) le sous gp

G-- { f EAFFC Rm) I fluo ) = x. 4 .

(
s sous gp :

.

id e G.

V.
f. g C- G :

g ( f. ( x. )) = gta ) = x.

g. f c- G. r

Isomorphisme G =, GLCIR
"

) ?

f → ? ? Ag

f À la

faune flnt - Anxb

Q :
Oui mais

.
. . Af est - il bien défini ?

L
, oui c'est le partie linéaire de f.

Soit § : f c- Aff ( Rm ) → Ap sa partie linéaire

Morphisme ?

{
f. (ul - Aix + bi

f. , f
,

C- Aff CRY
,
V-nc.IR"

,
f. (x ) = Air + bz

A. A , c- GLCIR
")

f. a f. ( ul = fr ( f. ( m )) b.bz en _



= f. ( Aix + b.) = A. ( A. se + b.) t b.
.

= An Az . x + A b + b

mn meme
l A. = Elf )

Partie

lineaiudefn.fr/A,--E#pA. A
,
= OIL f. of .) = Elf

.

) - E Cf.)-
§( id ) =

id
.

§ est un morphisme de groupes -

Ku § ? Foudres affines de la faune
f41 = I. x + b = x + b

i. e. les translations
_

Rappel : G = { f e- AFHRN) ) fluo ) = x. { .

Mq . Éfç :
G
→ GLCIR" ) est un

@t_-oICfI.x + b.

"""
↳me

_

> Injectivité : Ff c- G
,
Eff) - Id ⇒ f = Id -

Ker OI n G = { idf .

î

{ translations {



{

f- C- Ku OI
,

I be R" tg
Vx ER

"

, fln ) = se + b.

FEG ⇒ fluo) = x. ,

d'à x. + b = xo

⇒ b = 0 .

i. e- fait .

Surjectivité ? Soit A c- GL ( Rm ) .

M
. q If e- G

tq Elf ) = A
.

f. (x) = Ax +④
→

à trouver tq f c- G-

f- EG ⇐ - flxol = x. i
Ax
.
+ b = xo

b. = x. -
Ax
. = (Id - A) x. .

Posons flnl =
A se + (I - A) x. .
-

partie translation .

f. c- AHURI) , Elf ) = A
.

et

f ( x .) = A x. + x. - Aaa = x.

D'où f e G : OI et bien surjective

flnl = An + b. ( O est l'origine) .

= A ( x - xD + Ax
.
+ b.



b. E (Pi ) = { translation 4 est le
noyau

de OI : AFFCR" ) → GLCR")
.

C'est un sous gp , isomorphe au groupe additif de TÎ .

T : b e IR
"

+> et c- TCR
"

) c AffCRY
.

( bijectif . par déf . de TCR
' ) )

.

+ ( b
,
+ bz ) = tb

.

o tbz -

TCRT est abélien
.

Qui est A tes A-
^

dans le
gp affine ?

xepî
,

A ts À
"

( x ) =
A ( ts ( A-

'

(m ) ) )

= AI A- t.se + b) = x + Ab
.

= tab ( x )

A tes A-
'

= tab ,
Ab c- IRM

î T
Glen ER

"

(Aotb . À ' est la translation de vecteur A. b.



-

Gnv (P )
P =

ensemble fini de
C. ②

• points .

•
• Gp = { de Aff (Rt ) tq
• X-p f .

$ fixe { A .
.
. . .
.
Ante dans leur

ensemble .

Com (P ) =
ME

=
intersection de toutes

C cpi convexe les parties convexes de
P ce

pin contenant P -

e Gp - Mq . $ (Gnv ( P ) ) c Couch
.

§ affine ⇒ 10 envoie segment sur segment .

① @XdtIx.y ] ) = [ 0cm
,
( y ) ) .

xjy
' n' = dlxl

,
y
'

: Olly ) .

D'où : FC CIR" convexe
,

( E ) est convexe
.

en effet
, V-n.ge C , [ dcx )

,
Olly ) ] =

( [ x. y))

C convexe ⇒ [ x. y ] c C.

⇒ ( En .gs) c ( E ) : dll ) couv
.



$ C- Gp ,
( Gnvcp ) ) = $ ( M CC CITE convexe

P c C

MOI (C) e Cour CP )
-

=

e cpi convexe
(
= té )P c C

Comme 01 ( P ) =P
,
P c (C)

, qui
at convexe

L' isobarycentre de P est l'unique G ER
"

tg

ÊÉA? =
ô

,

si F- LA.
.
.
. _

,
Ant

.

On applique TÔ la partie linéaire de $ :

ÎTÔCGÂ ) =P
i = l

= Ê
,

0 d'Ail
=
à

= Ê
,

DCG ) A?
=
ô
,
au Q permute
{ An

,

-
- -

,
Ade .

(G) = G .



Il reste à vérifier que Gp se plonge dans le
groupe

des permutations de P
,
i. e. construire un morphisme

injectif f : Gp → Op .

Pour $ C- Gp , prenons f (d) = ftp. C
'

est bien une

application P → P cou d ( P ) =P
,

et Ip est bijective
au injective ( car d est injective sur tout R

"

) et
P est fini .

Il est immédiat
que fut un morphisme

de groupes . Reste à voir
l' injectivité , ie Kaf = lidl :

Soit de Gp tq Dlp = idp .

Notons T' = la. . . . _ , auf ,
c'est un repère affine ,

et Fist
,
TÔ ( àà ;) = xÎ .

D'où Ô =
id

,

et comme d tro ) = xo
,

D= id .

6d) cas du triangle dans R
'

e- Es .

,
$ fixe le centre de gravité 0 du triangle .

À + où + àè =
ô et dll A. B. cf ) = IA

,

B
, cf -

{ HOÀH = HOI Hill àèll .
Mq .

À est orthogonale .
$ permute les sommets A

,

B etc
.
On distingue trois ans :

1) $ fixe chaque sommet ( id )

2) Ol fixe exactement un sommet ( transposition )
3) § ne fixe aucun sommet ( cycle )



Cast : 0 fixe individuellement les points d' un repère affine -

⇒ 10 = id
,
en pont . ,

Ô = id est orthogonal .

6¥ : Disons (A) = A
,
OICB ) = C et 01C c) = B

.

Alors
,

Â ( EÙ ) = Ô ( à -
à ) = 00cal - 001cal

=
à - à

=
BÎ

Comme ABC est équilatéral , BÎ te ÔÀ . Et donc
,

si (Ù
,
à
'

) est une b. en . tq ÔÀ c- B.û et BÎ c- Râ
,

alors

Mata
,»

Ô = (! !) : c'est la réflexion
orthogonale selon la droite vectorielle IR

.
OÂ

.

Ces 3 ÷: Disons (A) = B
,

(B) = C et 10 Cc ) = A -

et
que
l'angle orienté (ÔÀ ,

ô )
,

vaut 2¥ .

Soit r la rotation vectorielle
° A

d' ongle 2¥ dans (E
,
0 ) -

c

Alors B-
"

o À fixe les vecteurs ÔÀ
,

OÙ et à
.

D' où À o À = id et À = R est bien orthogonale .

On sait
que Gg se plonge dans % .

Reste à voir

que
l'
on réalise toutes les permutations de D ainsi

.

1%1--6 ,
on les liste :

• ida : réalisée avec d = id



• transposition Tpc : réalisée avec $ = réflexion

orthogonale d' axe ( 0A ) .

• TAC :

( OB )
.

• TAB :

( oc )
.

• cycle (ABC ) : réalisé avec 10 = rotation

de centre 0 et d' angle 2*1 .

• cycle ( AC B) :

4*13 .

6. e) De nouveau ,

tout élément
B A

¢ C- Gps fixe 0 d' après 6. c)
.

On note
que Ga contient les °

rotations de centre 0 et d'angle
c ,

multiple entier de E- , et que
tout sommet peut être envoyé sur n' importe quel
autre sommet

par une
telle rotation

.

Soit d e Gps quelconque .

Comme CA ) est

dans { A ,

B
,

C
, DG ,
il existe n C- f0,1

,
2,34 tq

si R = rotation de centre 0 et d' angle n¥ ,
alors

RCA) = $ CA) .



Ainsi
,

pilo d c- Grs et fixette : da (A) = A .

-

=

a

D' où OTÎCÔÀ ) =
OÂ

,

et donc

da ( c) = Ola ( O - OÂ ) = 0 - À
=
C

.

A fixe donc aussi C
,
et Ola ( { B.D f) =L BPI .

cast : Ola (B) = B et da (D) =D .

Alors la fixe tous les sommets du coué

⇒ da =
id et donc 1¥ -

casez ta (B) =D et dais ) = B
.

Alors ton CBI ) =
-
55

{ Tàcaê ) =
À
→

Ce
qui signifie que OÙ = Sac la réflexion

orthogonale par rapport à la droite IR
.

AÎ
.

D' où TÔ =
À o SI :

c'est bien un élt

du
groupe orthogonal .

Par conséquent ,

tout de Gps est une isométrie

affine du plan : ftp.Q
,

d ( lol P)
,
OICQ ) ) =D ( P

,
d)



( d ( P
,

Q) désigne la distance euclidienne entre
les points P et Q )

.

Or
,

d ( AC ) = VI. d ( AB) .

Il n'
y a

donc
pas

d' élément 10 C- G
,
tel
que

(A) = A et OCB) - C.

→
la transposition qui échange B et C n'eut

donc pas dans
l'
image du plongement

Grs ↳ Bij ( E ) .

Listons 8 éléments de Gps :

•

id
c-

•
R
% ,

RT
,
R
3% [ § ]

- .

•
Réflexions d' axe (Ac ) ou (BD)

m

• Réflexions d'axes passant par les milieux deilôtés :

T

T

)
L


