
Fin exercice 5 ( Quaternions) -

Ht c Ma (E)
,

IH = { ( fé ) , x.pe EÇ
^
!

= Veut ( 1
,

I
,

J
,

K )Sous
-

espace
réel

PR
de dim

.
4

.

Al est stable
pa produit matriciel . _ conjugué

(%
,

à:X! II =

"a -pipe - x.à - àà
.

Piaztàpe - pipi + à,à,
C- IH

conjugue

ms Ht = sous - R - algèbre de M, (E) .

La fournée de l' inverse avec
la comatrice

nous donne :

V-qp.ee ,
(xp) -10,0 ) , (f È )

µ
! ,ppÊpÈ ) EN

Tout élément non nul de IH est inversible
,
et IH est

stable
par passage à

l' inverse
⇒

IH corps gauche .

Pts communs et différences entre R
,

6 et IH ÷

rajout de i ,
il = - I

R ~ 6 produit commutatif
rajout

IR ~ IH produit non - commutatif
,
ex :
IT= - JI

.

de I
,
J

,

K
,
I

?
=
J' = K

?

= - l]
,
IJK = - t

Conjugaison : Z = a t i y c- C ts E : = se - iy c- E -

q =
a t Ib + Je + Kd ↳ g- : = a - Ib - Je - Kd

,

Car b. ad e IR )



IR = { Z E E : 2- = E- { ,IR.t-fq-CIH.q-qf.tt
z E CI

,

ZÉ
= ( z l

'

= n' + y
'

,
2- = a + iy .

ttq c- H
, qq = N' (g) : = à + b. + ce + d

'

,

q =
a t + BI + et + d k .

NI : En voyant q = (§
-É ) ,

alors

g- =

t'
Com ( § E) , et NG ) -

= det tp E ) .

La formule qei = NG ) correspond à Atom A = det-A.IN .

On voit de nouveau fq c- IH - lof , q
admet un

inverse
,
à savoir 1-

. g- , comme dans ④ :

N'9)
fz.ee - lol

,

É
'

= ¥ ,iI _

Le calcul qq = N ( q ) se déduit des relations entre I.Tetk

( notés ici i.j , k ) : i
'
: j
'
: k
'

= - t
, ij = - ji = k

, jte = - kj : i

et ki = - ils = j . On calcule alors :

qoj = ( a + ils + je + ted) (a - ils - je -
kd)

= a
?
-lib - ja - hard

+ iab + b2 - byte + bdj

+¥ttxktc2-c
+ after - bdjl +toi + d?



Différence notable avec 6 : V-q.iq
,

C- IH
, QI = QI . À .

ex : Tj =
à

= - le = ji = ji .

5. f. Via la présentation tt = { (xp
-É ) , x.pe Et ,

SU (2) s' identifie aux quaternions de nonne N (q ) = 1-

Pour u c- SU (2)
,
on déf cu : Ht → IH par

V-q.CH ,
Ca (g) = uqà

'

- uqà
Aff

D cu c- GLCIH ) = Gta (R ) .

a) R - linéarité (en q) . de R
, g. q,

e- IH
-

cu ( q
.

+ d q ) = u (q + dq ) à ?

= ( uq
,

+ tuq
,

) à ' = ce qui
'

+ tuqà ?

Py : Ux ( dq ) = t
× (uxq) .

= Cdg ) + taecqa)

( penser à u et
q
comme des matrices de MMC))

( Rc IH est central
.)

Si on note 4 : Suez ) → LCIH )
,
montrons

clair u → eu

que 4 ( id )
! id

"
.

et V-u.ve suce)
,

Hartmut %)
.

•

ce (1) = Id
µ

: OI .

Soit
q c- IH

,
Ca o Cv ( q ) = Ca ( vqv

- ' )

= u ( vqré
' ) à

'



Vq c- IH
,
their c- Suez )

,

Ca a eu ( q ) = Cu ( oqrè
' ) = ncvqv

" ) à
'

= ( no ) q ( ré
'

à
' ) = @v) q (av )

"

= Cav ( q ) -

D' où Ca a Cv = Cure Comme annoncé
.

Conséquence : tu c- Suez)
,
Ca C- GLCIH ) .

En effet
,

Ca a Cài = Cid =
id
µ

.

Ainsi en est

inversible
,
d' inverse Cà .

Ainsi
,

4 : Suez) → GLCIH ) est un morphisme
u ts Ca

de groupes -

-5g # ) IH a une nonne euclidienne N définie ci - dessus
.

C'est donc un espace euclidien de dire
.

4
.

Notons D= IR.tt c IH la droite réelle

Alors Vect CI .TK ) =D
"

pour
cette structure euclid

.

IH
D=R.tt

E

Ir(IFK )



Alors tu E Suez )
,
Ca (D) =D co- ¥1 c- R

,

t.tt commute à tous IH
,
et donc

c. Cd -

t ) = a.(d. 1.) à '

= d. 13
.

•
Notons

que Ca préserve N :

ttq c- H
,

NI c. ( q ) ) = Nluqà )
=@ qà ) . ( u g- à ) = a qq à = qê - Ncp.

-

ED

•
Par conséquent , Ca préserve Dt = Vert ( I.TK) .

Pq :
Ceci peut se voir directement en notant que
Veut CI.TK ) = l q e Ht : g- = -

q f .

D'où tfq c- Vert ( I. T
,
K )

,
tu c- Suez )

,

Ca ( q ) = uq à = né à = - ce qu' = - caca )

montrant bien
que Ca ( q ) e Vert ( T.TK ) .
-

notons le E-

De +
, cule préserve

la restriction de la nonne euclidienne N.

(NI : Le produit scolaire associé à N est :

( % . % ) m> <q.iq?--f(qq+q.oI ) )
Ainsi

,
H : u t> Ca le E O ( E

,
< .

.
. > ) est à



valeurs dans un espace eue
.

de dim 3
.

Comme Su (2) = $3 est connexe
,

et Y continue
,

( so ( z)) est connexe
,
donc contenu dans 50( E )

= soc 3) .

Karl = { u c- Su Ca) : tt
q c- Vert ( I

,

J
,
K)

,
cu ( q ) : q f .

-

Écrivons le = at + BI test d k
.

⇐ uq = qu .

UI = AI - b t - c K + d T

= tu = a I - b + c k -
dj ) ⇒ c-

-

d = 0

UJ = a J t bk - c t - d I

= Tu = a T - bk - ey + d I ) ⇒ b = 0 .

D' où le = a. 13
,
et u e su ca ) ⇒ a

'
= 1

.

Finalement
,
Ken Y = { ± 1f .

Il reste à montrer la Ejecté de M
.

On va utiliser qu' en général , 0cm ,
R ) est engendré

par
les réflexions orthogonales .

Ceci implique en particulier

que
tout f e so ( m ) est produit d' un nombre pané de réflexion.

Rappel : la réflexion L par rapport à x. C- E nonne

'

est donnée
par : x

r ( re ) = se - 2 ex , x. > x.
ai ii.,
;

ru!!
✓



Prenons q.EE =
Vert ( I

,
J

,
K )

,
nourri ( g-% = 1) .

Soit a la réf . t selon q .
. Comme le produit

scolaire de IH s' écrit f- ( qjq, tqq. ) ,
on a :

tt
q
e E

,
r
. ( q ) = q - ( qq

.

+ I. 9) %
=

q + qq.at 9.99
.

= -

g. qq.tl .

car q , q.EE ⇒ à = -

q
et à = -

qe , q
.

= - qj
'

.

Ainsi
, Cq

,

=
- ro : l'opposé d' une réflexion est

E

bien dans l' image de 4-

Soit maintenant f c- soc 3)
.
Alors f- est produit

d' au plus trois
.

réflexions ( comme tout élt de Ocs ) ) .

det 1
.

⇒ f = id ou produit de deux réflexions
-

( exercice :
l' écrire explicitement )

si f # id ,

alors f = rira = C- RDC- r . ) ,
où

r
. .
or
,
sont deux réflexions

. ÈIMY

Ainsi tout f c- So ( z ) = So ( E ) est dans l' image de H
.

CEL :
Y : su (2) → Sols ) est bien surjective ,
de noyau { ± idf .

C'est le
"

revêtement spinou.cl
"

de sots
.



Ex 8 On considère une forme quadratique hermitienne-

:
_

sur Cs :

q (
x. ix. %) = q (

x )
,
où x = (%;) c- Ci ?

anti , lin .

s ( x
, y )

q -s s t × lait 2ns xiyi
polarisation ¢ Es

,

73 Y
,

✓

Forme sesquilinéaire ,

à symétrie hermitienne -

Sly ,
m ) = s ( x

, y )Ê±ü÷i±ü÷: : ÷:
¥ vérifier la symétrie hermitienne

.

On regarde le
cas de :

q (a)
= Ind

'
+ lait

'

t IX. l
'

- i à xr + ix.à + ix.% - ix.à .

-
~

,

Sous - cas : q ( x ) ;
xixz-lixdxze.IR légal à son
I. xz + ix. .SI Conjugué )

E E

sous - sous -E : "?
*ËÏ:

\ s'Cx
, g) = iI y

,
+ iy.az

= s
" (x. y)

'



scx , y ) = à y
,

+ Ey
,

+ rçy
,

- iàry
,

+ i à y
,

+ i à y
,

- ix. y
,

A % aïe a . . .

Algorithme de Gauss
pour

le cas hermitien :

q (a)
= Ind

'
t tai l

'

t IX. l
'

- i à er + ix.à + ix.z - ix. sç .

la + b l' = la l' + Ibf

↳+ à b tab

q (
x ) = In .

l' + ix. x. + ix.À + lad' + IX. l' + ixix, _ iras

= il ix. + x. l' IX. l'

/ ix. t x. l' +tl ix. + x, l
'

- t x. 12
.

q
est de signature (2. 1) . Vêrif

.

via les
vap

de A :

/!
"

x

,
1=4 - x ) ? au - x )

= (t - x) I ( r - x )
'

- 2]



= ( 1

,

- x ) ( ( t - xtvî )( t - x - VI) )
v t t
1 1 + VI r - VI

> 0 >0 < 0

On retrouve bien la signature f2,1) de q .


