
Feuille 4 .

EI .

1- a - Nou - dégénérée ¥ anisotrope .

FAUX : Etre ex .
Sue R

'

, q ( x ) = ai - xi
Elle est non dégénérée ,

car sa matrice dans

la base canonique est ( I I ) e GL , CIR ) .

Pourtant
,

le vecteur ( ! ) est tqq (f) = o .

(et c :) # l :)) .

1. b. Anisotrope ¥ Non - dégénérée

VRAI : Preuve .
Par contraposée ,

si q
est dégénérée

,

si A est sa matrice dans le b. e.
,
i. e.

Vue IR"
, q ( re ) =

to Ao

alors A ¢ Glen ( IR ) ( pou déf ) .

D'où l'existence

de v ± o tg Av = 0 , ⇒ q ( re ) =
tro Av = 0

.

Rappel : Si ( en
,
. . .

.
en ) et la b. e-

,

A = ( aij ) , alors
aij = blei , ej )

à b est la forme polaire de
q .

i. e. la forme bil
. sgm tq qcv ) =

bcv
,
v )

tro c- IR ?

RI : On parle de
"

Ku
q
"

: si b est sa faune polaire
Kuq = { x c- R

" I tg c- R
"

,
bla

, g) = 04



= (Rm) ?

q
est non dégénérée ssi.ie#Keeq-- { 0f .

1. c. ( q est déf > 0 ou déf c o) ¥ q Anisotrope-
-0

| : Suit de la déf
.

| : Si q
est anisotrope

,
alors elle et

non dégénérée .
Il
y a n+1 signatures possibles :

( m
,
o )

,
(m - r

,
e)

,
(m - 2

,
2)

,
- - - -

, fl , n - i )
,
( O

,
m ) .

- -
déf

. so déf
< •

- (
p , q )

£ la

÷:
.
÷:c
.
. . ..name.

q (x ) = ai + . . - t xp
'
- xp! - . . _

- qu
'

( m =p + q)

→
le vecteur de coordonnées ( 1,0 , . . . .

0
,
1) est

isotrope
,
dès que pso et

q > 0 .

Ainsi
,
si ( p , q ) # (m ,

o) eu ( 0
,
m)

, q
admet un vecteur
isotrope non nul

.

Donc
, q anisotrope ⇒ signature Eu

,
o ) ou Co

,
u)

- -

déf > o déf co
.

1. d. FAY .

Un ex : Sue R
'

,
la forme quadratique



q ( re ) = xi - xi n' eet pas déf
. positive , pourtant

q (
Ei ) so et

q ( E ) > 0 peur

En = (f) ,
à =L? )

et ( en
,
Ez) est une base de R

'

.

""14¥11
""

ai - xian .

En jaune ,

le lieu

/ { KEIR ? Iqcx ) -- of

I % .

q > o
m
. Il 11 ,| q so

q
: R
'

→ R
.

m' + ai = ai = II
En dim 3

, qlnt = j'{ÎÊ
- "i i

: âme isotrope .

÷#
ce

x.



i

a ÏËÏ.
Xp ( x ) = det ( A - XI

, ) = (4- X )
'

- t - 1 - 314 - x) .

= (4- XP - 314 - X ) - 2
. = ( X - 2) QCX ) .

Xp (2) = 0 .

Xa ( X ) = (2 + ( 2- x ) )
?

- 3 (2 +2f - x)) - 2

⇒8ft 12 (2- x ) + 6 ( 2- X )
?

+ f2 - × ) '

-6f - 3 ( 2- x ) -2f

= f2 - x ) ( f2 - x) ' t 612 - x ) + 9 ]
.

'

= - x ) ( X2 - 4X t 4 t 12 - 6×+9 )

= (2- X ) ( X2 - 10 X +25 )

= @ - X ) ( X - 5)
2

. m Sp A = { 2,5pctîËÏ ) malt
.
,
mets

1=2 :ÊTES
× ,

x t 2g tz = 0 × - i ¥ - si La t.it , ⇒

ix t y + 2g = 0 × i



⇐ {
- in +2g tz - o

i n - y +23 = 0-

⇐ , {
- in + 2g + z = 0

3 y +3g = 0 .

x.- ix
⇒ { ËÉ

,
a.ee paon -

( "g) c- E. ¥ ) m rep . pour d-
- 2

.

On sait que E- (A) = E. CA

¥ ( "g) c- Es , ( 3g ) e E- CA )

÷| - in t - y tz = a
-
L'équation du plan complexe EMA) .

→
base (f) , → rep . rap = 5

.



( A ⇒ B) ⇒ ( non B ⇒ non A)
-

Contraposée de A ⇒ B

Déf : .
Si

q une faune quad .
sur E

,
un vecteur • E E

est dit isotrope ( peur q ) si q (v ) = 0 .

• q
est anisotrope si 0 est le seul vecteur

isotrope de q -

q →
une forme bilinéaire b ( dite faune polaire)

et si ( e .
.
. .
-

,
en) base de E

,

la matrice de
q

dans Ce :) est la matrice A = ( a )
. aij = b Cei

, ej) .

→ si X est le vecteur coordonnées de x € E dans

la base

ceil.de#q(nI=tXA
b. (x

, y ) =
t
X A Y

,
où X. Y =

rect
.

caxd
.

de x
, y

q ( ou b) est non - dégénérée sé dans Cei ) .

A e Glr ( IR) .

⇒ Vx E E
,
( Vge E ,

bloc
, g) = 0 ⇒ a = o) .

Et
= { 0f .



1- e
.
Non dégénérée § Anisotrope

FAI .

Etre ex : q ( x ) = ai - xi sur R ?

A = % ? ) c- GL.GR )
,
d'où q non dégénérée

mais (f) est isotrope pou q . (⇒ pas anisotrope) .
1. b. Anisotrope ⇒ Non dégénérée .

VRAI
.
Preuve

par contraposée .

Si Af GLNCIR) ,
JXEIRÎ got l A. X = 0

D' où
,
si v a pour coordonnées X

, q (re ) = 0

car
q ( re )

=
EX A ×

.

et o # 0 .

un
= 0

D' où
q non anisotrope .

1. c.
q

est anisotrope ¥ q
est définie > o

ou q
est définie < 0 .

Et : Suit de la définition
.

|- : Si q
est anisotrope ,

alors elle est non dégénérée .

→
de signature ( p , q ) ,

avec ptq = on = dim E
.

E ↳
# vap > 0 # vape 0 .

q s'
écrit ( dans de bonnes coordonnées ) :



q (x ) = ai + ait . . + xp
?
- xp? ,

-

. . .

- xm
'

.

Il y a (n+1 ) signatures possibles :

(m
,
o)

,
( m - 1

,
1)

,
- - - -

,
( 1

,

n - i )
,

( O
,
u ) .

- -

déf so déf <0

Dans ces coordonnées
,
si fp , q ) =/ (m, o ) en Co

,
m)

,

alors le vecteur ( 1,0 . . .
0

,
1) est isotrope .

÷
Ainsi

, Xp , q) # Ce , m )
.
Cu

,
a)

,
une f-q .

de

signature (pcq ) n'ut pas anisotrope -

CI : Une faune quadratique anisotrope et déf > 0
ou déf a 0 .

1. d
. Si

q ( e.) so .
. .

-

, q ( en ) > 0 .

M

v C- IRM
,

v = Irie :

i = i

q (v ) = b(v.v ) =
b ( Êxiei , Êxie:)

=

, n

" " j blei , ej ) .

-

i - j -

xi - xi = q ( x ) seu R?



q ( Ei ) so ,

à E-⇐ ( ! )

q ( E ) > 0 ,
où

ça} (E)
: q ( E ) = 22 - t' =3 > 0.

x.

±:III.HË#
qlnl = a? - ni = 0 ⇒ ai = xi

Vue
Fourme fonction de

"
'
= a ? ou au = - xz .

deux variables
.



Ë : A =p! ! rap ?

4- x i
-
i

Xa ( X ) = - i 4- x l

i , 4 - X

= (4- x )
?
- 2 - 3/4 - x )

.

Xp (2) = 0 .

Xp ( x ) = ( 2 + f2 - x ) )
?

- 2 - z (2 + ( 2- x )) .

{ ( X - 2)
k

,
kzo {

base de IRIXI .

Xp ( X ) =# + 12 ( 2- x ) +6 ( 2- x )
?

+ ¢ - x )
'

-2/-6/-3 (2 - x ) .

= (2- X ) ff2 - x)
'

+ 612 - x ) + g)
= (2- x ) ( X ' - 4X t 4 t 12 - 6×+9)
= (2- x) ( X2 - 10 X + 25 ) .

= @ - x ) ( X - 5)?

2 : rap simple
,

5 rap double
-

dim E. ( Al - I dim E. (A) =2 .



f? ii Ë ) - noyau ?

× '

[Yiy-iz=×-
i n +2g + z =

0 → on sait que
le système

×
i in t y +23=0 est de rang 2 .

¥: ÷ .
.

> ⇒ {
- in +2g + z = o

i x t y +23--0

⇒ p
- ist 2g + z = 0

3g + 33 =

On
= ix

← { jÎÎ
,

a c- a paramètre

Ez (A) = E. Ë)
Comme A est hermitienne

,
E- (A) = E. (A)

"

.



Es- (A) est le plan complexe de E
?

d'équation :

< fi ) , (f) 7=0 . xigntàcs
.

+ Is
.

.

- ix - y + z = 0
: équation de E- (A)

.

Et !ç!Ümd- ruban :(%) , (%)| - ia - p - p = 0 .

x =
2 :p .

Bondera : f:) (f) ¥ )) .

"ii:* ⇒t.it


