UCA — ALGEBRE & GEOMETRIE — L3 2021-2022

Feuille d’exercices n°4 bis : pour s’entrainer ...

1. On se place dans l'espace hermitien standard (C3, (—, —)). Soit la matrice
1 =3i 0
H= |3 -2 il enM0).
0 — 1

1.a. Exhiber un vecteur non nul v € C? tel que Hv = v. En déduire que H posséde une
valeur propre A = 1 et que ’espace propre associé est Ey = C.v.

1.b. Calculer la trace tr(H) et le déterminant det(H) de la matrice H.

1.c. Justifier (sans calculs) que la matrice H posséde trois valeurs propres réelles A\, ui, v € R.
Montrer les relations tr(H) = A+ p + v et det(H) = Auv. Calculer p et v.

1.d. Déterminer le polynéme caractéristique de H et comparer avec les calculs du 1.c.

1.e. Déterminer les espaces propres E, et E,. Justifier que les trois espaces propres de H
sont deux & deux orthogonaux.

A0 0
1.f. Exhiber une matrice unitaire U € U3(C) telle que U*HU = [0 pu 0
0 0 v

2. On se place dans 'espace euclidien standard (R3,(—, —)). Les vecteurs sont exprimés dans
la base canonique : v = xe; + yes + zes. Soient la forme quadratique ¢ : R® — R définie par
q(v) = 2% + 22y — 4xz — 22 et la forme linéaire [; € (R®)* définie par I;(v) = z +y — 2z.

2.a. Montrer que ¢ — (I1)? est une forme quadratique sur R?® ne dépendant que de (y,2). En
déduire des formes linéaires I, I3 telles que q(v) = €111 (v)? + e2l2(v)? + €3l3(v)? avec ¢; = +1.

2.b. Quelle est la signature de la forme quadratique ¢ ? Est-elle non-dégénérée 7
2.c. Trouver la base (€1, é2,€3) de R? dont (I1,12,13) est la base duale de (R?)*.

2.d. Expliciter la matrice symétrique A € M;3(R) vérifiant g(v) = (v, Av) pour v € R3.
Montrer que si w = Z€; + §€z + 2€3 alors q(w) = €132 + 272 + €372

2.e. Déduire de 2.d que si P est la matrice de changement de base de (éj,és,¢é3) vers
(e1,e9,e3) alors tPAP est une matrice diagonale a termes diagonaux 41. Exhiber deux vec-
teurs isotropes de la forme quadratique ¢ qui sont linéairement indépendants.

3. On considére M, (R) comme un R-espace vectoriel.

3.a. Montrer que (A, B) + tr(*A - B) est un produit scalaire sur M,(R). On note || —| la
norme assosciée. Rappeler la décomposition polaire d’une matrice réelle A € M, (R).

3.b. Montrer que si OS est la décomposition polaire de A, alors ||A]|? = ||S]|? et det(A4%) =
det(S?).

3.c. En utilisant que S est diagonalisable, montrer que (det(52))» < Liis)2.
3.d. En déduire que toute matrice A € M, (R) vérifie 'inégalité \/ndet(A)n < ||A].
3.e. En déduire qu’une matrice A € M,,(R) de déterminant 1 vérifie || A| > /n.



