UCA — ALGEBRE & GEOMETRIE — L3 2021-2022
Feuille d’exercices n°5: Espaces affines et transformations affines

1. Soit E un espace affine de direction V. L’ensemble des points E est donc
muni d’une action associative E X V — E : (z, ) — x + ¥ qui vérifie que pour
tous z,y € E il existe un et un seul 7 € V tel que z + ¥ = y. On notera @ = Z.

l.a. Montrer que application E x E =V : (z,y) — @ vérifie la relation
de Chasles @ + y? = T2 R N
1.b. Montrer que x + ¥ = y si et seulement si VO € E : Oz + ¥ = Oy.
— 2 -
1.c. Montrer que =z + ¥,y + W = w—|—37J—v.

2. Barycentres. On considére trois points xg, 1, 2o de 'espace affine R2.

2.a. Montrer que (zg, 21, 72) forme un repere affine de R? si et seulement si
l’enveloppe convexe de {zg, 21,22} est un triangle d’intérieur non vide.

2.b. Ecrire ’équation de la médiane passant par xg en coordonnées barycen-
triques par rapport a (zg, 1, Z2).

2.c. Montrer que les trois médianes du triangle s’intersectent en un point
unique, le barycentre du triangle.

2.d. Formuler une proporiété analogue du barycentre d’'un repere affine
(x0, 71, T2, 3) de R3.

3. Sous-espaces affines. Soit (E, V) un espace affine. Soit F' C E une partie
non vide. Pour « € F on note (F,z) ={0 € V ]z +7 € F}.

3.a. Montrer que pour z,y € F, (F,x) est un sous-espace vectoriel de V' si
et seulement si (F,y) en est un. Donc, cette propriété ne dépend pas du choix
de xz € F. Si elle est satisfaite, on dit que F' est un sous-espace affine de E.

3.b. On choisit O € E. Montrer que pour un sous-espace affine F' de F, il
existe x € F' et un sous-espace vectoriel W de V' tel que FF = W + (ﬁs Montrer
que W+O_>x:F:W+O_yjsi et seulement siﬁje w.

3.c. Montrer que deux sous-espaces affines Fi, Fy de ' de méme dimension
ont la méme direction si et seulement si soit F; = F5 soit Fy N Fy = (.

3.d. Soit z € E— F. Montrer qu’il existe un et un seul sous-espace affine G
de E tel que z € G, dim F =dimG et FNG = 0.

4. Projections affines. On dit que deux sous-espaces affines sont transverses
s’ils s’intersectent en un seul point et leurs dimensions sont complémentaires.

4.a. Montrer deux sous-espaces affines (Fy, V1), (F2, Vo) de (E,V) sont
transverses si et seulement si Vi @ Vo = V.
4.b. Montrer que pour deux sous-espaces affines transverses de F il existe

une et une seule application affine pr% : E — Fy appliquant Fy sur F; N Fs.

On appelle pr% la projection affine sur Fy paralléle a la direction de Fs.
Indication: Comme O = F} N F; est point fixe de la projection, la projection
est entierement déterminée par sa partie linéaire (cf. 6.a).



4.c. Soient z,y, z trois points distincts d’une droite affine D. On note %
I'unique A € R tel que 73 = AZZ. Montrer que y = Az + (1—-MX)z en coordonnées
barycentriques par rapport au repere affine (z,z) de D. Formuler en fonction

du rapport % la propriété géométrique que y se situe entre x et z.

5. Trois théorémes de géométrie plane.—-

5.a. (Thalés) Soient Dy, Dy, D3 C R? trois droites distinctes et paralleles.
Alors pour toutes droites D, D’ transverses & D1 on a la formule:

—
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ou a, b, c (resp. a’,b', ) sont les intersections de D (resp. D’) avec D1, Da, Ds.
Indication: Considérer la projection affine sur D’ parallele & Dy, Do, D3.

5.b. (Ceva) Soit (a,b,c) un repere affine de R? et a’, V', ¢’ € R? tels que

" {b t b t ¢/ b}.

a ¢ ’C}ﬁ 7)9_1{%c}e c ¢ {a,b}

Alors %b . Z:C . % = —1 si et seulement si les droites D4/, Dy, Deer sont

a c a C

soit concurrentes soit paralléles.

5.c. (Menelaiis) Soit (a,b,c) un repere affine de R? et o/,b, ¢ € R? dis-
tincts de a, b, c_e)t t<£§ que @’ € Dye,b' € D¢y, € Dyy,.

)

7 / / . . . ,
Alors %’ . % - &2 =1 si et seulement si a,b’, ¢’ sont alignés.
a'c ba b

a

6. Sous-groupes du groupe affine. On note Aff(R") le groupe des trans-
formations affines R™ — R™.

6.a. Soit O € R™. Montrer que le sous-groupe de Aff(R™) des transforma-
tions fixant O est isomorphe au groupe linéaire Gl,,(R).

6.b. Montrer que les translations de R™ forment un sous-groupe commutatif
T(R™) de Aff(R™). Etant donné A € G1,(R) et ¢, € T (R™) montrer que At, A~*
est une translation. De quelle translation s’agit-il 7

6.c. Soit P un ensemble fini de points de R™. Montrer que le sous-groupe
Gp des ¢ € Aff(R™) vérifiant ¢(P) = P laisse invariant 'enveloppe convexe Cp
de P et fixe le barycentre de P. Montrer que si P est un repere affine de R™
alors le groupe Gp se plonge dans le groupe Bij(P) des permutations de P.

6.d. Soit A I’ensemble des sommets d’un triangle équilatéral de R2. Montrer
que la partie linéaire gg de tout ¢ € G est une application orthogonale. Montrer
que G s’identifie & Bij(A) et contient donc 6 éléments.

6.e. Soit O I’ensemble des sommets d’un carré de R?. Montrer que la partie
linéaire 5 de tout ¢ € G est une application orthogonale. En déduire que
le plongement G < Bij(J) n’est pas surjectif. Montrer que G contient au
moins 8 éléments.

MOTS-CLES : ESPACE AFFINE, REPERE AFFINE, COORDONNEES
BARYCENTRIQUES, TRANSFORMATIONS AFFINES, CONVEXITE.



