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Exercice 1

Etudier la convergence simple, puis uniforme des suites de fonctions suivantes :

a)fn(x) =
sin(nx)

n2 + 1
, b) fn(x) =

x

n + |x|
, c) gn(x) = nx2e−nx,

d) fn(x) = nxe−nx sin x, e) fn(x) =
√

x2 + 1/n2, f) fn(x) = naxe−nx.

Dans l’exemple e), que peut-on dire de la dérivabilité des différentes fonctions ?

Exercice 2

Montrer que (1 − x
n
)n1I[0,n](x) converge uniformément vers e−x sur R

+.

Exercice 3

Soit la suite de fonctions (fn)n∈N avec fn : R → R définie par

fn(x) =
2nx

1 + n2nx2
.

1. Calculer In =
∫ 1
0 fn(t) dt.

2. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn)n∈N.

Exercice 4

Soit la suite de fonctions (fn)n∈N avec fn : [0, π/2] → [0, π/2] définie par

f0(x) = 1, fn+1(x) = 1 +
∫ x

0
fn(sin t) dt.

1. Montrer que

0 ≤ fn(x) − fn−1(x) ≤
xn

n!
, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0, π/2].

2. Etudier la convergence de la suite (fn)n∈N.

3. On note f la limite de la suite. Montrer que f est solution de l’équation différentielle
f ′(x) = f(sin x), f(0) = 1.

Exercice 5

Soit (Pn)n∈N une suite de polynômes qui converge uniformément vers f sur R. Montrer que f
est un polynôme.

Exercice 6

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de R dans R qui converge uniformément vers f sur R. Soit
φ une fonction de R dans R. Montrer que (fn ◦ φ)n∈N converge uniformément vers f ◦ φ sur R.

Que peut-on dire de la convergence uniforme de (φ ◦ fn)n∈N vers φ ◦ f ?

Exercice 7 (Théorème de Dini)

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues de [a, b] dans R qui converge simplement vers f
continue.

1. On suppose que la suite de fonctions (fn)n∈N est croissante. Montrer alors que la convergence
est uniforme.

2. On suppose cette fois que chaque fn est une fonction croissante. Montrer que dans ce cas
aussi la convergence est uniforme.
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Exercice 8 (Polynômes de Bernstein et théorème de Stone-Weierstrass)

Pour f ∈ C([0, 1], C), on considère pour n ∈ N,

Bn(f) =
n
∑

k=0

Ck
n f

(

k

n

)

tk (1 − t)n−k.

1. Calculer Bn(1), Bn(t), et Bn(t2).

2. Calculer
n
∑

k=0

Ck
n

(

k

n
− t

)2

tk(1 − t)n−k.

3. Montrer que pour tout α > 0, on a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k tel que |t−k/n|>α

Ck
n

[

f(t) − f

(

k

n

)]

tk(1 − t)n−k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
‖f‖∞,[0,1]

2nα2
.

4. Montrer que Bn(f) converge uniformément sur [0, 1] vers f .

5. En déduire que toute fonction continue de [a, b] dans C est limite uniforme de polynômes sur
[a, b] (Théorème de Stone-Weierstrass).

Exercice 9 (Suite régularisante et théorème de Stone-Weierstrass)

On appelle suite régularisante une suite de fonctions (ρn)n≥0 continues à support compact de
R dans R telles que

a) ρn ≥ 0,

b)
∫+∞
−∞ ρn(t) dt = 1,

c) ∀α > 0,
∫

|t|≥α ρn(t) dt →
n→+∞

0.

On définit pour toute fonction f continue à support compact, la convolution de f avec ρn selon :

f ∗ ρn(x) =
∫ +∞

−∞
f(x − t)ρn(t) dt.

(Existence de cette intégrale ?)

1. Montrer que la suite de fonctions (f ∗ ρn)n≥0 converge uniformément vers f sur R.

2. En utilisant

ρn(x) =
1

∫ 1
−1(1 − t2)n dt

(1 − x2)n1I|x|≤1,

redémontrer le théorème de Stone-Weierstrass.

Exercice 10

Soit f ∈ C([0, 1], C) telle que
∫ 1
0 f(t) tn dt = 0 pour tout n ∈ N. Montrer que f = 0.
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