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SÉRIES ENTIÈRES

1. Rayons de convergence.

a. Trouver celui de la série
∑

∞

n=1
sinn

n zn.
b. Montrer que

∑

∞

n=0 anzn a un rayon strictement positif si et seulement s’il existe A > 0
tel que |an| ≤ An pour tout n ≥ 1.

2. Équation différentielle.

a. Déterminer les solutions de l’équation différentielle

xy′′ + y′ + xy = 0

qui sont développables en série entière à l’origine.
b. Montrer que la solution telle que y(0) = 1 est la fonction de Bessel

J0(x) =
2

π

∫ π/2

0
cos(x sin t) dt .

3. Points singuliers.

a. Soit

f(z) =

∞
∑

n=0

z(2n) .

Quel est son rayon de convergence ? Montrer que f n’est pas bornée sur [0, 1[. En déduire
que 1 est un point singulier de f .
b. En observant que f(z) = f(z2) + z, en déduire que toute racine 2k-ème de l’unité est
point singulier, et enfin que tout point du cercle unité est singulier.
c. Plus généralement, soit f(z) =

∑

∞

n=0 anzn, de rayon de convergence 1, à coefficients an

tous positifs. Montrer que 1 est point singulier de f .
[Sinon la série

∞
∑

0

f (p)(1/2)

p!

(

x −
1

2

)p

convergerait pour un x > 1. Expliciter f (p)(1/2) et aboutir à une contradiction.]

4. Développement de l’inverse. Soit f une fonction développable en série entière autour
de 0, telle que f(0) = 1. Montrer que 1/f est développable en série entière autour de 0.
[On pourra utiliser 1.b et majorer par récurrence les coefficients de la série obtenue pour
1/f .]
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