Agrégation Analyse (F. Rouviére) 12.10.04

SUITES NUMERIQUES

1. Calculs de limites. Calculer lim nsin(2men!) et lim n sin (7r (V2+ 1)”) lorsque n tend

vers l'infini.
[Pour la seconde on pourra observer que (v/2 + 1)” +(1- \@)n est entier...|

2. "Reégle de ’Hospital" pour les suites. Si (a,) est une suite réelle on note Aa, =
Qp — Qp—1-

a. Soit (b,) une suite strictement croissante qui tend vers l'infini. On suppose que ¢, =
Aay,/Ab, — £ € R lorsque n tend vers l'infini. Montrer que a,, /b, — ¢.

[On pourra considérer I'expression (X5 Agcr) /(X7 Ag) avec A = Aby.]

b. Application. Montrer que, pour n — 00,

3. Valeurs d’adhérence.

a. Soit (x,) une suite bornée de R, telle que x,+1 — x, — 0 lorsque n — oco. On note
¢ =liminf z,,, L = limsup x,,. Montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(xy,) est le segment [¢, L].

[On pourra raisonner par ’absurde, en supposant qu’il existe un point entre ¢ et L qui ne
soit pas valeur d’adhérence.]

b. Ezemple : x, = sin(fp + 61 + - -- + 6,,) avec lim6,, = 0.

4. Limite supérieure et limite inférieure. On considére une suite (z,) de R dont
chaque terme est inférieur & la moyenne des deux précédents. On veut montrer que la
suite converge, vers une limite finie ou vers —oc.

a. Montrer que la suite est majorée. Est-elle décroissante ?

b. Soient ¢ = liminf x,,, L = lim sup x,, et € > 0. Montrer l'existence de k tel que x, < {+¢
et xp_1 < L+ ¢, et en déduire une majoration de x,, pour n > k. Conclure que ¢ = L.

5. Racines carrées itérées.
a. On donne a > 0. Montrer que la suite des

an—\/a—l—\/a—l—-"\/&,nZl,

(n racines carrées) converge, et calculer sa limite /.
b. Soit (uy)n,>1 une suite de nombres strictement positifs. Déduire de a que la suite des

an\/u1+\/U2+~-\/un,n21,

converge si et seulement si la suite des 27" In u,, est majorée.
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