UNSA, DEA 2003/2004, Examen du 11 mars 2004.
“Représentations linéaires des groupes symétriques”

L’espace hermitien des fonctions centrales f : S,, — C est noté R(S,). Son
produit hermitien est défini par < f,g>= L Yoes, fla)glo).

Les représentations (V, py) sont de dimension finie et py désigne a la fois
laction de groupe S,, — GI(V) et laction d’algebre C[S,] — End(V), i.e.
0 (Xes, [(0)0) = Xyes, F@)py (@) V = V.

Le caractere de (V, py) est noté xy € R(S,). Chaque partition A - n définit
une représentation irréductible Sp/\ de dimension f* et de caractere yy.

On note triv, (resp. sgny) le C-espace vectoriel de dimension 1 muni de
Paction triviale (resp. signature) de S,. Chaque partition (A,...,\x) F n
définit un sous-groupe Sy = Sy, x --- x Sy, de S,,. On note M* = C[S,,/S,]
le C-espace vectoriel de base S, /S,. L’action de S,, sur M?* se déduit par
linéarité de V'action de S, sur S, /S,. Plus généralement, toute représentation
pour laquelle il existe une base E stable sous 'action de S,, sera notée C[E]
et appelée permutative. Deux représentations V et W sont dites adjacentes si

<xv,xw>=1.

I. Caractéres irréductibles et idempotents centrauz.

L1. Montrer quun élément x = 3 ¢ fi(0)o est central dans C[S,] (i.e.
Yy € C[S,] : zy = yx) si et seulement si f, € R(S,).

1.2. Rappeler pourquoi f = ) ., <xx,f> xx pour tout f € R(S,). En
déduire & laide de 1.1 que tout élément central x € C[S,,] s’écrit sous la forme
T = EUGSH (Z)\)—n <X fw > X,\(U‘))O’.

L.3. Soit x € C[S,,] central. Montrer que pgx(z) € Endg, (Sp™). Déduire de
la linéarité de la trace que T'r(pgy» () = n! <xa, fz > (On pourra utiliser que
xa(o) = xa(e™1)). Conclure que pg,»(z) = J%' <X, fa > ddgpa.

L.4. Soit x € C[S,] central et idempotent (i.e. 22 = x). On pose supp(r) =

{A F nfpgpr(z) # 0} Montrer que pg,»(x) est soit I'application nulle soit
lidentité. Déduire de 1.2 et 1.3 que @ = > o (3 )\ csupp(a) fn—jx,\(a))o. Ex-
pliciter cette formule pour I'unité de l'algebre C[S,,].

I.5. Montrer que toute algebre A, qui est produit d’algebres A = A; x As,
contient des idempotents centraux ej,es tels que e; +e3 = 1 et ejea = 0.
Indication : poser e; = (14,,04,) et e2 = (04,,14,). En déduire que C[S,]
contient une famille d’idempotents centraux (ex)ar» tels que >, ex =1 et,
si A # u, exe, =0 et supp(ey) = {A}.

1.6. Déduire de 1.4 et 1.5 la formule ey = % > ses, Xa(o)o. Expliciter les
idempotents centraux (ex)i-, pour n =2 et n = 3.

II. Calcul de X (—1,1)-

II.1. Montrer que le caractére d’une représentation permutative C[E] se
calcule par la formule x¢(g)(0) = card{e € E'lo.e = e}, 0 € S,,.



I1.2. On munit C™ de la base canonique E = {ej,...,e,} et on étend par
linéarité l'action e; — e, (;),0 € Sy, & tout C". Déduire de II.1 que le caractere
Xcn de cette représentation permutative vérifie que xcn (o) est égal au nombre
de 1-cycles d'une décomposition de ¢ en cycles disjoints.

I1.3. Vérifier que <Xcr — Xtrivn, s XC = Xtriv, >= 1 pour n = 27 37 4.

I1.4. Décrire la classe de A-tableaux qui correspond & un élément ¢ € S,, /S,.
On fixe A = (n —1,1). Montrer que I'application t — e;21), ott #(2,1) est
I’élément situé sur la deuxieme ligne d’un représentant de ¢ est bien définie et
induit un isomorphisme de représentations ¢ : M1 = C»,

I1.5. Montrer que e; + --- + e, est fixe sous 'action de S™ et que son
orthogonal (e1 + -+ e,)" admet (e; — €1);=2 ., comme base.

I1.6. Montrer que pour tout (n — 1,1)-tableau standard ¢, I'isomorphisme
¢ de I1.4 transforme 1'élément Kt € Sp™~ YY) sur un élément de la forme
e; —e1,i = 2,...,n. En déduire a 'aide de II.5 un isomorphisme Sp("_l’l) o~
(e1 4+ en)™.

IL.7. Déduire de I1.6 que xc, = Xtriv, + X(n—1,1)- La formule IL.3 est-elle
vraie pour tout n > 2 7

1II. Représentations permutatives et réciprocité de Frobenius.

II.1 Montrer que < X¢riv, , Xc[r) > est égal au nombre de S,-orbites de E.
Indication : déduire de II.1 que

1 1
< Xtrivy » XC[E] >= Ecard{(a, e)ES, X E|loe=e} = ] Z card(Stab(e))
ecE

et conclure en décomposant E en orbites.

I1.2. Montrer que <Xsgn,,, Xc[r) > est égal au nombre de S,,-orbites de F a
stabilisateur composé de permutations paires.

II.3. Montrer que < Xaw, Xc[g] > est égal au nombre de S,-orbites de E.
Indication : appliquer la réciprocité de Frobenius & M* = (triv, | S,) T Sn.

[I1.4. Trouver une représentation A" telle que < xau, Xc[p) > soit égale au
nombre de S,-orbites de F a stabilisateur composé de permutations paires.

IV. Représentations adjacentes et tableaux de Young.

IV.1. Montrer que deux représentations V' et W sont adjacentes si et seule-
ment s’il existe une unique représentation irréductible qui apparait simultanément
dans V et W, et ceci avec multiplicité 1.

IV.2. Montrer qu’il existe a un scalaire pres un unique morphisme de
représentations entre deux représentations adjacentes. Quel est son image ?

IV.3. Rappeler pourquoi S,,/Sy, est en bijection avec ’ensemble des A-
tableaux ayant des lignes strictement croissantes. A un tel A-tableau ¢, on
associe un A-semitableau p(t) en remplagant les pq premiers entiers de ¢ par 1,



les o entiers suivants de t par 2, et ainsi de suite. Montrer que deux A-tableaux
t et ¢’ vérifient p(t) = p(t') si et seulement s'il existe o € S, tel que o.t =1¢'.

IV.4. Déduire de IV.3 une bijection canonique entre ’ensemble des S,,-
orbites de S,,/Sx & stabilisateur trivial et l’ensemble des A-semitableaux u-
standards (i.e. des tableaux de forme A ayant u; occurrences de j et ayant
des lignes strictement croissantes). Montrer que si A’ désigne la partition duale
de )\, alors il n’existe qu’un seul A-semitableau \-standard.

IV.5. En admettant que tout stabilisateur non-trivial d'une S,-orbite de
Sn/Sa contient des permutations impaires, déduire de III.4 et IV.4 que <
AF M? > est égal au nombre de A-semitableaux p-standards. En particulier,
conclure que A> et M sont des représentations adjacentes. Quelle est la com-
posante irréductible commune? Comment la construire & partir de A* et M*?



