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Nous continuons à considérer la question d’une épreuve avec questionnaire à choix multiple (QCM), où sont proposées  r  réponses à chacune des 20 questions posées. L’objet est de recaler les candidats dont les réponses sont données au hasard. On fait l’hypothèse qu’un étudiant répondant au hasard choisit la réponse exacte avec une probabilité p0=1/r alors que les autres étudiants font un choix exact avec une probabilité strictement supérieure, égale à p1=0,6. On désigne par X la v.a. qui, à un étudiant qui répond au hasard associe le nombre de réponses justes au QCM. La loi de X est donc une loi binomiale B(20,p0). Dans le précédent TD nous avons étudié l’hypothèse H0 (ou hypothèse nulle) qu’un étudiant répond avec une probabilité p0 (au hasard) et avons vu qu’avec r=3 il fallait exiger 11 réponses justes pour que le risque de rejet à tord de cette hypothèse soit de probabilité  inférieure à 5% : ce risque est appelé risque de première espèce et sera noté R1. Mais il y a un autre risque :

celui que l’hypothèse alternative, notée H1, soit rejetée à tort. On l’appelle le risque de deuxième espèce et sera noté R2. Il représente le risque qu’un étudiant ayant normalement travaillé et répondant juste avec la probabilité p1 soit injustement collé. On désigne par Y la v.a. qui, à un étudiant qui répond juste avec une probabilité p1=0,6 associe le nombre de réponses justes au QCM. La loi de Y est donc une loi binomiale B(20,p1). Nous avons pu voir qu’avec r=3 et =5%, ce risque R2 a une probabilité >24%. Nous nous proposons d’étudier en parallèle ces deux risques en fonction de la note k exigée et du nombre r de réponses proposées à chaque question.

I Loi des v.a. X et Y : écrire k dans la cellule A1 ; donner aux cellules B1 et C1 les valeurs respectives 1/3 et 0,6. 

Donner aux cellules A2:A22 les valeurs 0 à 20 ; faire calculer en regard, dans les colonnes B et C, la probabilité que X et Y soient égales à k. Donner une représentation graphique de vos résultats ; le nom des séries sera la valeur de la probabilité.

II Loi cumulative de X et Y : écrire « cumulative » dans la cellule A23. Donner aux cellules A24:A45 les valeurs 0 à 20 ; faire calculer en regard, dans les colonnes B et C, la probabilité que X et Y soient inférieures ou égales à k. Donner une représentation graphique de vos résultats ; le nom des séries sera la valeur de la probabilité.

III Risques R1 et R2 : écrire dans les cellules B23 et C23 « R1 » et « R2 ». Rappelons que

· R1= rejet à tort de H0 = l’étudiant n’ayant pas travaillé est reçu

· R2 = acceptation à tort de H0 = l’étudiant ayant normalement travaillé est ajourné

Dans les colonnes D et E, écrire en regard des valeurs de k de la colonne A la probabilité des risques R1 et R2 si la note exigée est égale à la valeur de la colonne A. Donner une représentation graphique de vos résultats ; le nom des séries sera « R1=rejet à tort de H0 » et « accep. à tort de H0 » ; faites figurer un quadrillage secondaire des ordonnées de pas 0,05. Attention : cette question est subtile et on se trompe facilement : vérifiez vos réponses, par exemple en comparant avec les résultats que vous aviez trouvé lors de la dernière séance avec k=11.

IV Sur une nouvelle feuille de calcul, reprendre les questions II et III pour r=4 et r=5. 

V Sur une nouvelle feuille de calcul, écrire k dans la cellule A1 ; donner aux cellules A2:A22 les valeurs 0 à 20 ; dans les cellules B1:E1 écrire « R1,p0=1/5 », « R1,p0=1/4 », « R1,p0=1/ 3 », et enfin « R2,p1=0,6 » ; recopier par valeur (Edition – collage spécial… - coller=valeur), sous chacune de ces rubriques, la valeur de la probabilité du risque correspondant. Donner une représentation graphique de vos résultats ; le nom des séries sera la rubrique, figurant en ligne 1.

VI Dans les cellules B23:D23 écrire la plus grande valeur de k à retenir pour que le risque R1 soit inférieur à 5% pour le choix de r correspondant à la colonne. Dans les cellules B24:D24 recopier la valeur de la probabilité du risque R1 . Dans les cellules B25:D25 recopier la valeur de la probabilité du risque R2 correspondant. Imprimez cette feuille de calcul avec la mise en page et les précautions d’usage.
VII Courbe de puissance du test : On appelle courbe de puissance du test le graphe de la fonction qui à chaque valeur de la probabilité p1 (probabilité d’un individu qui vérifie l’hypothèse alternative H1) associe 1-, où représente la probabilité du risque de deuxième espèce R2. Lorsque  p1 est égal à p0, la puissance 1-n’est rien d’autre que la probabilité du risque de première espèce donc 1-. Pourquoi ? Par contre lorsque p1 n’est pas égal à p0, la puissance 1-prend des valeurs différentes. Plus cette courbe est proche de 1 et plus le test est puissant car sa probabilité de rejeter l’hypothèse H0 à bon escient est proche de 1 : c’est la puissance que le test a de découvrir la fausseté de H0 sans tomber dans le risque R2.

Tracer la courbe de puissance du QCM considéré dans le cas où  r=3 (p0=1/ 3) et =5%. Recommencer pour r=4 puis r=5. Tracer les trois courbes sur un même graphique. Qu’observez-vous ? 
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