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Chapitre 1

Eléments de logique

Dans cette premiere partie du cours, on introduit trés rapidement quelques
outils permettant de formaliser les idées mathématiques et d’obtenir des moyens
systématiques de traiter les problemes.

1.1 Fabriquer des énoncés

1.1.1 Enoncés élémentaires

Dans cette partie, on tente de donner les outils nécessaires a la formulation
précise d’énoncés mathématiques. On veut par exemple formaliser des phrases
du type suivant :

— “la somme de deux nombres positifs quelconques est un nombre positif*

— “le carré de n’importe quel nombre réel est un nombre positif.”

— “tout nombre réel positif est le carré d’'un nombre réel”.

— etc.

Plus précisément, on cherche une maniere systématique décrire des énoncés util-
isant le moins de mots possible (de maniére & éliminer toute ambiguité et de
raccourcir les énoncés.

On introduit donc les notations suivantes (ou quantificateurs) :

Définition 1.1.1 — “pour tout” se note ¥
— “4l existe 7 se note 1
— “appartient” se note €

On appelera énoncé élémentaire toute phrase fabriquée a ’aide des symboles
précédents, “ayant un sens”.

Exemple 1.1.1 Awvec ces notations on peut traduire de la maniére suivante :
— “la somme de deuxr mombres positifs quelconques est un nombre positif* se
traduit par
Va € [0, +oo[,Vb € [0, +00[, a+b>0

— “le carré de n’importe quel nombre réel est un nombre positif” se traduit
par
VzeR,22>0
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— “tout nombre réel positif est le carré d’un nombre réel” se traduit
Ve e RY,Jy e R,z =y
Exercice 1.1.1 Traduire “il existe un nombre rationnel dont le carré vaut deuz”.

Exercice 1.1.2 Soit f: E— F. On dit que [ est surjective si tout élément de
F est limage par f d’au moins un élément de E. Traduire cette définition avec
des quantificateurs.

Remarque 1.1.1 (importante) Les quantificateurs V et 3 ne commutent pas.
Par exemple les énoncés suivant ne sont pas du tout équivalents :
-VzeR,JyeRxz<y
- JyeRVreR x<y.

Les quantificateurs permettent de fabriquer des énoncés élémentaires. Pour
obtenir des énoncés plus complexes, on peut utiliser des "mots de liaison” entre
énoncés : “et, ou, implique, contraire”.

1.1.2 Enoncés complexes

Disposant d’énoncés élémentaires, il possible de fabriquer des énoncés plus
compliqués. Par exemple, si A et B sont deux assertions , on voudra parler des
enoncés : A et B’,"A ou B’ etc.

Définition 1.1.2 - A et B senote ANB
- A ou B senote AV B
- “A implique B 7 se note A = B
— “contraire de A” se note |A.

Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F'. On dit que
f est injective si deux éléments quelconques de E et différents ont des images
différentes. Avec 'aide des quantificateurs, cela se traduit

Définition 1.1.3 Soit f : E — F une application. On dit que f est injective si

Ve e R,\Vy eR, (z £y = f(z) # f(y))

De méme, on dira que f est surjective si tout élément de ’ensemble d’arrivée
F est 'image d’au moins un élément de E. Avec 'aide des quantificateurs, cela
se traduit

Définition 1.1.4 Soit f : E — F wune application. On dit que f est surjective
)
Yye F, 3z € E, f(z) =y.

Exemple 1.1.2 La fonction f : R — R définie par f(x) = 22, n'est ni injective
(carl # —1 et f(1) = f(—1)) ni surjective (car f(x) # —1 pour tout x € R).

Soit maintenant f : R — R une fonction. On dit que f est croissante si
deux éléments quelconques de R ordonnés ont leurs images par f rangées dans
le méme ordre. Plus précisément, on a la définition suivante :
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Définition 1.1.5 Soit f : R — R une fonction. On dit que f est croissante si
Ve e R, Ve €R, (z <2’ = f(x) < f(2')).
On dit que f est strictement croissante si
Ve e R, V2 €R, (z < 2/ = f(x) < f(z')).
On peut de méme définir la notion de fonction décroissante :

Définition 1.1.6 Soit f : R — R une fonction. On dit que f est décroissante
St

Ve e R, V2 €R, (z <2’ = f(x) > f(z')).
On dit que f est strictement croissante si
Vz e R, Va' €R, (z <2’ = f(z) > f(z)).

Définition 1.1.7 On appelera énoncé mathématique ou assertion toute phrase
fabriquée a l'aide des symboles précédents, “ayant un sens”.

Si 'on a une information & priori sur la véracité des assertions A et B on
peut conclure sur la veracité d’assertions fabriquées avec A et B , en utilisant
les tables de vérité. Dans les tableaux suivants on note ”V” une assertion "vraie”
et "F” une assertion fausse.

1. Table de vérité du contraire

A=V [JA=F
A=F [JA=V

2. Table de vérité du et

B=V B=F
A=V | ANB=V | ANB=F
A=F | ANB=F | ANB=F

3. Table de vérité du ou

B=V B=F
A=V [AVB=V [AVB=V
A=F [AVB=V [AVB=F

4. Table de vérité du implique

B=V B=F
V |A=B=V | A= B=F
F 1 A=B=V | A= B=V

A
A

Exercice 1.1.3 Ecrire la table de vérité de | A ou B. Comparer avec celle de

A= B.
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1.2 Nier un énoncé

Tout énoncé mathématique peut étre nié en utilisant les regles suivantes :

ENONCE

ENONCE CONTRAIRE

Pour tout élément x de ’ensemble F| la
propriété P(x) est vérifiée

Il existe un élément = de ’ensemble F
tel que la propriété P(x) n’est pas véri-
fiée

Il existe un élément x de ’ensemble F
tel que la propriété P(x) est vérifiée

Pour tout élément x de 'ensemble F, la
propriété P(x) n’est pas vérifiée

L’assertion A et Dassertion B sont
vraies

L’assertion A est fausse ou (non ex-
clusif) 'assertion B est fausse.

L’assertion A est vraie ou (non exclusif)
I’assertion B est vraie.

L’assertion A et D'assertion B sont
fausses.

Si ’assertion A est vraie alors ’asser-
tion B est vraie

L’assertion A est vraie ET D’assertion B
n’est pas vraie

En utilisant les quantificateurs, les regles précédentes prennent la forme suiv-

ante :

ENONCE ENONCE CONTRAIRE
Vr € E, P(x) dr € E, tq |P(x)

dz € E, tq P(x) Vo e E, |P(x)

ANB |AV|B

AV B 1ANB

A= DB Aet |B

JreQ, tgz*=

L’assertion contraire de A est

Remarque 1.2.1 On notera que la négation transforme les quantificateurs ¥
endetdenV.

Exemple 1.2.1 Considérons ’assertion A suivante

2.

Vo € Q,x® # 2.

Exemple 1.2.2 On rappelle qu’une fonction f : E — F est injective si

Ve e E\Ny € E, (z #y = f(z) # [(y))-

Avec les régles précédentes, on obtient la négation de “f est injective” :

Jr e B,y eE, tgx#yetf(z)=[f(y)

Exercice 1.2.1 Nier les énoncés suivants :

- f: E— F est surjective.

~VaeRVOERVeeER, Iz €R, az? +br+c=0.
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Exercice 1.2.2 On rappelle qu’une fonction f : R — R est croissante si la
propriété suivante est vérifiée :

Vr e R,Vy €R, (z <y= f(z) < f(y)).

Nier cet énoncé.

1.3 Prouver ou infirmer un énoncé

1.3.1 Démonstration directe

Les reégles élémentaires pour démontrer une assertion sont les suivantes :

1. Enoncé du type Vx € E, A(x).
On se donne z au hasard dans E (on ne prend surtout pas de valeur
particuliere pour x) et on démontre la propriété A(z) en utilisant des
propriétés connues.

2. Enoncé du type Iz € E, A(x).
On doit prouver U'existence d'un z € E tel que A(x) est vraie (il n’est pas
nécessaire et souvent pas possible de montrer A(z) pour tout x).

3. Enoncé du type A et B. On démontre A puis on démontre B (ou inverse-
ment).

4. Enoncé du type A ou B. On suppose que A est faux et on en déduit que
B est vraie (ou inversement).

5. Enoncé du type A = B.
On suppose que A est vraie et on démontre 5.

A Taide de ces regles basiques et en procédant inductivement on peut ten-
ter de démontrer n’importe quel énoncé. Pour infirmer un énoncé A, on doit
démontrer ].A.

Exemple 1.3.1 L’énoncé A suivant : Va € [0,2],2% + 1 < 6 est vrai.

Preuve. L’énoncé est de la forme Yz € [0,2], A(x) avec la propriété A(z) :
2?2 4+ 1 < 6. On fait appel & la premiere des regles ci-dessus. On se donne
x € [0,2] et on démontre A(x). Comme z € [0,2], % < 4 et donc 22 + 1 < 5.
Par suite z° < 6. g

Exercice 1.3.1 Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions croissantes.
Montrer que f o g est croissante. On suppose en outre que f et g ne prennent
que des valeurs positives. Montrer que fg est croissante.

1.3.2 Démonstration par contraposition

Ce type de démonstration s’utilise pour les assertions du type A = B. Une
assertion du type A = B est vraie si et seulement si sa contraposée |B =—|.A
est vraie. !

Pour démontrer A = B, on peut donc supposer que |5 est vraie et établir

1A.

1. En effet, 'assertion |(A = B) est équivalente & A et |B. De méme, |(]B =].A est
équivalent & 1B et A
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Exemple 1.3.2 La fonction f: R — R définie par f(x) = 2z — 5 est injective.

Preuve. On doit démontrer ’assertion suivante :

Ve eR,Vy eR, (z #y = f(z) # f(y)).

D’apres la regle 2, on commence par se donner z € R et y € R au hasard.
On doit montrer 'implication suivante :

(z#y = f(z)# f(y))

On montre plutot sa contraposée, qui s’écrit :

fx)=fly) =z =y.

On invoque ensuite la régle 1. On suppose que f(z) = f(y) et on doit démontrer
que x = y. Or f(z) = f(y) implique 2z — 5 = 2y — 5. On retranche 5 aux deux
membres de I’équation et on divise par deux. Il vient x = y. Ceci montre bien
que f est injective O

Exercice 1.3.2 Soient f : R = R et g : R — R deux fonctions injectives.
Montrer que f o g est injective.

Exercice 1.3.3 Soit p un entier naturel. Montrer que si p> est pair alors p est
pair.

1.3.3 Démonstration par ’absurde

Pour démontrer une assertion A on peut supposer que son contraire ].A est
vrai et aboutir & une contradiction.

Exercice 1.3.4 Démontrer que v/2 n’est pas rationnel. On pourra procéder par
I’absurde et supposer qu’il existe deux entiers a et b premiers entre eux tels que

£ V2

1.3.4 Démonstration par récurrence
Ce type de preuve s’utilise pour établir des assertions du type Vn € N, A,,.
Le schéma de la démonstration est le suivant.
Etape 1 On démontre A,, pour n = 0.

Etape 2 On se donne n € N quelconque, on suppose que A, est vraie on démontre

Apir.

Attention, dans I’étape 2, on doit prendre un entier n quelconque. Il est interdit
de prendre une valeur particuliere pour n.

La validité de ce type de preuves découle de la construction axiomatique des
entiers naturels par le mathématicien Giuseppe Peano.

Exercice 1.3.5 Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

1. Démontrer que pour tout n € N* on a

n

S t= "
klp(p+1) n+1
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2. Démontrer que pour toutn € N, on a

1)(2n +1
1+22+32+...+nQ:n(nJr >6( nt ).

1.4 Propriétés élémentaires des nombres réels

On note R l'ensemble des nombres réels (c’est a dire les nombres & virgule
avec un nombre fini ou infini de décimales). On note N ’ensemble des entiers
naturels, (c’est & dire les nombres sans chiffre apres la virgule) et Z U'ensemble
des entiers relatifs (c’est a dire les entiers avec un signe +). Enfin, on note Q
I’ensemble des nombres rationnels : Q = {%, p € Z, g € N*}. Ces ensembles
sont strictement inclus les uns dans les autres : N ¢ Z ¢ Q ¢ R. Un résultat
important affirme que I’ensemble Q est assez gros dans R et bien réparti.

Théoréme 1.4.1 Pour tout nombre réel x et pour tout € > 0, il existe un
nombre z € Q tel que |x — z| < €. On dit que Q est dense dans R.

En d’autres termes, le théoreme précédent dit qu’on peut approcher n’importe
qu’el réel par un rationel avec une érreur (quantifiée ici par €) aussi petite que
voulue.

Définition 1.4.1 Soit E un sous ensemble de R. On dira que E est majoré
(respect. minoré) s’il existe M € R (respect. m € R) tel que pour tout x € E on
ai x < M (respect. x > m).

Un élément M wvérifiant la propriété ci dessus s’appelle un majorant de E
(respect. m s’appelle un minorant de E).

Un ensemble qui est a la fois majoré et minoré est dit borné.

Exemple 1.4.1 L’intervalle A =] — 0o, 1] est majoré, mais il n’est pas minoré.
Les nombres 5, w, 2, 1 sont des majorants de A. Il en existe une infinité d’autres.
L’ensemble A ne posséde aucun minorant.

Définition 1.4.2 Soit E un sous ensemble de R. On dira que E posséde un
mazimum s’il existe M € E tel que pour tout x € E, on a x < M. On dira que
E posséde un minimum s’il existe m € E tel que pour tout x € E, on a x > m.

La différence fondamentale entre cette définition et la précédente porte sur le fait
que le majorant M appartient ou pas a I’ensemble E. Par exemple, ’ensemble
A = [0,1] posséde un maximum et un minimum : max(A4) = 1 et min(A) = 0.
Par contre, 'ensemble B = [0, 1] n’a pas de maximum (bien qu’il soit borné).

Etant donné un ensemble E, on peut définir 'ensemble Maj(E) de tous les
majorants de E : A € Maj(E) si et seulement si A est un majorant de E. On
peut aussi définir 'ensemble Min(E) de tous les minorants de E : A € Min(E)
si et seulement si A est un minorant de E.

Définition 1.4.3 Soit E un ensemble majoré (respect. minoré). On dira que
E posséde une borne supérieure (respect. une borne inferieure ) , si l’ensemble
Maj(E) posséde un minimum (respect. Min(E) posséde un mazimum,).

Dans ce cas, on note sup(E) = min(Maj(E)) et inf(E) = max(Min(E)).
La borne supérieure et la borne inférieure d’un ensemble (quand elles existent)
sont uniques.
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On remaque que si un ensemble A possede un maximum, alors ce maximum
est aussi la borne supérieure de A. Par suite la borne supérieure de I’ensemble
A =10,1] est sup(A) = 1 = max(A4).

L’ensemble B = [0, 1] est majoré. L’ensemble de tous ces majorants est
Maj(B) = [1,+0o0[ dont le minimum est 1. Par suite sup(B) = 1.

Théoréme 1.4.2 Soit E C R un ensemble non vide et majoré (respect. mi-
noré). Alors E posséde une borne supérieure (respect. une borne inférierure).

Cette propriété est fondamentale. Elle est propre aux nombres réels. Elle
est fausse si on cherche a la transposer aux nombres rationels. Par exemple,
I'ensemble A = {z € Q,2% < 2} n’a pas de borne supérieure dans Q. En fait,
il a bien une borne supérieure dans R qui est /2, mais ce nombre n’appartient
pas a Q.

1.5 Quelques notations de théorie des ensembles

On appellera ensemble une collection d’objet. Un ensemble peut etre défini
par ’énumération de tous ses éléments ou par des régles d’appartenance. Par
exemple A = {1,2,3} désigne I'ensemble des nombres 1, 2 et 3. L’ensemble
B ={n € N,3p € N,n = 2p} désigne 'ensemble des entiers pairs.

Définition 1.5.1 FEtant donnés deux ensembles A et B, on dira que A est inclus
dans B (noté A C B) si tout élément de A appartient nécessairement & B.
Autrement dit,

ACB ssiVe € A, x € B) (1.1)

Deuz ensembles A et B sont égaux si A C B et B C A.
On défint maintenant des moyens de construire de nouveaux ensembles.

Définition 1.5.2 Soient A et B deux ensembles. On définit la réunion de A et
B par AUB ={z,z € A ouxz € B}.

On définit lintersection de A et B par ANB = {z, z € A et x € B}.

On définit le produit cartesien de A et B par Ax B = {(z,y), x € A, y € B}.

Si A est un sous ensemble de B on définit le complémentaire A dans B par
B\A={ze€ B,z ¢ A}.

11 est tres facile de montrer les inclusions suivantes : ANB C A C AU B (la
méme avec B est vraie aussi).

Donnons nous maintenant £, F' deux ensembles et f : E — F une application
(c’est & dire “un moyen de fabriquer un unique élément de F' & partir d'un
élément de E”).

On peut fabriquer de nouveaux ensembles a ’aide de f.

Définition 1.5.3 Soit f : E — F une application et soient A C E, B C F. On
définit limage de A par f par f(A) = {f(z), v € A}. C’est un sous ensemble
de B.

On définit Iimage réciproque de B par f par f~Y(B) = {x € E, f(x) € B}.
C’est un sous ensemble de E. Plus précisemment, c’est le sous ensemble de E
constitué des éléments dont l'image par f appartient a B.
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Attention, dans la définition précédente, la notation f~! ne signifie pas que f
est bijective. C’est juste une notation !

On verra en TD, comment les opérations d’image et image réciproque se
comportent vis a vis des opérations de réunion, intersection, etc. Par exemple,
on a :

Exercice 1.5.1 Soit f : E — F wune application et soient A C F, B C F.
Montrer que f~*(AUB) = f~1(A)U f~1(B).
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Chapitre 2

Notion de limite

2.1 Cas des suites

Une suite numérique u est une application de ’ensemble des entiers naturels
N valeurs dans R. Cela peut aussi étre vu comme une “collection ” de nombres
réels indéxée par N. On note u = (uy,)nen une telle collection. Cela signifie que
le premier élément de la collection est uq, le second us, etc.

Définition 2.1.1 (Opérations élémentaires)Soient u = (up)pen €t v =
(Vn)nen deux suites numériques.

i) On définit la suite w = u+ v par Vn € N, w, = up, + vy,
it) On définit la suite w = u.v par Vn € N, w, = ty,.vy,.
i) On suppose que Vn € N, v, # 0. On définit la suite w = % par Vn €

u
N, w, = *=.

Un
Remarque 2.1.1 Si on sait seulement que v, # 0 pour n > ng pour un certain
ng (par exemple ng = 34), il est possible de définir la suite quotient pour des

indices superieurs a ng.On note cette suite (2 )p>n, -
AL

2.1.1 Limite finie

On veut donner une définition précise de la notion suivante : "les termes de
la suite associés a des entiers de plus en plus grands sont de plus en plus proches
d’une valeur fixe.”

Pour se faire une idée intuitive de la limite d’une suite on peut calculer les
valeurs successives de la suite. Par exemple, si u,, = e#l, on a

Ug =€~ 27, Uy =~ 164, U =~ 139, cooy, U100 = 1009, uU1000 = 10009, ‘e

Ceci semble suggérer que la suite (u,) tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini.
On en verra une preuve plus tard.

Cependant, cette technique de calculs des termes successifs de la suite peut
étre tres trompeuse. Considérons en effet la suite v,, = sin(n7) et calculons

UQZO7 U4:0, ...’LLl()():O,...

15
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Ceci suggere que la suite tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Or si ’on calcule
U1 :1, us = —1, ... U101 = 1, U103 = 1,...

on se rend compte que cette suite ne converge pas vers 0. On verra plus tard
que cette suite n’a en fait pas de limite.

Au terme de cette discussion, il apparait nécessaire de formaliser précisément
la notion de limite.

Définition 2.1.2 Soient u = (uy)nen une suite numérique etl € R. On dit que
la suite (up)nen converge vers | quand n tend vers linfini si :

Ve>0,dIN € N,Vn > N |u, — | <e (2.1)
Dans ce cas on note lim,,_, 0o Uy = 1[.

Exercice 2.1.1 Montrer que (up)nen tend versl quand n tend vers Uinfini dans
les cas suivants :

1. un:2+%etl:2.
2 u, =242 etl=2.

n2

8 up = [4+ L etl=2

Exercice 2.1.2 Soit (u,)nen une suite convergeant vers un réel £. On suppose
que £ # 0. Montrer qu’il existe un entier N € N tel que

VYn > N, u, #0 (2.2)

Proposition 2.1.1 Soit (uy)nen une suite convergente vers une limite ¢ € R.
Alors cette limite est unique.

Preuve. Supposons par Pabsurde que (u,,), converge A la fois vers ¢, et vers (o

avec £1 # {5. Prenons € = % dans la définition de la convergence de (u,)
vers {1 et vers f5. Alors il existe N1 € N tel que

Vn > Ny, |u, — 41| < ¢
et il existe No € N tel que
Vn > Na, |un, — 42| <e.
Prenons maintenant n > max(Ny, Na). Alors
de = [l — bo] < |up — 1] + |un — £a] < 2¢

ce qui est absurde. O

Définition 2.1.3 Soit u = (un)nen une suite numérique.
- On dit que u est majorée si

IM € R, Vn €N, u, < M.
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— On dit que u est minorée si

dm eR, VneN, u, >m.
— On dit que u est bornée si

M >0,Vn €N, |u,| < M.

Exercice 2.1.3 Montrer que toute suite ayant une limite finie est nécessaire-
ment bornée. Montrer que la réciproque est fausse.

Proposition 2.1.2 (Propriétés élémentaires) Soient (up)nen €t (Vn)nen
deuz suites numériques. On suppose que limy, oo Uy, = 1 et limy, 4 oo v, = fo.
On a les résultats suivants :
Z) hmn—H—oo(“n + Un) = 61 + 62
“) hmn—>+oo(unvn) = {10s
0

it) Sily # 0 alors 1imn_>+oo(1;7:) =4

Preuve. Preuve de i) Soit € > 0. Comme lim,,_, o 4, = ¢1 alors
Ve' > 0,IN; € N, Vn > Ny, |u, —l1] < €.

On utilise cette définition avec ¢ = §. Il existe donc Ny tel

VnZNLhm—£ﬂ<§ (2.3)

De méme, puisque lim,,_, 1 o v, = f2 on peut trouver No € N tel que

Y > Ny, |vg — la] < % (2.4)

Posons N = max (N1, N2) € N et supposons que n > N. On a
|(un +v,) — (01 + 62)| < \un — 0]+ |Un - £2| (2.5)

Comme n > N > Nj alors |u,, — 1] < § et de méme, comme n > N > N alors
|vn — £2| < 5. En reportant ces informations dans (2.5), il vient

|(un + vn) — (€1 +£a)| <,

ce qui prouve ).
Preuve de ii) Soit ¢ > 0. Posons M = |¢1| + |[l2] + e + 1 > 1. Comme
lim,, 4 o0 uy, = ¢1 alors, il existe N1 € N tel que

€

V’FLZNl, |un—€1| < oM

(2.6)

De cette estimation et de 'inégalité triangulaire, on déduit en particulier que
€

< || +e< M. (2.7)

De méme, comme lim,,_, 4o v, = €3 on peut trouver Ny € N tel que

€

Vn Z NQ, |U7L - €2| < m (28)
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Posons N = max (N7, N3) et supposons que n > N. On a
UpVp, — L1y = Uy (v — Lo) + lo(uy — £1)
et par conséquent
[t vy — L1la] < |up|.|vn — Lo| + |€2].|un — €1]. (2.9)

En utilisant (2.6), (2.7) et (2.8), il vient

€ € € €
nUn — €10 M—+|ll——<-+=-=c¢ 2.10
[unvn = bils] < Mo +1ba| o < 5+ 5 =€ (2.10)
Ceci prouve ii). Nous laissons la preuve de iii) au lecteur. O

Proposition 2.1.3 Soient (un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen trois suites numériques
et soit £ € R. On suppose que qu’il existe ng € N tel que

Vn > ng, v, < U, < wy (2.11)
et
lim v, =¢= lim w,.
n—-+o0o n—-+o00
Alors

lim w, = 4.
n—-+oo

Preuve. Soit € > 0 arbitraire. Comme lim,_, ;oo vy, = £, alors il existe ny € N
tel que pour tout n > ny, |v, — ¢| < €. En particulier,

Vn>ny, v, >0—c¢ (2.12)
De méme, il existe no € N tel que

n > ng, w, <f-+e€ (2.13)
Prenons N = max(ng,n1,n2). En combinant (2.11), (2.12) et (2.13), il vient

Yn>N, l—e<u, <l+e

ce qui prouve la proposition. ([l
Corollaire 2.1.1 Soient (un)nen €t (Vn)nen deux suites numériques. On sup-
pose que lim, s 1 oo up, = 0 et que (v )nen est bornée. Alors lim,— 1o unv, = 0.

Preuve. Comme (vp,)nen est bornée, il existe M > 0 tel que |v,| < M pour
tout n € N. On en déduit que

—Mup| < upv, < Mluy).

Comme lim,,_,, M|u,| = 0, la proposition précédente permet de conclure. O
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2.1.2 Monotonie et limite

Définition 2.1.4 Soit (un)nen une suite numérique. On dit que (Up)nen est
croissante st
VpeN,VgeN, (p<qg= u, <ugy).

On dit que (up)nen est décroissante si
VpeN,VgeN, (p <qg= u, > ugy).

Remarque 2.1.2 La définition ci dessus est une simple écriture que la suite
(un) vue comme une fonction de N dans R est une fonction croissante (ou
décroissante).

Proposition 2.1.4 Soit (up)nen une suite numériqgue. On a les resultats suiv-
ants :

1. (un)nen est croissante ssi

Vn € Nyupy1 > Uy
2. (un)nen est décroissante ssi

Vn € Nyupt1 < uy.

Preuve. Un sens de l’équivalence est trivial. Une simple réccurence permet de
montrer ’autre sens. O

Exemple 2.1.1 La suite (u,)nen définie par u,, = n? est croissante. La suite

(Vn)nen définie par v, = n%_l est décroissante.

Théoréme 2.1.1 Soit (up)nen une suite croissante. On suppose que (Up)neN
est magjorée. Alors, (up)nen admet une limite quand n tend vers Uinfini.

De méme, si (un)nen une suite décroissante et minorée. Alors, (un)nen
admet une limite quand n tend vers l'infini.

Preuve. Considérons ’ensemble
U = {un, n € N}.

Comme la suite (u,)nen est bornée, c’est une sous partie non vide et majorée
de R. Donc elle posseéde une borne superieure. Soit [ = sup U. Montrons que
(up) tend vers l.

Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe ng € N, tel que
Uny > | — €. Or, (uy) étant croissante, on a u, > u,, pour tout n > ng. Par
suite,

Vn > ng, U, > 1 — €.

Par ailleurs, par définition de I, on a u,, <[ pour tout n € N. Par conséquent,
Yn > ng, [u, — 1] <,

ce qui acheve la démonstration. O
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Exercice 2.1.4 Soit b > 1 et (up)nen la suite définie par u, = b™. Montrer
que (uy,) est croissante et tend vers Uinfini quand n tend vers Uinfini.

Exercice 2.1.5 Soient a > 1 et k € N fizés et soit (up)nen la suite définie par
Up = 7%

1. Montrer qu’il existe ng tel que pour tout n > ng, % > “TH

2. En déduire que pour tout n > ng, U, > uno(“TH)”fno

3. Déduire de ’exercice précédent que lim,_, 4o U, = +00.

2.1.3 Critere de Cauchy

Définition 2.1.5 Soit (un)nen une suite numérique. On dit que la suite (uy)
vérifie le critére de Cauchy (ou encore {uy) est de Cauchy”) si

Ve>0, INEN, Vn > N,Vm > N, |u, — un| < e

Proposition 2.1.5 Soit (u,)neny une suite numérique. On suppose que (uy)
posséde une limite. Alors (uy,) est de Cauchy.

Preuve. Soit I € R la limite de la suite. Donnons nous ¢ > 0 arbitraire.
Comme (u,,) converge vers [, il existe N € N tel que

Vn > N, |un—l\<§.
Soient n € N et m € N tels que n > N et m > N. Alors

€ €
\un—um\§|un—l|+\um—l|<§+§:e.

Ceci montre que la suite (u,)nen est bien de Cauchy. O

Théoréme 2.1.2 Soit (u,)nen une suite numérique. On suppose que (uy,) est
de Cauchy. Alors, (uy) posséde une limite.

Preuve. Admis. O

Remarque 2.1.3 Le théoréme précédent est trés puissant. En effet, contraire-
ment a la définition de la convergence, le critere de Cauchy peut se formuler sans
connaitre la limite éventuelle de la suite considérée. Ainsi, on pourra montrer
qu’une suite est convergeante sans connaitre exactement la valeur de sa limite.

2.1.4 Limite infinie

Définition 2.1.6 Soit (u,)nen une suite numérique. On dit que (uy,)nen tend
vers plus Uinfini quand n tend vers Uinfini (noté lim,, s 4o Uy, = +00) si

VM >0,3N €N, ¥n > N, u, > M.

On dit que (up)nen tend vers moins Uinfini quand n tend vers Uinfini (noté
limy,— 4 oo Uy, = —00) s@

VM >0,3N €N, Vn > N, u, < —M.
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Exercice 2.1.6 Montrer que u, tend vers plus l'infini dans les cas suivants :
n?—1

2"
Proposition 2.1.6 (Propriétés élémentaires) Soient (up)nen €t (Vn)nen

deux suites numériques. On suppose que limy,_, o uy, = +00. On a les résultats
suivants :

Up =n3+1, u, =n%—n, u, = n = n + cos(n).

i) Si v, est minorée alors limy, oo (Un, + vy) = F00.
i) limy, 4 oo(—uy,) = —00
i11) Pour tout A > 0, on a lim, .o Au, = +00.

v) Siv, >0,Vn €N et lim, o v, =0 alors limnHJroo(i) = +o00

Preuve. Preuve de i) Soit M € R. Comme (v,,) est minorée, il existe m € R
tel que
vn € N, v, > m.

Par ailleurs, comme lim,,_, { o u, = 400, il existe NV € N tel que
VYn >N, u, > M —m.
En combinant ces deux propriétés, il vient
Yn>N, up+v, >M—m+m=DM.

Comme on a choisi M arbitrairement, ceci prouve bien que lim,, ;4 o0 (Un+v,) =
+00.

Preuve de ii) C’est évident.

Preuve de iii) Soit A > 0 et fixons M € R, arbitrairement. Comme
lim,, s 400 Up, = 400, il existe N € N tel que

M
Vn > N, unZT.

Comme A > 0 on peut multiplier cette inégalité par A\ sans changer le sens des
inégalités. Par conséquent,

Vn > N, AunZ)\%:M.

Comme on a choisi M arbitrairement, ceci prouve bien que lim,, _, ; oo Att,, = +00.
O

Proposition 2.1.7 Soient (up)nen €t (Un)nen deux suites. On suppose que
limy, oo U, = +00 et qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, Uy, > Vy.
Alors limy, 4 o0 Uy = +00.

Preuve. On doit montrer que
VM € R, 3N e N, Vn > N, u, > M.
Soit M € R quelconque. Comme lim,,_, o v, = 00, il existe n; € N tel que
Vn > nq, v, > M.

Prenons N = max(ng,n;) et supposons que n > N. Alors u,, > v, > M et la
preuve est complete. O
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2.2 Cas des fonctions

2.2.1 Limite en un point

Soit f une fonction et xg, ! deux réels fixés. On veut donner un sens précis a
la phrase suivante :

“lorsque x devient proche de xq, les valeurs de f(x) deviennent proches de
1”.

Dans ce cas on dira que f tend vers [ lorsque = tend vers zq, ou encore que
f a pour limite [ lorsque = tend vers xg.

Pour se faire une idée intuitive de la limite d’une fonction en un point xg,
on peut calculer des valeurs successives de f(x) pour x de plus en plus proche
de zg. Ceci ne constitue en rien une démonstration.

Par exemple, si on pose f(z) = 2?2, alors

£(0.1) = 0.01, £(0.01) =0.0001, f(1073) = 1079, etc.

Ceci suggere que lim,_,o 22 = 0. On en verra une démonstration par la suite.
Si on pose f(z) = sin(+) pour z > 0, alors

f(l/ﬂ-) =0, f(l/(Qﬂ-)) =0, f(l/(377')) =0, etec.

On a donc des points zj = ﬁ de plus en plus proches de 0 tels que f(zx) = 0.
Pourtant f ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. En effet, on peut calculer f
en d’autres point proches de O :

F(2/m) = 1, F(2/(5m) = 1, F(2/(9m)) = 1, ete.

Il est donc nécessaire de donner une définition rigoureuse de la notion de
limite. *

Définition et propriétés élémentaires

On introduit d’abord quelques notations. Soit I C R un intervalle fini ou
infini (ex : I =[0,1],1 =] — o0, 3],..). On note I la fermeture de I définie de la
maniere suivante :

— si I =[a,b],]a,b], [a,b] ou ]a,b] avec a,b € R, alors I = [a, b].

— si I = [a,+o0[ ou Ja, +oo[ avec a € R, alors I = [a, +00]

— si I =] — 00,a] ou]] — 00, af avec a € R, alors I =] — o0, al.

L’intervalle I s’obtient a partir de I en fermant les crochets lorsque c¢’est possible.

Définition 2.2.1 Soit [ € R. On dit que la fonction f a pour limite | quand x
tend vers xg Si :

Ve>0,30>0tqg Ve el, (Jx —xo| <6 = |f(x) =1 <e¢) (2.14)

Dans ce cas, on note limy, ., f(z) = 1.
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f(=z)

a g — 6 xo + 6 b z
Lien entre € et

Remarque 2.2.1 Dans la définition de la limite (2.14), il faut comprendre e
comme un écart mazimum entre f(x) etl; et 6 comme un écart entre x et xq. La
définition demande donc que Uécart (c.a.d. €) entre f(x) et l puisse étre rendu
ausst petit que voulu, pourvu que l’écart (c.a.d. §) entre x et xo soit petit.

Remarque 2.2.2 Avec cette définition, il est clair que sixzg € T etlimy ., f(z) =
I, on a nécessairement f(xo) = 1. On aurait pu prendre une autre définition de
la limite, excluant le comportement de f en xg. Par exemple, on dit que “f a
pour limite | quand x tend vers xo en étant different de xqy si

Ve>0,30 >0, (Jt —xo| <d et x #xo = |f(x) =] <e¢). (2.15)

Exemple 2.2.1 Soit f: [~1,1] = R définie par Vo € [-1,1], f(x) = 22. Alors
lim, o f(x) = 0.

Preuve. On doit prouver que (2.14) est vérifiée. Pour cela on se donne € > 0 et
on cherche ¢ > 0 tel que (2.14) soit vérifiée.

Prenons § = /€ et supposons que z € [—1,1] est tel que |z| < § = y/e. Par
définition de f, on a

F@) =a? <8 = Ve =c
Ceci montre bien (2.14). O

Exemple 2.2.2 Soit f: [0,2] — R définie par Vx € [0,1], f(x) =22 +1. Alors
lim,_,; f(z) =2.

Preuve. On doit vérifier I'assertion (2.14) pour la fonction f(x) = 2% + 1. Soit
€ > 0. On cherche 6 > 0 tel que |z — 1| < d = |f(z) — 2| <e. Or
If(x) —2|<e = |22 —1|<e = l-e<a?<1+e

2.16
<— Vi—-e—-1<z—-1<+V1+e—-1 ( )
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Prenons ¢ = min(v/1+¢e—1,1 — /1 —¢). Comme ¢ > 0 alors 6 > 0 et on a
évidement |z — 1| < d =1 —€e—1< 2 —1<+1+¢e—1. En tenant compte
de (2.16), il vient |z — 1| < d = |f(z) — 2| < e.

]

Proposition 2.2.1 Soit f : I — R une application et xo € I. On suppose que
f a une limite en xq, alors cette limite est unique.

Preuve. Supposons par ’absurde que f possede deux limites différentes [ et
" lorsque z tend vers . Quitte & intervertir leurs roles, on peut supposer que
I <l'. Posons € = % > 0. Par définition de la limite, il existe § > 0 et 6’ > 0
tels que

Veel, |z —xo| <d=|f(z) -1 <e¢

et
Vo €I, |lr—xo| <0 = |f(z) —U'| <e

Soit = € T tel que |x — xg| < min(d, §’). D’apres les assertions ci-dessus, on a
f@)<l+eet flx) > —e.

=1

En particulier, I’ —¢ < [+e¢. Dol € > VT_Z Or on a choisit € = =, on en déduit
une contradiction .

O
Exercice 2.2.1 Montrer que lim,_.q H% =1 et que limmﬁl(ac2 —r—1)=-1

Exercice 2.2.2 Traduire o 'aide de quantificateurs la propriété swivante : "la
fonction f me tend pas vers |l quand x tend vers xg.”

En déduire que la fonction f(z) = sin(L) ne tend pas vers 0 quand x tend
vers 0.

Exercice 2.2.3 Soient f : I — R et zg € 1. On suppose que lim,_,,, f(x) =1
et I #0. Montrer qu’il existe § > 0 tel que

YV G]l’o — (;, o + 5[ﬂ], f(l‘) 7£ 0.

Proposition 2.2.2 (Propriétés élémentaires) Soient f: I - R et g: I —
R deux fonctions et xg € I. On suppose que limg_, ., f(x) =11 etlim, ., g(z) =
la. On a les résultats suivants :

i) limgy—p, (f +9)(x) =11 + 1o

i) limg ., (fg)(z) = Lils

111) Supposons que lo # 0, alors la fonction 5 est bien définie pour x proche

de xg et on a meazo(g)(x) = %
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Preuve. Preuve de i) On se donne € > 0. Il existe a > 0 et § > 0 tels que
|z — x| < a=|f(z) —li| <¢/2 et |x —xo| < B = |g(x) — 2| < €/2.
Soit v = min(«, 8), alors v > 0. Supposons que x € I vérifie | — x| < 7. Alors
[f(@) +9(x) = (b + L) < [f(x) —hl+g9(x) — | <e/2+€¢/2=€ (217

Ceci montre que limy_,,, (f + g)(z) =1 + l2.
Preuve de ii) On se donne € > 0. On définit €; = €3 = min(/%, AT m)
Alors, il existe a; > 0 et as > 0 tels que

|x —zo| < on = |f(x) —l1] < e et |z — 20 < ag = |g(z) — 2] < e2.
Soit v = min(«, §), alors v > 0. Supposons que x € I vérifie |z — o] < 7. Alors

|f(x)g(z) — lila] = [g(x)(f(x) — L) + L(g(z) —12)]
<lg(x) = L|[f(x) = |+ [l2]| f(z) = L] + [l1]|g(z) — l2]
<erex +laer +liea <€
(2.18)

grace aux choix fait pour €y, €.
Preuve de iii) Le fait que L est bien définie pres de zq est une conséquence

de l'exercice 2.2.3. Le reste de la preuve est laissé en exercice. O

Corollaire 2.2.1 Soit f : R — R une fonction polynomiale (c¢’est a dire f(x) =
S o ax®). Soit zy € R. Alors

lim f(z) = f(zo).

Tr—rTo

Preuve. Soit f une polynémiale. Elle peut s’ecrire f = Ziv:o fr avec fr(z) =
apx®. D’apres le i) de la proposition 2.2.2, il suffit donc de montrer que pour
tout k € N, on a bien
lim z% = xf 1
Jim o® = g (2.19)
Or, on a évidemment lim,_,,, © = xg, de sorte que (2.19) est une conséquence
immédiate du ii) de la proposition 2.2.2. O

Exemple 2.2.3 Soit f : R — R définie par f(z) = x — 2 + ﬁ Alors
2

Preuve. En effet, lim,_,; 22 + 2 + 1 = 3 donc (d’apres iii)) lim,_; m = %
Comme par ailleurs lim,_,; x—2 = —1 on obtient le résultat annoncé en ajoutant
les deux limites (d’apres i)). O
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Composition et limites

Proposition 2.2.3 (Composition) Soient f : I - Retg: J >R ool et J
sont deuz intervalles. On suppose que f(I) C J de sorte que gof est bien définie.

On suppose qu’il existe xg € I, yo € J etl € R tels que limy,_,,, f(x) = yo,
limy .y, g(y) = 1. Alors lim, 4 (go f)(z) =1.

Preuve. Soit € > 0. Comme ¢ tend vers [ lorsque y tend vers yp, il existe a > 0
tel que
Vy € JNJyo — a, yo + af, |g(y) — 1| <e. (2.20)

De méme comme f tend vers yg lorsque = tend vers xg, en appliquant la
définition de la limite ” avec € = «”, on peut affirmer qu’il existe § > 0 tel que

Vo € IN|zg — 6,0 + 0], |f(z) — yo| < a. (2.21)
Autrement dit,
Vo € IN|zg — 6,0 + 3], f(z) €Elyo — o, yo + . (2.22)
Comme f(I) C J, quel que soit x € IN]zg — §, 29 + d[, on a
y = f(x) € JNJyo — a, yo + al.

Par conséquent en appliquant (2.20), on obtient |g(y) — I| < e. En résumé, on
vient de prouver que

Vo € INjzg — d§, 20 + 3], |9(f(x)) =1 <€

ce qui acheve la démonstration. O

Exemple 2.2.4 Soit f(z) = (z — 2)3 —
lim, 5 f(2) = 3.
Preuve. En effet f(z) = go h(x) avec h(z) = x — 2 et g(y) = y> — ﬁ Or

lim, 5 h(z) = 1 et lim,_,; g(y) = 3. Le résultat découle donc de la proposition
précédente. O

m pour tout x € R. Alors

Proposition 2.2.4 Soit f: I — R et 29 € I. Soit (un)nen une suite telle que
Vn € N, u,, € I. On suppose en outre que limy ., f(x) =1 et lim;, 40 Un, = .
Alors la suite (vy,) définie par v, = f(uy,) vérifie

lim v, =L
n—-+oo

Preuve. Soit € > 0. Comme lim,_,,, f(z) =, il existe § > 0 tel que
|z — zo| <6 = |f(z) — f(zo)| <e.
Par ailleurs, comme lim,,_, ;o u, = o, il existe ng tel que
VY > ng, |un — x| < 0.
En combinant ces deux propriétés, il vient
Vn > ng, |f(un) —1] <e.

Ceci montre bien que limy, 4o v, =I. O
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Corollaire 2.2.2 Soit f : I — R et (uy)nen une suite définie par ug € R et
Unt1 = f(un). On suppose que limy, ooy, = 1 et lim,_y; f(x) existe. Alors

f=t
Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme de composition des lim-
ites et de 'unicité de la limite. O

Exercice 2.2.4 Calculer lim,,_, (2 +5/n)? et lim,, 4 o

Encadrement et limite

Définition 2.2.2 Soit f: I — R.
— On dit que f est majorée sur I si

IM eR,Vxel, f(x) < M.
— On dit que f est minorée sur I si

ImeR Vel f(z) >m.
— On dit que f est bornée sur I si

IM >0,Vx eI, |f(z)] < M.

Remarque 2.2.3 Une fonction est bornée si et seulement si elle est majorée
et minorée.

Exercice 2.2.5 Soit f définie par f(x) = %H Montrer que f est bornée sur

R*. Montrer que f n’est pas bornée sur | — 1,+o0].

Proposition 2.2.5 Soient f, g, h trois fonctions de I dans R. Soient xo € I et
l € R. On suppose que

Va € I, g(@) < f(2) < h(x)

et

Alors,
lim f(z)=1
r—To

Preuve. Soit € > 0. Comme lim,_,,, g(z) = [, alors

38" >0, Vz eI, (Jx — x| <& =1 —€ < g(z)).
Comme lim,_,,, h(z) =1, alors

36" >0, Vz € I, (|[vr — x| < 6" = h(z) <l+e).

Soit 6 = min(d’,6"”). Supposons que x € I vérifie |x — xo| < . En utilisant les
deux assertions ci dessus et le fait que g(x) < f(z) < h(x), il vient

l—e<g(z) < flx) <h(z)<l+e
Dot | f(z) — | < . O

Corollaire 2.2.3 Soient f et g deux fonctions de I dans R et soit xg € I. On
suppose que f tend vers 0 lorsque x tend vers xg et que g est bornée. Alors fg
tend vers 0 lorsque x tend vers xy.
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Limite a gauche et a droite

Pour illuster le propos de cette partie, commencons par I’étude d’un exemple.
Soit f :] — 1,1[— R définie par f(x) =z +1siz <0et f(z) =2z —1siz >0.
Alors f n’a pas de limite lorsque = tend vers 0. En effet,pour tout n € N*,
f(1/n) = —-1+41/net f(—1/n) = 1—1/n. Donc pour n grand f(1/n) s’approche
de —1, alors que f(—1/n) s’approche de 1.

En fait il est possible démontrer que si 'on considere seulement les valeurs
positives de z, alors f(x) tend vers —1 quand « tend vers 0. De méme, si 'on
considere seulement les valeurs négatives de x, alors f(x) tend vers 1 quand x
tend vers 0.

Ceci nous pousse a introduire les définitions suivantes.

Définition 2.2.3 Soit f : I — R une fonction et J C I. On appelle restriction
de f a J la fonction fiy:J — R définie par

Vo € J, fi(z) = f(x).

Remarque 2.2.4 La restriction de f a J n’est rien d’autre que la fonction f
ot l'on autorise x a ne parcourir que J.

Exemple 2.2.5 Soit f: [~1,1] = R définie par f(z) = 2 six >0 et f(x) =
—22 six # 0. Soit J = [0,1], alors fio,y est la fonction fio1 ¢ [0,1] — R
définie par fjo1(x) = 2% pour tout x € [0, 1].

Définition 2.2.4 Soit f :la,b[— R une fonction et xo €la,b[. Soit | € RU

{+o0} U {—o0}. On dira que f tend vers | lorsque = tend vers xo & gauche
(ou par valeurs inferieures) si limy e, fa,z,[(x) = I. Dans ce cas, on note

hmx%zo,z<zo f(l') =1 (O’LL 11m(1;—>(1j[; f(‘r) = l)

On dira f tend vers | lorsque x tend vers xg a& droite (ou par valeurs su-
perieures) i limy sz fljzo,p((2) = 1. Dans ce cas, on note limg 2 z>a, f(7) =1
(ou lim,,_, .+ flz)=1).

Remarque 2.2.5 On peut traduire cette définition avec des €. Par exemple, si
Ll e R, alors limx_mo_ f(x) =1 si et seulement si

Ve >0, 30 > 0, Vo €]zo — 6, z0[, |f(x) =] <e.
On peut faire de méme avec les limites infinies.
Exemple 2.2.6 Soit f : R — R définie par f(x) = % stz # 0 et f(0) = 0.

Alors
lim f(z) = —o0 et lim f(z) = 4oc.
z—0t

z—0~
Exemple 2.2.7 Soit f : R — R définie par f(x) = sin((1/x) si > 0 et
f(z) = zsin(l/x) sixz < 0. Alors

lim f(z)=0

z—0~

mais f n’a pas de limite en 0 par valeurs superieures.
Proposition 2.2.6 Soit f :]a,b]— R et zg €la,b]. Alors
lim f(z)=1<= f(zo) =1, lim f(z)=1et lim+ flx)=1.

T—=To T—xy g

Preuve. Découper en morceaux. O
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2.2.2 Limites infinies

On se donne f : I — R et 29 € I. On veut formaliser I’énoncé suivant :
"lorsque z se rapproche de xq la valeur de f(x) devient de plus en plus grande.”

Définition 2.2.5 On dit que [ tend vers +o0o quand = tend vers xq si :
VM € RT,36 >0, tqVr € I, (|x — 20| < § = f(x) > M) (2.23)

Dans ce cas on note limy_, ., f(z) = +o00.
On dira que f tend vers —oo quand x tend vers xg si :

VM e RY,36 >0, tqVr €I, (|]z — 20| < = f(x) < —M) (2.24)
Dans ce cas on note limy,_, ., f(z) = —o0.
f(x)

1 Tg
| | |

T
a zg— 8 o+ 6 b z

Fonction ayant une limite infinie en un point

Remarque 2.2.6 Dans la définition précédente, il faut comprendre M comme
une valeur minimale pour f(x) quand x est proche de xo. En d’autres termes, la
définition (2.23) affirme que f(x) peut étre rendu aussi grand que voulu (c.a.d.
plus grand que M ), pourvu que z soit proche de xg (c.a.d. |x — xo| < 6).

Remarque 2.2.7 1[I est évident que

lim f(z) = —c0 <= lim (—f(z)) = +o0.

T—xTo T—xTo

Exercice 2.2.6 Soit [ la fonction définie sur |1, +oo[ par f(x) = —. Montrer

que lim,_,1 f(z) = +o0.

Exercice 2.2.7 Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(x) = —=. Montrer
que f n’a pas de limite en 1. Comparer a [’exercice précédent.

Proposition 2.2.7 Soient f : I — R et g : I — R deuz fonctions. Soit
xo € I. On suppose que limy,_,,, f(z) = +o00 et que g est minorée sur I alors

limg ., (f 4+ g)(z) = +oo.
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Preuve. On doit montrer que
VM eR,30 >0,Vz eI, (|Jx — x| <d = (f +9)(x) > M). (2.25)

Soit M € R quelconque. Comme g est minorée, il existe A € R tel que pour tout
x €1, g(x) > A. Par ailleurs, comme lim,_,,, f(z) = 400, on sait que

VReR,30 >0,Vx €I, (|[x — o] < = f(x) > R). (2.26)

En appliquant cette propriété avec R = M — A, on trouve § > 0 tel que pour
tout € IN|zg — 0,29 + 6[ on a f(x) > M — A. On en déduit que pour tout
x € INjzg — §, 29 + [, on a

(f+g)(@)>M—A+A=M.

2.2.3 Limites en l’infini

On veut formaliser la notion suivante : "lorsque = devient de plus en plus
grand, f(x) prend des valeurs de plus en plus proches d’une valeur [ fixée”.

Définition 2.2.6 Soient a € R, l € R et [ : (a,+oo[— R. On dit que f tend
vers | lorsque x tend vers plus Uinfini (noté lim,_, 1o f(z) =1) si

Ve>0,AM e R, Ve > M, |f(z) =] <€ (2.27)
On dit que f tend versl lorsque x tend vers moins 'infini (notélim,_, _ . f(x)

1) si
Ve>0,3IM e R, Vo < M, |f(z) =] <e (2.28)

f(@)

I + €

I — ¢

|
M x

Fonction ayant une limite en plus l'infini
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Remarque 2.2.8 Dans la définition précédente, il faut comprendre M comme
une valeur de x a partir de laquelle on est certain que f(x) sera proche de l.

Exercice 2.2.8 Soit f : R — R définie par f(x) = Tlxz Montrer que f tend
vers 0 en £oo.

Exercice 2.2.9 Soit f: R — R une fonction et g : R — R définie par

Ve e R, g(x) = f(—=x).

Montrer que
lim f(z)=1l<= lim g(z)=1.

T——00 Tr——+o0

Définition 2.2.7 Soient a € R et f : (a,+oo[— R. On dit que f tend vers
+oo (resp. —o0) lorsque x tend vers linfini (noté lim,_, 4 f(x) = 400, resp.
lim, 100 f(z) = —00 ) si

VM eR,JA € R, Vo > A, f(x) > M (resp. f(z) < M) (2.29)
Exercice 2.2.10 Donner une bonne définition de : lim,_, o f(x) = +oo.

Exercice 2.2.11 Soit f : R — R définie par f(x) = xsin(x). Montrer que f
n’est pas bornée. Montrer que f n’a pas de limite en l'infini.

Proposition 2.2.8 (Propriétés élémentaires) Soient f : (a,+oo[—= R et g:
(a,+o00[—= R deuz fonctions. On suppose que lim, o f(z) =11 etlim, 1o g(x) =
la. On a les résultats suivants :

Z) hmx—H—OO(f + g)(z) =l +1
i) limg 400 (fg) () = lila

i11) Supposons que lo # 0, alors la fonction g est bien définie pour T assez
grand et on a 1im$_>+oo(§)(g;) = %

Preuve. C’est une variation de la preuve de la proposition 2.2.2 O

Exemple 2.2.8 Soit f(x) = 50°+o—1 pour > 0. Alors, lim, 1o f(z) =

23422

ot

Preuve. En effet,

2?54+ & — ) _ fi(z)
o) ==5evD  ~ b

avec fi(z) =5+ & — % et fo(z) =2+ 1.
Or limg, 4+ o0 f1(x) = 5 et lim, 4 o fo(z) = 2. Par suite, lim, 1o f(z) = g
O

Proposition 2.2.9 Soient f : (a,+oo[— R et g : (a,+00o[— R deux fonctions.
On suppose que lim,_, 4 f(x) = 400 et que g est minorée. Alors

lim (f+g)(x) = +oc.

r—r+00
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Preuve. Soit M € R. Comme g est minorée, il existe m € R tel que
Vz € (a,+o0[, g(x) > m.

Comme lim, o f(z) = 400, il existe A > a tel que Vo > A, f(x) > M —m.
Par suite,
Ve> A, (f+9)(x)>M—-—m+m=M.

O

Corollaire 2.2.4 Soient [ : (a,+oo[— R et g : (a,+oo[— R deux fonctions.
On suppose que lim, 4 f(x) = 400 et lim,_, 10 g(x) = +00. Alors

lim (f + g)(z) = +oo.

T—+00

Preuve. 11 suffit de vérifier qu'une fonction tendant vers +o0o quand x tend vers
400 est nécessairement minorée pour x assez grand. O

Exemple 2.2.9 La fonction f(z) = 2% + sin(z) vérifie lim,_, 1 f(z) = +o0.

Remarque 2.2.9 Attention, il n’y a pas de régle quand on retranche des limites
infinies. Par exemple on a

lim z =400, lim z?=+400, lim z—1=+oc0
T ——+00 r——+00 r—r—+00
et
lim (z? —2) =400, lim z—(r—1)=1.

r—r+00 T—r+0o0

Proposition 2.2.10 Soient f, g, h trois fonction de (a,+oo| @ valeurs dans R
et soit I € R. On suppose que

Vz € (a,+00], g(x) < f(z) < h(x)

et
Tl}riloog(x) =i= zlg&[-loo hz)-
Alors
A [ =1
Preuve. La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.2.5. O

2.2.4 Passage a la limite dans les inégalités

Proposition 2.2.11 Soit f : I — R une application. On suppose qu’il existe
zo €1 etl €R tels que lim,_,,, f(x) = I.

i) Supposons qu’il existe m € R tel que Vx € I, f(x) > m. Alorsl > m.

ii) Supposons qu’il existe M € R tel que Vx € I, f(x) < M. Alors 1 < M.
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Preuve. Preuve de i) On suppose par I'absurde que [ < m. Posons ¢ = m=l (.

2
Par définition de la limite, il existe § > 0 tel que

Vo € INjzg — 6,20 + 6], |f(z) -1 <e
En particulier, on a pour tout x € INjxg — §,20 + ¢,

f(x)<l+e=L+l

<,
ce qui contredit la définition de m.
Preuve de ii) Identique. Laissée en exercice. O

Remarque 2.2.10 Il n’y a pas de théoréme analogue avec des inégalités strictes.
Pour s’en rendre compte, il suffit de prendre f(x) = x pour x €]0,1[. On a bien
f(x) > 0 pour tout x €]0, 1] mais limy_,o f(x) = 0.

Proposition 2.2.12 Soit I = (a,+oo[ (ou | — 00,b)). Soit f : I — R une
application. On suppose qu’il existe I € R tels que lim, 4o f(x) = 1.

— Supposons qu’il existe m € R tel que Va € I, f(x) > m. Alors 1 > m.

— Supposons qu’il existe M € R tel que Vx € I, f(x) < M. Alors 1 < M.

Preuve. La démonstration est identique a celle de la Proposition 2.2.11. O
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Chapitre 3

Continuité et dérivabilité
des fonctions numériques

Dans ce chapitre on reprend les notations précédentes.

3.1 Rappels sur les fonctions
3.1.1 Injectivité, surjectivité

Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application.
Définition 3.1.1 On dit que f est injective si

Vz e XVa' € X, (f(z) = f(a)) = x =2').
On dit que f est surjective si
YyeY,xeX, f(z) =y.

On dit que f est bijective si elle est A la fois injective et surjective.

Proposition 3.1.1 Une application f: X — Y est injective ssi

Ve e X, Vo' € X, (z # 2 = f(z) # f(2)).

Preuve. Les deux formulations sont équivalents car 'une est la contraposée de

l'autre.

Dans toute la suite, on notera Idx : X — X 'application identité sur X (i.e.
Idx(x) = z, Vo € X) et Idy : Y — Y Dapplication identité sur Y. Lorsqu’il
n’y aura pas d’ambiguité sur ’ensemble X, on otera Id a la place de Idx.

Proposition 3.1.2 Soit f : X — Y une application bijective, alors il existe
une unique application g :' Y — X telle que go f = Idx et fog = Idy. Cette

application s’appelle Uapplication réciproque de f et se note f~1.

35
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Preuve. Commencons par définir f~!:Y — X. Etant donné y € Y, la fonction
f étant surjective, il existe z € X tel que f(z) = y. De plus, f étant injective,

cet élément x est unique (si x et a’ vérifient f(z) = y et f(a’) = y alors
f(x) = f(2), donc x = z’). On pose

Ty =«
On a alors

ce qui prouve fo f~ = Idy.
Par ailleurs,

FUTH (@) = f@), Vo € X.

Comme f est injective, on en déduit que f~1(f(z)) = =, ce qui montre que
Flo f = Idy. O

3.1.2 Monotonie
Soient I et J deux intervalles de R. Soit f: I — J.
Définition 3.1.2 On dit f est croissante si
Vo,y €1, (v <y = f(z) < f(y)).
On dit f est strictement croissante si
Va,y €1, (z <y = f(z) < f(y)).
On dit f est décroissante si
Ve,yel, (z <y = f(z) = f(y))
On dit f est strictement croissante si
Va,y €1, (v <y = f(x) > f(y)).

On dit que f est monotone si elle est croissante ou bien décroissante. On
dit que f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien
strictement décroissante.

Exemple 3.1.1 L’application f : R — R définie par f(z) = 1, Vo € R est
croissante, mais elle n’est pas strictement croissante.
L’application f : R — R définie par f(x) = a2 est strictement croissante.
L’application f : R — R définie par f(x) = x? n’est ni croissante, ni décrois-
sante.

Proposition 3.1.3 Soit I — J une application strictement monotone. Alors f
est injective.

Preuve. Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f est strictement
croissante. Soient x,y € I tels que x # y. On peut supposer que = < y. Comme
f est strictement croissante, alors f(z) < f(y). Donc f(z) # f(y). O
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3.2 Continuité

3.2.1 Propriétés élémentaires

Définition 3.2.1 Soient f: I - R et g € I. On dit que f est continue en xg
st limg ., f(2) = f(z0).

Remarque 3.2.1 En reprenant les définitions du chapitre précédent, il est
facile de voir que f est continue en xg si et seulement si

Ve > 0,30 >0,Vz €I, (Jr — x| < = |f(z) — f(z0)| < €).

Exemple 3.2.1 Soit f : R — R définie par f(x) = x2. Alors f est continue en
1.

Définition 3.2.2 Soient f : I — R. On dit que f est continue sur I si pour
tout xg € I, [ est continue en xg.

Proposition 3.2.1 (Propriétés élémentaires) Soient f: [ > R et g: [ —
R deuz fonctions continues. On a les résultats suivants :

i) [+ g est continue.

i) Pour tout A € R, A\f est continue.

iit) f.g est continue.

iv) Supposons que g ne s’annule pas sur I, alors la fonction § est bien définie

sur I est elle est continue.

Preuve. Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates de la Proposi-
tion 2.2.2. O

Les fonctions continues sont trés nombreuses. Un exemple simple et fonda-
mental de fonctions continues est donné par les fonctions polynomiales. Une
fonction polynomiale est une fonction de la forme f(x) = ag+ayz+...+aya’,

out N est un entier fixé (le degré du polynome) et ag, ..., an sont des réels.

Proposition 3.2.2 Soit f : I — R une fonction polynomiale. Alors f est con-
tinue sur 1.

Preuve. Commencons par traiter le cas particulier suivant. Pour £ € N, on
définit f : I — R par fr(z) = 2.

Sik =0, fo(r) =1 pour tout z € I. Par conséquent on a bien lim,_,,, f(z) =
1= f(zo) quel que soit z¢ € I.

Si k =1, fi(x) = z pour tout z € I. Etant donné xy € I et € > 0, on
a|f(z) — f(zo)| = |x — x| < € dés que |z — x| < e. Ceci montre que f; est
continue.

Pour traiter le cas général, on fixe & € N et on constate que fi(z) =
fi(x).fi(z)... fi(x). En appliquant la propriété iii) de la proposition 3.2.1, il
est clair que chaque fonction fj est continue sur 1.

Traitons maintenant le cas général. Soit f : I — R une fonction polynomiale.
Il existe des constantes ao, ..., an, telles que

N
Ve el, f(z) = Zakxk.
k=0
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Par suite f = ch\;o ag fr. En appliquant le i) et le ii) de la proposition 3.2.1,
on obtient le fait que f est coninue.
O

Exemple 3.2.2 Soit f : R — R définie par f(z) =0 six <0 et f(x) =z si
x> 0. Alors f est continue sur R.

Preuve. Sur | — 00, 0[ et ]0,400[, f est définie par une expression polynomiale.
Donc elle est continue sur R\ {0}.

Il reste a montrer que f est continue en 0. Soit € > 0. Posons § = € et
supposons |z — 0] < 4. Alors

[f(2) = FO)] = [f(2)] < ||

car f(r) =xsiz >0et f(z) =0siz < 0. Comme |z] < § = ¢, on en déduit
|f(z) — f(0)| < e, ce qui prouve la continuité de f en 0. O

Proposition 3.2.3 Soient I, J, K trois intervalles et f : I — J etg:J — K
deuz applications continues. Alors, g o f est continue.

Preuve. Soit zp € I. On doit montrer que lim,_,,, g o f(x) = g o f(xg). Or,
f et g étant continue, on a

lim f(z) = f(zo) et lim g(y) =go f(xo).

T—To y— f(zo)

11 découle donc de la Proposition 2.2.3 que lim,_,,, go f(x) = go f(zo). d

3.2.2 Théoréme de la valeur intermédiaire

Théoréme 3.2.1 Soit f : I — R une application coninue. Soient a,b € I tels
que a < b et soity € R. On suppose que f(a) <y < f(b). Alors il existe ¢ € [a, b]
tel que f(c) =vy.

Preuve. La preuve consiste a implementer la méthode dite de la dichotomie.
Quitte & considerer la fonction x — f(x) — y, on peut supposer y = 0. On a
donc f(a) <0 < f(b) et on cherche ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.
On va construire par récurrence deux suites (an)nen et (bn)nen telles que

(ay) est croissante et f(a,) <0 (3.1)
(b) est décroissante et f(b,) >0 (3.2)
Vn € N,a, <b, et b, —a, < (b—a)2™" (3.3)

On commence par poser ag = a et bg = b. On définit a; et b; de la maniere
suivante. On calcule z = f(%£b).
SizzO,onposealzblzL;b“.
Si z > 0, on pose a; = ag etblz‘“’QLbU.

Siz<0,0nposea1:@etb1:bo.
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On remarque qu’on a bien ag < a; < by < by dans tous les cas. De plus, par
construction on by —a; =0siz=0et by —a; = ZWTQO siz#0.

Supposons maintenant que ag, . .., a, et b, ..., b, satisfaisant (3.1), (3.2) et
(3.3) ont été construits. On va définir a,,11 et b,11 de maniére suivante. Soit
2= o).

Siz=0, on pose G141 =bpr1 = %

Siz >0, on pose Gp41 = Gy €t by = %b".

Siz <0, on pose anpt+1 = % et bpi1 = by.

On vérifie alors que an4+1 et b,y satisont les propriétés (3.1), (3.2) et (3.3).

Nous allons maintenant montrer que les suites (ay,)nen €t (bn)nen convergent
vers une limite commune. Pour cela il suffit de remarquer que (a,,) est croissant
et majorée par by, donc elle converge vers une limite ¢, € R. De méme, (b,,) est
décroissante et minorée par ag, donc elle converge vers une limite ¢, € R.

De plus, a,, — b, tend vers 0 quand n tend vers l'infini (car 0 < b, — a,, <
(b—a)2™™). Par suite, £y = 4.

On pose c =L, = b,

Comme f est continue, on a lim,_, . f(a,) = f(c). Comme f(a,) < 0 pour
tout n € N alors f(c) <0.

De méme, lim,,_, 1 oo f(by) = f(c) et comme f(b,) > 0 pour tout n € N alors
£(e) > 0.

On en déduit donc que f(c) = 0.

O

Remarque 3.2.2 Le résultat précédent est faux si la fonction n’est pas con-
tinue. Par exemple, pour f: R — R définie par f(z) =0 six #0 et f(z) =1
si x> 0, il nexiste pas de ¢ € R tel que f(c) = 3.

Proposition 3.2.4 Soit I = [a,b] et f : I — R une application continue et
strictement monotone sur I. Alors f est bijective de I sur [f(a), f(D)].

Preuve. La stricte monotonie de f montre que f est injective. Pour montrer
que f est surjective, on peut supposer que f est strictement croissante.

On se donne y € [f(a), f(b)]. Le théoréme de la valeur intermédiaire montre
qu’il exiset ¢ € [a, b] tel que f(c) = y. Par suite f est bien surjective. O

3.2.3 Notion d’extremum

Dans cette partie les fonctions considérées ne sont pas nécessairement con-
tinues.

Définition 3.2.3 Soit f : I — R une application. On dit que f a un mazimum
global sur I si :
oo € 1, Vo € I, f(x) < f(0).

Dans ce cas, le nombre f(xo) est appelé mazimum de f sur I et noté max,cr f(x).
On dit que f a un minimum global sur I si :

zg € I, Vo € 1, f(z) > f(zo).

Dans ce cas, le nombre f(x0) est appelé minimum de f sur I et noté min,cy f(x).
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Remarque 3.2.3 Si f a un mazimum, sa valeur M est unique. Par contre le
point xog ou cette valeur est atteinte n’est pas unique. Par eremple, sur R la
fonction sin(z) admet 1 pour maximum, qui est atteint en 5 +27Z.

On appelle ertremum un maximum ou un minimum.

Définition 3.2.4 Soit f : I — R une application et soit xg € 1. On dit que f
a un maximum local en xq st :

36 > 0,Vx € IN|zg — d,z0 + [, f(z) < f(z0).

Le nombre M = f(xg) est le mazimum local de f en xg.

Si de plus, pour tout x €]zg — §, zo + d\{xo} on a f(z) < f(xo), on dit que
M est un maximum local strict de f en xg.

On dit que f a un minimum local en xq si :

36 > 0,Vz € IN|xzg — 6,20 + 48[, f(z) > f(x0)-

Le nombre m = f(xg) est le minimum local de f en xg.
Si de plus, pour tout x €|zg — §,zo + I\{xo} on a f(z) > f(xo), on dit que
m est un minimum local strict de [ en xg.

Exemple 3.2.3 Soit f : R — R définie par f(z) = 2. Alors f a un minimum
local en x = 0.

Exemple 3.2.4 Soit f : R — R définie par f(z) = 2* — 22%. Alors f a un
mazimum local en x = 0 et un minimum local(en fait global) en x = 1 et
r=—1.

Remarque 3.2.4 Tout extremum local est nécessairement un extremum local,
mais la réciproque est fausse (cf exemple ci dessus).

3.2.4 Résultats globaux

Théoréme 3.2.2 Soient a,b € R et [ : [a,b] = R une application continue.
Alors f posséde un mazimum global et un minimum global. De plus, il existe
X1, € [a,b] tels que

f(x1) = max f(z) et f(z2) = min f(z).

z€[a,b] z€la,b]

Preuve. Admis O

La conclusion du théoréeme devient fausse si I’on ne suppose plus que f
est continue ou si on remplace [a,b] par ]a,b]. Pour voir que I'hypotheése de
continuité est nécessaire, considerer f : [—1,1] — R définie par f(z) = % si
x#0et f(0) =0. Alors f n’a pas d’extremum global.

Pour voir qu’il est nécessaire que l'intervalle soit fermé et borné, prendre f :
x € [0,4o00[— . Alors f n’a pas de maximum global puisque lim,_, o f(z) =
+00. On peu aussi prendre f : z €]0,1] — ;—21 et constater que f n’a pas de

minimum global.
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Définition 3.2.5 Soit I un intervalle et f : I — R une application. On dit que
[ est uniformément continue sur I si la propriété suivante est satisfaite :

Ve>0,30 >0,V e LVyel, (r—y| <d = |f(z) — fy)| <e) (3.4)
Comparons les definitions de ”f est continue sur I” :
Veel, Ve>0,30 >0,Vyel, (Jr—y|<d=|f(z)— fly)] <e€) (3.5)
et ”f est uniformément continue sur I” :
Ve > 0,30 >0,Ve e I,LVy eI, (Jr —y| <d = |f(x) — f(y)] <e¢). (3.6)

On remarque qu’on passe de la continuité a 'uniforme continuité en interver-
tissant les blocs "Va € I” et 736 > 0”. Autrement dit dans 'uniforme continuité
on demande que le § ne dépende pas du point z ou I'on mesure la continuité.

Remarque 3.2.5 Toute application uniformément continue sur I est néces-
sairement continue sur I. Par contre il existe des applications continues sur un
intervalle qui ne sont pas uniformément continues.

Exemple 3.2.5 L’application f(x) = % est continue sur ]0,1] mais elle n'est
pas uniformément continue. Pour le voir, il suffit de vérifier la négation de
luniforme continuité :

e>0,V6>0,Fzel,Fyeltq|le—y|l<det|f(z)— fly)>e

Fizons e = 1 et prenons 6 > 0 au hasard. On cherche x et y dans ]0,1] tels
que |z —y| < § et |f(x) — f(y)| > 1. Prenons x = 2(%1) ety = ﬁ. Alors
b

|x—y|:m<6. De plus

fa) — pw) =22 —a g boa oo

Théoreme 3.2.3 Soit I = [a,b] un intervalle fermé et borné. Alors, toute fonc-
tion f continue sur I est aussi uniformément continue sur I.

Preuve. Admis. O

3.3 Dérivabilité

3.3.1 Définition et propriétés élémentaires

Dans cette partie on suppose que I est un intervalle ouvert, c’est a dire ne
contenant pas ses bornes.

Définition 3.3.1 Soient f: I — R et zg € I. On dit que f est dérivable en xq
st la limite suivant existe

lim flz) - f(l"o).
T—To, TFT0 T — Xo

Si f est dérivable en g, on note f'(xg) la limite précédente.
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Définition 3.3.2 Soit f: I — R. On dit que f est dérivable sur I si pour tout
xo € I, [ est dérivable en xg.

Exemple 3.3.1 La fonction f: R — R définie par f(x) = |z| est dérivable sur
R\ {0}. Mais elle n’est pas dérivable en 0. En effet,

im L@ =IO P 1#41= lim Y= lim f@) = FO)

2—0,2<0 x—0 z—0,2<0 T z—0,2>0 T z—0,2>0 x—0

Par suite la quantité

w n’a pas de limite quand x tend vers Q.

Proposition 3.3.1 (Propriétés élémentaires) Soient f: I - R et g: 1 —
R deux fonctions et xg € I. On suppose que f et g sont dérivables en xg. On a
les résultats suivants :

i) [+ g est dérivable en o et (f + g)' (zo) = f'(x0) + ¢’ (x0).
ii) Pour tout A € R, \f est dérivable en zo et (A\f) (zo) = Af'(x0).

iit) f.g est dérivable en xq et (f.g)' (xo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g' (z0).
5 est bien définie pour x proche

5)/(1,0) _f (700)9(96;();)])0530)9 (zo0) .

iv) Supposons que g(xg) # 0, alors la fonction

de xo . De plus elle est dérivable en z et (

Preuve. Les points 1) et ii) sont des conséquences immédiates de la proposition
2.2.2.
Preuve de iii) Pour i > 0, on note

fwo +h) = flxo)
- .

An(f) =

On a

f(xo+h)g(xo + ) — f(xo)g(x0)

An(fg) = 3

= g(wo + h)An(f) + f(z0)An(9)
(3.7)

De plus on a limp, o Ar(f) = f'(x0), limp—0 An(g) = ¢'(z0) et limp_0 g(xo +
h) = g(zp). En appliquant & nouveau la proposition 2.2.2; on obtient

lim An(fg) = f(x0)g' (wo) + f'(20)g(x0).
Preuve de iv) En tenant compte de iii), on peut supposer que f est constante
égale a 1. De plus,
Ah(l) _1 1 _ L 9(zo0) — g(xo + h)
g h g(zo+h)  g(xo) g(zo + h)g(zo) h

En utilisant & nouveau la proposition 2.2.2, on obtient

l) — 79/(930)

lim A
h0 h(g g(xo)?

ce qui prouve iv) dans le cas f = 1. O
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Proposition 3.3.2 (Dérivation d’une composée) Soient f : I - R el g :
J — R deuz fonctions et xy € I. On note yo = g(xp). On suppose que yo € I et
que g est dérivable en xq et [ est érivable en yg. Alors f o g est dérivable en xg
et

(f 0 9) (o) = f'(9(x0))-g' (x0)-
Preuve. On reprend les notations de la preuve précédente. On

J(g(xo+h)) — f(g(x0)) g(xo + h) — g(x0)

Ap(fog) = 9(zo + 1) — g(0) h (3.8)
_ fp+ k}iz; — (o) glao + h}z —9@0) _ A ()An(g)

avec yo = g(zo) et k(h) = g(xg + h) — g(xo). Comme limy_,¢ k(h) = 0, on peut
appliquer les propositions 2.2.2 et 2.2.3 pour obtenir

lim An(f o g) = f(g(z0))-'(xo). (3.9)

O

Exemple 3.3.2 La fonction f(x) = exp(z?+1) est dérivable sur R et pour tout
r€R, on a f'(z) = 2wexp(x? + 1).

Proposition 3.3.3 Soient I et J deux intervalles et f : I — J une applica-
tion dérivable et bijective. Supposons que y € J vérifie f'(f~1(y)) # 0. Alors
Vapplication réciproque f~1: J — I est dérivable en y et

Preuve. Pour 3y’ € J on écrit
O -f'@) ) - )
y—y fU1y
On pose z = f~1(y) et 2’ = f~1(y), alors
Tty - ') z—a

y—y - fla) — fa)
Or, f étant continue, f~1 est aussi continue (c.f. TD). Donc, lorsque 3’ tend
vers y, ' = f~1(y’) tend vers f~!(y) = z. Par suite
) - ') z—a 1 1

lim = lim = =

=y y—y oo f(z) = f@)  flx)  fU W)

=
=
|
~
—
T
—
—~
<
—
=

O

Exemple 3.3.3 Soit [ :] —
est bijective et

5, 5= — 1, 1], définie par f(x) = sin(x). Alors f

1

vz el -1 (f7Y) (=) = Nk
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En effet, on a ' = cos. Par suite, la proposition précédente montre que

1
—1y\/ _

(F) () = cos(arcsin(zx))’

Or pour y €] — 5, Z[, on a cos(y) = \/1 —sin(y)%. En prenant y = arcsin(z) il
vient cos(arcsin(x)) =1 — x2. D’ou le résultat annoncé.

Remarque 3.3.1 On a des résultats analogues pour les fonctions cos et tan.

3.3.2 Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Proposition 3.3.4 Soient a,b € R et f :Ja,b[— R une application dérivable.
On suppose qu’il existe ¢ €|a,b| tel que f a un extremum local en c. Alors

#(¢) = 0.

Preuve. Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f a un maximum
local en ¢. Comme ¢ €]a, b], il existe § > 0 tel que I5 :=]c — §, ¢+ 6[Cla, b[. Pour
x # ¢, on pose D(x) = w Alors f'(¢) = limg—,. D(x).

Par ailleurs, ¢ étant un maximum local, quitte & diminuer §, on peut supposer
que pour tout x € I, f(x) — f(c) < 0. Par suite, pour tout « € I5 on a

D(x)>0siz<c

et
D(z)<0siz>c

Pour n € N* posons u, = ¢ — %. Alors Vn € N, D(u,) > 0 et comme u,
tend vers ¢, on a aussi lim,_, o D(u,) = f’(c). Par passage & la limite dans les
inégalités, on en déduit f’(c) > 0.

De la méme maniere, en considérant v,, = ¢+ % on obtient f’(c¢) < 0.

On a donc 0 < f/(¢) < 0. Ceci acheve la preuve. O

Remarque 3.3.2 Pour pouvoir appliquer le résultat précédent, il est impératif
que le point ¢ ot f a un extremum local ne soit pas une borne de l’intervalle de
définition. Par exemple, la fonction f : [0,1] — R définie par f(zr) = = a un
minimum global en 0. Pourtant f'(0) = 1.

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Rolle) Soient a,b € R tels que a < b et
f i [a,b] = R une application continue et dérivable sur |a,b[. On suppose que
f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Preuve. Si f est la fonction constante égale & f(a), on a f’'(z) = 0 pour tout z
et il n’y a rien a démontrer.

Supposons que f n’est pas constante. Quitte a remplacer f par —f, on peut
supposer qu'il existe xg €]a,b] tel que f(zg) > f(a). Par ailleurs, d’apres le
Théoreme 3.2.2, il existe z1 € [a,b] tel que f(z1) = max,epqp f(x). Comme
f(zo) > f(a) = f(b), alors x1 ¢ {a,b}. Autrement dit, z; €]a,b[ et on peut
appliquer la Proposition 3.3.4 pour en déduire que f'(z;) = 0. ]
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Théoréme 3.3.2 (Théoréme des accroissements finis) Soient a,b € R tels
quea <b et f:[a,b] = R une application continue et dérivable sur |a,b[. Alors,

il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = M_

—a

Preuve. Soit g : [a,b] — R I'application définie par

Alors, g est continue sur a,b et dérivable sur ]a,b[. De plus un simple calcul
montre que g(a) = f(a) = g(b). Par conséquent on peut appliquer le Théoréme
de Rolle & g et en déduire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or, un simple
calcul montre que

b) —
o labl.g (@) = fa) - L1
b—a
On déduit des deux dernieres inégalités , le résultat annoncé. O

Corollaire 3.3.1 Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] = R une application
continue et dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vz €la,b], |f'(z)| < M.

Alors,
[f(0) = f(a)] < Mb—al.

En particulier, toute fonction f telle que f' = 0 est constante.

Corollaire 3.3.2 Soit f : [a,b] — R une application continue et dérivable sur
la, bl.

Si f'(xz) > 0,Vx €]a, b, alors [ est croissante sur [a,b).

Si f'(xz) > 0,Vx €]a, b, alors [ est strictement croissante sur [a, b].

Proposition 3.3.5 Soit f :]a,b[— R une fonction continue et soit xo €|a,bl.
On suppose que f est dérivable sur les intervalles Ja, xo| et |xg, b[ et qu’il existe
a € R tel que

lim f'(z)=a= lim f'(x).

T—x0,r<To T—T0,T>T0

Alors f est dérivable en xg et f'(xg) = a.

. On doit montrer que

Preuve. Pour x # xg, on pose A(z) = %Z)(TO)

lim A(x)=a= lm A(x).
T—x0,<To T—T0, >0
D’apres le Théoreme de la valeur intermédiaire, pour tout > xg, il existe
y €lxo, z[ tel que Delta(z) = f'(y). Comme y tend vers xq lorsque x tend vers zo,
alors f/(y) tend vers « lorsque x tend vers zg et par suite, limy 4, 250, A(x) =
a.
Le méme raisonement fonctionne pour la limite par valeurs inférieures.

O
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3.3.3 Représentation graphique

Soit f : I — R une application dérivable en un point zo € I. On note
Gy ={(z, f(z)),z € I} le graphe de f.

Définition 3.3.3 On appelle tangente au graphe G5 en xo, la droite d’équation
Cartésienne y = f(xo) + f'(xo)(x — xo). On notera Ty 4, cette droite.

Remarque 3.3.3 Le graphe Gy et la tangente T ., se coupent au point (zo, f(zo)).
De plus pour x proche de xqy ces deux graphes sont tres proches.

3.3.4 Dérivées d’ordre superieur

Définition 3.3.4 Soit f : I — R une application et k € N*. On dit que f est
dérivable k fois (ou de classe D) si f est dérivable et f' est de classe D¥~1.
Dans ce cas on note

f// _ (f/)/, f(S) — ((f/)/)/, e f(k) — (f(k_l))/.
On notera D*(I) ’ensemble des applications de classe D* sur I.

On peut alors définir les applications de classe C*.

Définition 3.3.5 Une application f : I — R est de classe C* si f est de classe
D¥ et %) est continue. On notera C*(I) I’ensemble des applications de classe
C* sur 1.

Remarque 3.3.4 Pour k € N, on a les inclusions suivantes :
CH(I) c DFTY(I) c CFTY(T)

De plus ces deux inclusions sont strictes.

3.4 Rappels sur les fonctions usuelles

Dans cette section on rapelle des résultats admis sur des fonctions usuelles
(exponentielle, sinus, cosinus, etc.)
3.4.1 La fonction exponentielle

Théoreme 3.4.1 Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que

Vz € R, f'(z) = f(z) et f(0) =1.
Cette fonction s’appelle lexponentielle et se note f(x) = exp(x)

Preuve. Admis 0
La fonction exponentielle a les propriétés suivantes :
Proposition 3.4.1 i) Vz € R, exp(z) >0

i) exp est strictement croissante.

1) Vo € R, Yy € R, exp(z + y) = exp(x) exp(y).
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iv) Pour tout n € N, exp(n) = e™ ot e = exp(1l) > 1.

v) lim, 4o exp(z) = 400 et lim,, o exp(x) = 0.

Preuve. 1) admis

ii) C’est évident puisque exp’ = exp > 0 d’apres i).

iii) Fixons y et considérons g(z) = %‘?%y). On a ¢(0) = :ggz; =1et
g’ (x) = g(x) pour tout z. Par conséquent, le résultat d’unicité du Théoreme
3.4.1, montre que g(z) = exp(z) pour tout x. En multipliant par exp(y) on
obtient I'identité annoncée.

iv) Le fait que e > 1 est une conséquence immédiate de ii). Pour montrer
que exp(n) = €™ on procede par récurrence.

Pour n = 0, on a bien exp(0) =1 = ¢°.

Supposons exp(n) = e™. Alors, en utilisantr iii) et ’hypotheése de récurrence,
on a

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = e".e = "1,

ce qui prouve l'identité.
v) Soit M > 0. D’apres 'exercice 2.1.4, la suite u,, = €™ vérifie lim,, 4 oon, =
+00. Par conséquent, il existe ng tel que

Vn > ng,e" > M.
Or, la fonction exponentielle étant croissante, ceci implique que
Yo > ng, exp(z) > M.

Autrement dit, on a bien lim,_, . exp(z) = +o0.
Pour montrer que lim,_, _, exp(x) = 0, il suffit de remarquer que exp(x) exp(—z) =
1 et d’utiliser le résultat précédent. O

Corollaire 3.4.1 La fonction exp est bijective de R sur ]0, +00].

On note In :]0,400[— R sa fonction réciproque (appelé logarithme). On a
les propriétés suivantes :
Proposition 3.4.2 ) ln(e) =1
1) ln est strictement croissante.
iii) Vo € R, Vy € R, In(z.y) = In(z) + In(y).
i) lim, 4o In(z) = +o00 et lim, 0 In(z) = —oc.

v) La fonction In est dérivable sur]0,+oo| et In'(z) = L.

Preuve. 1l suffit d’utiliser la Proposition 3.4.1 et les résultats sur les fonctions
réciproques. O

A Taide des fonctions exponentielle et logarithme, on peut définir les puis-
sances non-entieres d’un réel positif.

Définition 3.4.1 Soit a € R.On définit la fonction f, :]0, +o0o[— R par f(z) =
exp(alog(x)).
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Proposition 3.4.3 Soit a € R. Alors la fonction f, est de classe C°. Si deplus
a € N alors fo(x) = x*. On notera donc par la suite f,(x) = x%, méme lorsque
a ¢ N.

Preuve. La fonction f, est de classe C*° comme composée de fonction C*°. Pour
a €N, ona f,(x) =exp(alog(z)) = exp(log(z®)) = x*. O

Proposition 3.4.4 Soient a,b € R et x,y > 0. Alors
1. (zy)* = %y
2. x0xb = gotP
3. (xa)b — xab
4. L=z

xa

Preuve. Exercice facile. O

Proposition 3.4.5 Croissance comparée Soit k € N. Alors, on a Ilmes lim-
ites suivantes :
1. limg 400 % = 400 et lim,_,_o z¥e % = 0.

2. limg 4o lgrg‘—,f =0 et lim,_,0 2" In(z) = 0.
Preuve. Ezercice. Indic : traiter d’abord le cas k = 1 et étudier les fonctions %

(on remarquera que e* > x pour x > 0). O

3.4.2 Les fonctions trigonométriques

Dans cette partie on rappelle les propriétés élémetaires des fonctions sinus
et cosinus, qui sont définies de maniere géométrique. Etant donné un angle
x €]0, 27|, les nombres sin(z) et cos(z) sont calculés en construisant un triangle
rectangle (ABC) de cotés AB et AC de longueur 1 et d’angle A égal 4 . On

pose alors
. BC AB
sin(x) = ac et cos(z) = Yok
Pour z € R, on définit cos(z) et sin(z) en posant sin(x + 2km) = sin(z) et
cos(x 4 2km) = cos(z) quelque soit k € N. Les fonctions ainsi définies sont C>
sur R periodiques. Elles vérifient les identités suivantes :

sin(x 4+ y) sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), cos(z+y) = cos(x) cos(y) —sin(x) sin(y)

sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(x),
sin(m — x) = sin(z), cos(m — ) = — cos(z), sin(g —x) = cos(x)
sin’(z) = cos(z), cos’(x) = —sin(z).

On peut aussi définir la fonction tangeante sur R\ {(2k +1)5, k € Z} par

sin(x)

tan(z) = cos(z)’

C’est une fonction C*° et on a
1

tan’(z) = 1 + tan®(z) = w02 (@)’



Chapitre 4

Intégration des fonctions
continues morceaux

4.1 Introduction

Dans cette section, on fixe a < b deux réels, on note I = [a, b] et on considere
f I — R une application continue. On suppose en outre que f est positive sur
[a, b], c’est & dire que Vz € [a,b], f(x) > 0. On veut calculer laire de la région
du plan comprise entre le graphe de f, ’axe des abcisses et les droites d’équation
x = a et x = b. Autrement dit, on veut calculer ’aire de I’ensemble

Qap(f) ={(z,y) eR*, a <z <b, 0<y < f(z)}.

f(z)

/V\

Qa,b(f)

Domaine dont on veut calculer I’aire

Dans quelques cas particuliers, il est possible de faire ce calcul simplement.

Par exemple, si f est la fonction constante f(x) = ¢ pour un certain ¢ > 0.
Le domaine £, 5(f) est un rectangle dont les cotés sont de longueurs respectives
¢ et b— a. Donc, son aire vaut ¢(b — a).

49
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f(=)

Cas d’une fonction constante

Si f est la fonction linéaire, f(x) = ¢+ d(z — a), pour deux constantes ¢ > 0
et d > 0. Le domaine Q,;(f) est un trapeze de petite base ¢, de grande base
¢+ d(b— a) et de hauteur b — a. Son aire vaut donc

1 d
§(petite base + grande base) * hauteur = (¢ + §(b —a))(b—a).

f(=z)
T
a b
Cas d’une fonction linéaire
Si f est une fonction plus compliquée. Par exemple, f(z) = (z — a)?. 1l

n’y a pas de maniere élémentaire de calculer. Une premiere approche consiste
a essayer de calculer l'aire de maniere approchée en découpant le domaine en
petits morceaux en remplacant chaque petit morceau par un morceau “proche”
dont on sait calculer laire (par exemple un rectangle ou un trapeze!).
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f(=z)

Approximation par découpage en petits rectangles

Si on prend des morceaux de plus en plus petits, on “s’appercoit” que les
)
approximations successives convergent vers une valeur limite.

4.2 Définition de ’intégrale

4.2.1 Cas des fonctions en escalier

Définition 4.2.1 Soit [a,b] un intervalle borné de R. On dit que (a1, ..., an41)
est une subdivision de [a,b] si a1 = a,an+1 = b et ap < agy1 pour tout k =
1,...,n.

Définition 4.2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que [ est une fonction
en escalier s’il existe une subdivision de [a,b] a = a1 < ag < ...<ant1 =b et
des réels ay, . ..,ay tels que pour tout k € {1,..., N} on ait

YV €lag, apt+1], f(z) = ay.

Remarque 4.2.1 Dans la définition précédente , on demande juste que f soit
constante sur chaque intervalle lay, agy1[.

Définition 4.2.3 Soit f une fonction en escalier. Soit a = a1 < az < ... <
an+1 = b une subdivision de [a,b] telle que [ est constante égale d «, sur chaque
intervalle lay, ags1[. On définit lintégrale entre a et b de f par

b N
/ f(a)da = Z g (ak1 — ax)-
@ k=1

Proposition 4.2.1 Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et A € R.
Alors f+ g et A\f sont aussi des fonctions en escalier et on a

/ab Fa)de = /\/ab F(@)da. (4.1)
et

/ab(f+9)(x)dff = /abf(rf)dx+/abg(x)dx. (4.2)
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Preuve. Soient f et A comme ci dessus. Il existe une subdivision a = a; < ... <
any1 et des réels ag, ..., an tels que

Vi €lak, apt+1], f(z) = ay.

Par suite,
Vo €lak, ap1[, (Af)(x) = B

avec 0 = Aay. Par définition de l'intégrale, il vient

b N N
/ M) (@)dz =" Brlanss —ar) = Y Aa(arss — ax)
@ k=1

k=1 (4.3)

N b
A onlanpr —ar) = /\/ f(x)dx
k=1 a

Ceci prouve (4.12). La preuve de (4.13) est un peu plus délicate et laissée en
exercice.

]

Proposition 4.2.2 Soient a < b < ¢ trois réels et f une fonction en escalier
sur [a,c]. Alors fijap et fip,c] sont aussi des fonctions en escalier et

/:f(x)dx _ /abf(x)dx—&—/bcf(x)dac.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que pour tout N, M € N, on

a
N+M N M+N

Zak:ZakJr Z ag.
k=1 k

=1 k=N+1

4.2.2 Cas des fonction continues

Supposons pour commencer que f : [a,b] — R est continue. On lui associe
des fonctions en escalier de maniere naturelle comme a la figure précédente en
posant pour tout n € N|

27’1
fo(z) = Zaﬁl[a}j,azﬂ ,
k=1

avec al = a+ (k— 1)%2 et of = f(a}).
Il est clair que pour tout n € N; f, est une fonction en escalier. Pour tout

n € N, on définit I,(f) € R par

b
L(f) = / ful@)d.
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Théoreme 4.2.1 Soit f une fonction continue. Soit (1,(f))nen la suite de réels
construite ci-dessus. Alors la suite (I,(f))nen converge vers une limite finie
lorsque n tend vers linfini. Cette limite est appelée intégrale de f entre a et b

et notée ff f(z)dx
Preuve. Pour montrer que la suite (I,,(f))nen a une limite quand n tend vers

I'infini, il suffit de montrer que cette suite est de Cauchy (c.f. Th 2.1.2).
Prenons € > 0 quelconque. On cherche N € N tel que

Vn,m €N, (n> N = [I(f) = Insm(f)] < €). (4.4)

Or, la fonction f est continue sur [a, b] qui est un intervalle fermé et borné, donc
elle est uniformément continue, d’apres le Théoreme 3.2.3. Par conséquent, il
existe d > 0 tel que

W,y € [a,b], (Jv -y <6 = |f(2) - f(y)| < —

) (4.5)

Prenons N € N tel que (b—a)2™ < § (c’est possible car la suite (2"),en tend
vers 0) et supposons que n,m € N vérifient n > N. On va montrer que (4.4) est
vérifiée.

Par définition, on a

b—a

on
b—a J
=5 D> [fla+ Z2mzf —a)
j=1 j=1
(4.6)
et
b—ate~ ~1
Iner(f) 2n+m Z f a + 2n+m (b - a))
on k 1 (4'7)
2m ) 2n+m (b a))
Par suite,
om 2™
L (f) = In4m (f)] < 2n+m ZZ |f () = f(yjn)l (4.8)
j=1k=1

k=1 (b—a). En particulier,

avec x;p = a+ Lt (b—a) et y;p = a+ St (b—a)+
pour tout 1 < j7<2"et 1 <k <2™, 0na

k—1 b—a
|0 — ikl = W(b —a) < o = d (4.9)

car n > N. Par conséquent, en combinant (4.5) et (4.9), on obtient

€

[ (@jn) = Flyin)l < 5— (4.10)
En utilisant cette inégalité dans (4.8), il vient
b—a emem €
|In(f)_-[n+m(f)| < szb—a = €. (411)
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Ceci prouve (4.4) et acheve la démonstration. O

Remarque 4.2.2 Dans le théoréme précédent, on démontre que la suite (I,(f))nen
a une limite sans expliciter celle-ci. Pour la plus part des fonctions la limite de
I,(f) (c’est a dire lintégrale de f) est incalculable explicitement. Par contre,

le théoréme précédent montre que cette intégrale est bien définie (ici le critére

de Cauchy est fondamental) et donne méme un algorithme pour en calculer une
approximation. En effet, en prenant n de plus en plus grand, le nombre I,,(f)
(qui est facilement calculable) s’approche de plus en plus de intégrale de f.

Définition 4.2.4 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On définit 'intégrale
entre b et a de f (attention aux bornes!!) par

/ba f(z)dz = —/ab f(z)dx.

Proposition 4.2.3 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et A € R.
Alors f+ g et \f sont aussi des fonctions continues et on a

/a " Fayde = & / " Ha)d. (4.12)
et

b b b
/ (f +9)(z)dx = / f(z)dx Jr/ g(x)dx. (4.13)
Preuve. 11 suffit alors de remarquer que

L(f +9) = In(f) + I.(9)

et
In(Af) = A (f).

En passant & la limite (n — o0) dans les égalités ci dessus, on obtient le résultat
annonce.

O

Proposition 4.2.4 Soit I un intervalle et a,b,c trois réels appartenant a I.
Soit f une fonction continue sur I. Alors

/ac f(z)dz = /ab f(z)dx + /bcf(:c)da:.

Preuve. Admis O

On s’interesse maintenant aux propriétés de conservation du signe de 'inté-
grale.

Proposition 4.2.5 Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors

/ab f(z)dx > 0.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que la suite I,, définissant 'intégrale est posi-
tive. Donc sa limite est positive. O

Corollaire 4.2.1 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. On suppose

que f < g sur [a,b]. Alors,
b b
/ f(z)dz < / g(x)dz.

Preuve. Appliquer la proposition précédente a g — f. O

Corollaire 4.2.2 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors il existe ¢ € [a, 1]
tel que

b
/ f(z)dz = f(e)(b—a).

Preuve. Comme f est continue sur [a,b], il existe z1,z2 € [a,b] tels que
f(z1) = infocpay f(z) et f(22) = supyeqy f(2). Autrement dit, pour tout
x € [a,b] on a

f(x1) < fz) < f(22).

En intégrant ces inégalités entre a et b, on obtient
b
(- a)fe) < [ fla)de < b a)f(ea).

En divisant par (b — a) on voit que le nombre I = ;- f; fz)dzx vérifie I €
[f(z1), f(x2)]. Le théoreme de la valeur intermédiaire montre donc qu’il existe
¢ € [x1, 2] tel que I = f(c). D’olt le résultat annoncé. O

4.2.3 Cas des fonction continues par morceaux

On va maintenant définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux.
Pour cela, on a besoin de la notion de prolongement par continuitA(© d’une
fonction.

Définition 4.2.5 Soit [ :la,b]— R wune fonction continue. On suppose que
limg g o5a f(x) existe et limy_yp o<p f(x) existe. On appelle prolongement par
continuité de f a Uintervalle [a,b] la fonction f définie sur [a,b] par

Va €la, bf; f(z) = f (@)
et f(a) = limx—>a,z>a f(fl?), f(b) - hmz—>b,r<b f(fl?)
Remarque 4.2.3 La fonction f ci dessus est continue sur [a, b, par définition.
Exemple 4.2.1 Soit f :]0,1] — R la fonction définie par f(z) = wzsin(L).
Alors, la fonction f défine par f(0) =0 et f(z) = f(x), Yz > 0, est le prolonge-
ment par continuité de f a [0,1].
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Définition 4.2.6 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est continue
par morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision a = a1 < ... < ay41 = b telle
que flax, agi1] est continue pour tout k et f a une limite a gauche et a droite
en ag.-

Définition 4.2.7 Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On
définit lintégrale de f entre a et b par

b N Ap41

/ f(x)dx = Z/ f‘]ahakﬂ[(a:)da:,
a k=1" %k

ot fl]ak,akﬂ[ est le prolongement par continuité de fa, a,,,[ @ l'intervalle [ak, agt1]-

Les propriétés de l'intégrale démontrées dans la section précédente pour
des fonctions continues s’étendent facilement au cas de fonctions continues par
morceaux. On en laisse la preuve au lecteur.

4.3 Théoreme fondamental de 1’Analyse

Théoréme 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et xg €
[a,b]. Pour x € [a,b] on définit

F(z) = / F(t)dt.

Alors, F est de classe C* sur [a,b], F(xg) =0 et
Vz € [a,b], F'(x) = f(x).

Preuve. Le fait que F(zg) = 0 est évident.
Montrons que F' est dérivable. Fixons x € [a,b]. Pour h > 0, grace a la
relation de Chasles, on a

x — F(x @th
PRI =g [ s 0 @

De plus, d’apres le corollaire 4.2.2, il existe x;, € [z, x + h] tel que f;Hh f(®)dt =
hf(zp). Par suite,

F(z+h)— F(x)
h

Comme zj, tend vers x lorsque h tend vers 0, on en déduit que

— f(x) = fzn) — f(). (4.15)

lim F(z+h) — F(x)
h—0 h

= f(x).

Ceci montre que F est dérivable et que F/ = f. Comme f est continue , on a
automatiquement F € C*. O

Définition 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] . Une
fonction F' dérivable q et telle que F' = f s’appelle une primitive de f.
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Remarque 4.3.1 Le théoréme précédent affirme que toute fonction coninue
posséde une primitive. Il est facile de voir qu’étant donnée une primitive F
de f, quelque soit A € R, la fonction F' 4+ X\ est aussi une primitive de F.
Réciproquement, si F' et G sont deux primitives de f, alors G = F + X pour une
certaine constante \.

Théoréme 4.3.2 Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle [a,b], alors

b
| #@is =0 - f(a)
Preuve. Soit g la fonction définie par g(z) = [ f'(t)dt. D’aprés le théoreme

4.3.1,0on a g(a) =0 et
Vz €la, b, ¢'(x) = f'(x).

Par suite g — f est constante égale & —f(a). En prenant z = b, il vient g(b) =

f(b) — f(a), c’est a dire

b
/ f(@)dz = f(b) - f(a).

Proposition 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et F'
une primitive de f. Alors

b
‘/f@ﬁ:F@—Fw)

Preuve. Soit F' une primitive de f. D’apres le corollaire, on a

fﬁmm:F@—F@.
Or F' = f. Donc
b
(/f@ﬁ:F@mey

4.4 Intégration par parties

Théoréme 4.4.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle Ja, b
et coninues sur [a,b]. On a alors la formule suivante :

b b
/ u' (z)v(z) = [uw]? f/ u(z)v' (z)dx (4.16)

ot lon utilise la notation [f]% = f(b) — f(a).

a
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Preuve. D’apres le théoreme 4.3.2, on a

b b
[w]’ = [ (w)(x)dz = [ (' (zx)v(z)+ u(z)'(z))dz
J tosre= | .

_ / @yl + / " (! (2)d.

Exemple 4.4.1 On a

2
/ teldt = 2 4+ 1
0

En effet, une intégration par partie montre que
2 2
/ tetdt = [te']3 — / eldt =2¢* —e? +1=¢e?+1.
0 0

4.5 Changement de variable

Théoréme 4.5.1 Soit f : [a,b] — R une application continue et soit ¢ :
[, B] = [a,b] une application de classe Ct. Alors

B . ©(B)
[ oo mi= [ s
o w(a)
Preuve. Soit F' une primitive de f. Alors F o ¢ est dérivable et
(Fog) =F op.y.

Par conséquent la fonction G = F o ¢ est une primitive de (F
appliquant le théoreme 4.3.2, on obtient

/

o). En

8
/ (F'op)(t).¢'(t)dt = G(b) — G(a) = F(p(a)) = F(p(b)).

Or F étant une primitive de f, ceci entraine

B @(B)
/ (fop)(t).¢ (t)dt = / f(s)ds.
o w(a)

dx—f_'_f

Exemple 4.5.1 f 1 (1+x2) TTa?

Preuve. Notons I =

I G da. On pose f(x) = i et olt) =

tan(t). Alors, o(—7F) = —1, ¢(3) = V/3. Par suite

5) z
I= /W flz)dz = f(tan(t)) tan’(¢)dt

(-5 -3
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Or tan’(t) = 1+ tan?(t), donc f(tan(t)) tan’(t) = \/ﬁ = cos(t). Par suite
5 = D)
I :/ cos(t)dt = [sin]i% = @
-1
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Chapitre 5

Formule de Taylor,
développements limités

5.1 Ordre de grandeur

5.1.1 Généralités

Dans cette partie on veut formaliser ’observation suivante. Considérons les
deux fonctions définies sur R par f(z) = x et g(x) = 22. On sait que

ili% fx)=0cet alg%g(w) =0.

Cependant, on peut se demander laquelle de ces deux fonctions tend le plus vite
vers 0 quand z tend vers 0. On peut commencer par évaluer f et g pour des
valeurs "petites” :

z [ 01 001 [1073
f(x) | 0.1 | 001 |[1073
g(x) [ 0.01 | 0.0001 | 1076

On constate que lorsque z tend vers 0, g(x) est beaucoup plus petit que f(x).

Une autre maniere d’appréhender ce phénomene est de calculer la limite

quand z tend vers 0 de }Eg On constate que

gl
I ) T ame=0

Ceci confirme que lorsque x s’approche de 0 le quotient % devient tres petit.

Autrement dit, g(z) est beaucoup plus petit que f(x).

Définition 5.1.1 Soient f: I — R et g: I — R deuz fonctions et xg € I. On
dira que ”f est un grand O de g lorsque x tend vers xy” si :

3C > 0,36 > 0, Vz €]xg — 0,20 + 0[N, |f(z)| < Clg(x)].

On notera
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Exemple 5.1.1 Soit f:]0,00[— R définie par f(x) = % +a —2. Alors f(z) =
O1((z —1)%).
Définition 5.1.2 Soient f: I = R et g: I — R deux fonctions et xo € I. On

dira que 7f est un petit o de g lorsque x tend vers xq” si il existe & > 0 et une
fonction € : I — R telle que limy,_,,, €(z) =0 et

Va €lxo — 6,0 + [N, |f(z)] = e(x)g()]

On notera
f(x) = 044(9())-
Exemple 5.1.2 Soit f :]0, co[— R définie par f(z) L. Alors f(x) = og(x).

= In(z)"

Remarque 5.1.1 Avec les notations précédentes, dire que f = 0,,(1) (ot 1
désigne la fonction constante égale 4 1) signifie exactement que lim,_,., f(z) =
0.

Proposition 5.1.1 Soient f : I — R et g : I — R deux fonctions et xo € I.
Alors f(x) = 04,(g(x)) si et seulement si

Ve > 0,30 >0, Vo €]zg — 0, z¢ + 0[N, |f(x)] < €|g(z)]|.

Preuve. 11 suffit d’écrire la définition de lim,_,,, e(x) = 0 pour obtenir ’équiva-
lence. O

Corollaire 5.1.1 Soient f : I — R et g : I — R deux fonctions et xo € 1.
Supposons f(x) = 04,(g(x)), alors f(x) = Oy, (g(z)).

Proposition 5.1.2 Soient f: I - R, g: I >R, h: I —->Retk:I— R quatre
fonctions A € R et xg € I. on a les implications suivantes :

1. Si f = 0.,(g9) et h = 04,(g) alors f + h = 04,(g).

2. Si f =o0g,(9) et h =0y, (k) alors f.h = 0y,(g.k).

3. Si f=04,(9) et h=04,(9) alors f +h = Oy, (9).

4. St f =04 (9) et h =0y (k) alors f.h = O, (g.k).

Preuve. Laissée en exercice. O

Remarque 5.1.2 Soient f : I - R, g: I - R et h: I — R trois fonctions et
T, x1 deux réels. Si xg # x1, aucune des régles précédentes ne s’applique. Par
exemple on a x* = op(x), = = O1(x) et 22.2 = x # oy (a?).

5.1.2 Cas des puissances

Dans cette partie, on compare la taille des fonctions puissances. On fixe un
intervalle I et xg € I et pour k € N.

Proposition 5.1.3 Soient k € N et f: 1 — R, alors
flx) 0

1. f:()xo((zixo)k) $81 1im_«1»_>x0 (I*Eo)k =

2. f =04 (x —20)F) ssi (z]i(;;g)k est bornée “preés de xo”.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des définitions. O
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5.2 Formule de Taylor

Dans toute cette partie I =|a, b[ est un intervalle, xg € I est fixéet f: I — R
est une application.

Théoréme 5.2.1 ( Formule de Taylor avec reste intégral) Supposons que
fecti(I), alors pour tout x € I

(k) (g
fa) =3 L) 4 R

k!
k=0

R(z) = /L M(w —t)"dt.

n!

avec

Preuve. On procede par récurrence sur n.

Le cas n = 0 est une conséquence immédiate du Théoreme fondamental de
I’ Analyse.

Supposons que f € C"2(I) et qu’on a établi la formule :

n (k) o z r(n+1)
=y gy [P O s
k=0 ' o '

Une simple intégration par parties montre que

/x f(n:')(t) (r— t)di _[f("ﬂ)(t) - t)”“]ﬁo N v f(n+2)(p) (z— )"t

(n+1)! 2 (M4 1)!
(n+1) (4 T £(n+2)
N f(n T (1)?) (2 = o)™ + /Io JZn T 1()t!) (z —1)"+ide
(5.2)

En additionnant les equations (5.1) et (5.2), on obtient le résultat au rang n+2.
O

Corollaire 5.2.1 (Formule de Taylor-Lagrange) Supposons que f € C"1(I),
alors pour tout x € I

n (k) T
1@ = L a4 0, (@ )

k=0

Preuve. 11 suffit de majorer le reste R(z) dans la formule de Taylor avec reste
intégral. Comme f est de classe C™*!, pour tout § > 0 il existe une constante
C > 0 telle que

vt € [z0 — 8,0 + 6], |[f" (1) < C.

Par suite, pour tout = € [xg — 0,z + 5], on a

\<C|/ =" < e — wo .

En fait on peut améliorer ce résultats a bien des égards :
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Théoréme 5.2.2 ( Formule de Taylor-Young) Supposons que f : I — R
est n fois dérivable, alors pour tout x € I

() (g
1) =3 0 (o4
k=0

R(x) = 05, ((x = 20)")-

Preuve. Etant donnée une fonction f dérivable n fois, on définit la fonction
— %) (o)
Tf(z) = Z T(l’ — )",
k=0

On doit donc montrer que T, f(x) — f(x) = 0x,((x — z)™). On procede par
réccurence sur n.
Pour n =1, il s’agit de montrer que si f est dérivable sur I alors

f(xo) + f'(x0)(x — w0) — f(2) = 04y (x — T0).
En divisant par x — o I’équation précédente devient

f(z) = f(xo) ’
————= = f(x0) + 04,(1
L L0 f(w0) + 02y (1)
qui est trivialement vraie par définition de la limite.
Supposons maitenant la propriété vraie au rang n. Soit f une fonction n+ 1
fois dérivable sur I. Par conséquent, la fonction f’ est n fois dérivable e td’aprs

I’hypothse de réccurence on sait que

T f'(t) = f'(t) = 0y ((t = z0)").-

On integre cette égalité entre xg et z :

x

/ Tyt — fx) + Feo) = / 0 (1 — o)),

0 Zo

Par ailleurs on constate que

/x T, f (t)dt = zn: % /i(t — xo)*dt

0 k=0
k) (p L) g
- ,;,0 f(k n (1)?) (x —mo)"*! = ;;1 I o) k(' ) (x — m)*

et

/x Oy ((t = 20)")dt = 05y (& = 20)" ).

Zo

On en déduit,

ni:l S (o)

@ 20)" — f(x) + f(x0) = 02y ((x — 20)" ")

k=1
c’est a dire
Toi1f(x) — f(2) = 02y (& — 20)" ).
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Remarque 5.2.1 Sil’on compare ce résultat avec la formule de Taylor-Lagrange
au rang n, on constate que la conclusion est meilleure (on a R(x) = 0, ((x —
x0)™) & comparer avec R(x) = Oy, ((x — 20)™) dans le cas Taylor-Lagrange) et
nécessite moins d’hypothéses (f € D™ contre f € C™).

Corollaire 5.2.2 Soit f : I — R une application de classe C* et ¢ € I. On
suppose que ¢ est un point critique de f, c’est a dire que f'(c) = 0. Alors :

- si f"(¢) <0 alors f présente un mazimum local strict en x = c.

— si f""(¢) > 0 alors f présente un minimum local strict en x = c.

Preuve. D’aprs la formule de Taylor-Young, on a

1)
2

f"(¢)

f(x) = f(x) (@ =) +ol(z = 0)*) = (z = (=~ + ()

avec lim,_,. e(x) = 0. Sous 'hypothese f”/(c) # 0, pour il existe § > 0 tel que
pour tout | —¢| < 4, on a |e(x)] < \fT(C)\
Si f”(¢) < 0, on en déduit que pour x €]c — d,¢+ [, x # ¢, on a

f// (C)

1 (x—c)?<0

flz) = fle) <

donc f a un maximum local strict en z = c.
Si f”(c) > 0, on en déduit que pour = €]c — d,¢+ [, * # ¢, on a

f@) 1) > T o2 >0

donc f a un minimum local strict en z = c.

5.3 Développements limités

Dans cette partie on introduit les développements limités. Etant donnée une
fonction f : I — R réguliere et xy € I, on veut donner une approximation de f
par une fonction plus simple. Une classe de fonction bien connue est la classe des
polynomes. Il est donc interresant d’approcher une fonction par des polynomes.

Dans un premier temps, on peut essayer d’approcher f par un polynome
de degré 0, c’est a dire par une constante. C’est possible en choisissant comme
polynome approximant la fonction Py(z) = f(xq). Si f est continue on voit que
limg ., (Po— f)(z) = 0. Autrement dit, lorsque x s’approche de z, les fonctions
P, et f sont proches.

Si on veut raffiner cette approximation, on peut chercher a approcher f
par un polynome P; de degré 1, c’est a dire par une fonction linéaire. Si la
fonction f est dérivable, ceci est possible (ca consiste & dire que la tangeant
approche le graphe de la fonction) et fourni une meilleure approximation que
I’approximation par une constante.

Pour aller plus loin, on peut essayer d’approcher f par un polynome de degré
n quelconque. C’est I'objet de la suite du paragraphe.
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Définition 5.3.1 Soit f: I — R une application et xo € I. On dit que f a un

développement limité a 'ordre n en xo (DL, (x0)) s’il existe des réels ag, . .., an,
tels que
fl@)=ao+ai(x —xo) + ... +an(x — 20)" + 04, ((x — 20)™) (5.3)

pour x € I. Si une fonction f a un DL, (xq) pour tout n, on dit que la fonction
f a un développement limité a tout ordre en xg.

Proposition 5.3.1 Soit f : I — R une application et xo € I. On suppose que
f aun DL, (xq). Alors les coefficients ag, ..., a, sont uniques.

Preuve. Supposons qu’on a deux suites de coefficients aq, ..., a, et bg,...,b,.
Montons que ay = by pour tout k. On procede par réccurence sur k.
Pour k£ = 0, on remarque que

ag = zlnglo f(z) = b.

Supposons que ag = by, . .., ar = by, en soustrayant les deux DL de f en x,
on obtient

0= (ars1 — brgp1)(@ —20) T 4 .. 4 (an — bp) (@ — 20)™ + 04 (2 — 20)™).

k+1

En divisant par (x — x¢) et en faisant * — ¢, on obtient ax41 = bgr1. O

Proposition 5.3.2 Soit f : I — R une application, o € I et g(x) = f(xo+x).
Alors, f a un DL,(x) si et seulement si g a un DL, (0). De plus les coefficients
de ces deux DL sont identiques.

Preuve. Exercice. O

Théoréme 5.3.1 Soit f une fonction de classe C™ sur I. Alors, pour tout
xg € I, f admet un développement limité a 'ordre n en xg donné par

() (g
f(@) = flxo) + f'(xo)(x —20) +... + fT('O)(:E —x0)" + 050 ((x — 20)") (5.4)
Preuve. C’est une conséquence du théoreme 5.1. O

Remarque 5.3.1 Si on a plus d’information sur f, on peut pousser le DL un
peu plus loin.

Proposition 5.3.3 Soient f: 1 — R et g: I — R deuz applications et xo € I.
On suppose que [ et g ont un DL, (xq) :

fx)=ao+ai(x —xo) + ...+ an(x — 20)" + 04, ((x — 20)™)

g(x) =by +b1(x —x0) + ...+ bz — 20)" + 0z, ((x — x0)™) (5:5)

Alors
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i) (Somme de DL) La fonction f 4+ g a un DL, (x¢) :
(f +9)(x) = (a0 + bo) + .- + (an + bn)(x = 20)" + 05, (2 — 20)")
i1) ( Produit de DL) La fonction fg a un DL, (xg) :

(fg)(z) = apbo + (a1by + agby)(z — x0) + (azbo + a1by + agbs)(z — x0)?
+ ...+ (anbo + an—1b1 + ... + agbn) (@ — 20)" + 04y ((x — 29)")
(5.6)

iii) (Inverse de DL)Si f(zg) = 0 et f posséde un DLy, (zo), alors ﬁ pos-
séde un DL, (zo). Ce DL, est identique a celui de la fonction > p_, f*
qui se calcule avec les regles 1) et ii).

iv) (Composition de DL) Soient I et J deux intervalles et f : I — J
et g : J — R deux fonctions. On se donne xo € I et on suppose que
yo = f(xo) appartient o J. On suppose aussi que [ a un DL,(xzo) et g a
un DLy (yo) et que ces DL sont donnés par

f(@) = Po(z = 20) + 05, ((z = 20)") et 9(y) = Qn(y —yo) + 0y, ((y —%0)")-

Alors gof aun DL, (xg) qui s’obtient en calculant le DLy, (xq) de Qn(Ppn(z—
o) = Yo)-

Preuve. Le 1) est trivial. Il suffit de remarquer que 0., ((z—20)" 404, ((x—20)" =
0o ((x — 20)™.
Pour le ii), on écrit f(z) = P(z) + r(z) et g(x) = Q(x) + s(x) avec

P(z) =ao+a1(x —xo) + ...+ an(z — z0)" et 7(x) = 04y ((z — z0)"

Q(x) =bo+bi(x—zo) + ... +bp(x —20)" et s(x) = 04y ((x — )"
On a
(f9)(x) = P(z)Q(z) + P(z)r(z) + Q(z)s(x).

D’apreés la Proposition ??, on a P(x)r(z) + Q(z)s(z) = 04, ((x — 2¢)™. De plus,
en regroupant les puissances, on voit facilemnt que

P(z)Q(z) = agbo + (a1by + agb1)(z — x0) + (azby + a1b1 + agbz)(z — x0)*
+ .o 4 (anbo + an—1b1 + ... + agbn) (@ — 29)" + (z — xo)"HW(x)
(5.7)

ot W est un polynéme. En particulier, (z — z0)" "W (z) = 04, ((z — x0)", ce
qui achéve la démonstration de ii).

Démontrons maintenant le iii). On définit g,,(z) = >_;_, f*(z). Un calcul
immédiat montre que

(1= f(2))gn(z) =1 - " (2), (5.8)
d’ou .
1 ntl (g
=) @) F {— f((x)) 59
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De plus, on a supposé que f(x) = o4, (z — zg). Par conséquent, f"*1(z) =

0o (T — x0))" T et 17}@) = Oy, (1). On en déduit que
1 _ _ n+1
= 7@ = gn (@) + 020 ((x — 20)" ™) (5.10)

Pour conclure, il suffit de remarquer que grace aux points i) et ii), la fonction
gn aun DL, (z0); gn(z) = Py(z — 20) + 04, ((x — 20))™. En remplacant g,, par
cette expression dans (5.11), il vient

1
T = o= 0) + 0w (2 = 0)"). (5.11)
Ceci démontre a la fois I'existence d’'un DL pour ﬁ et la maniere de le calculer.
La preuve iv) est laissée au lecteur. (]

Remarque 5.3.2 Le point iii) sert ¢ calculer le développement limité de % pour
toute fonction g ne s’annulant pas en xq et ayant un DL. En effet si g(xg) # 0,

on peut ecrire
1 _ 1 1 (5.12)
9(z)  g(xo) 1 - f(x) '

. Comme g posséde un DL, il est clair que f satisfait les

avec f(zr) = 79@3();39)(“:)

hypothéses du iii) de la proposition précédente.

Exemple 5.3.1 Soit u: R% — R définie par u(x) = % et soit xg > 0. Alors f
posséde un DL a tout ordre en xqg. En effet

n

_1 o _r zo — z)F x — x)" !
o) = Ty = gy 0~ 9+ Onl(e =)
ay (5.13)
=3 o a0 + oy (= 30)").

Proposition 5.3.4 (Intégration des DL) Soit f : I — R une application
continue et xo € I. On suppose que [ a un DLy (xo) :

f(@)=ao+ai(x —zo) + ... +an(r —x0)" + 05, ((x — 20)™) (5.14)

Alors, toute primitive F' de f a un développement limité a l'ordre n+1 en xzq :

F(z) = F(ao)-+ao(o—r0)+ 5 (r=20) 4. ot (2 (@=0)" oo, (=0)" ),
Preuve. Soit F' une primitive de f. Alors, il existe une fonction r telle que
lim, ., 7(z) = 0 et
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En utilisant le fait que [ (t — zo)"dt =
grale, il vient

=i (z — o) et la lindarité de I'inté-

F(z) = F(xo)+ao(z—z0)+ = (z—20)" () (5.16)

5 (x—20)+. ..+

(n +1)

avec p(x) = f;a (t —z0)™e(t)dt. Il reste donc a montrer que p(z) tend vers 0 plus

vite que (x — z)" 1. Fixons € > 0 au hasard. Par définition, il existe § > 0 tel
que
Vit €lxg — 0, z0 + O, |r(t)] < e(t — x0)".

On en déduit que pour = €]zg — d§, 29 + [, on a
xr
(@) < e/ It — 20| dt < e — wo|" ! (5.17)
o
ce qui montre que p(z) = oy, ((x — x9)" . O
Remarque 5.3.3 On remarque que le DL a l'ordre n + 1 de la primitive de f

s’obtient en intégrant termes a termes le DL de f a l'ordre n.

Remarque 5.3.4 Il n’y a pas de résultat analogue qui permette d’affirmer que
si une fonction dérivable a un DL, alors sa dérivée f’ aun DL, _1. Par exemple
la fonction f définie par f(0) =0 et f(z) = 2° sm( ) posséde une DLy en 0 :

f(2) =0+ 0.2 + 02° + 0o (x?),

mais sa dérivée n’a pas de DLy en 0. En effet, f'(0) =0 et pour x #0, on a
(&) = 3% sin( ) — 2cos( )
fi(x) =3z sm(m2 —2cos(—3)-

En particulier ' n’es pas continue en 0 et donc ne posséde pas de DL1.

5.4 Développements limités usuels

A Tlaide de la formule de Taylor, il est possible de montrer que certaines
fonctions usuelles ont des DL a tout ordre en tout point et de calculer ces
développement limités . On donne ici certains de ces DL a un ordre n quelconque
et en g = 0.

k(k—1 k(k—1)...(k— 1
Vk € Z, (1+J;)k:1+ij+¥x2+...+ ( ) n$ nt )x"+00(:c")
cos(x) = + 0o (z*™)
k=0
b 2k+1 2n+1
sin(x kZZO 2k+1 + op(x )

2 n

x x
ez:1+x+?+...+m+00(1’”)
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3
—

~ (="

k+ 1 2™+ op(a™)

log(1+ ) =
k=0

ala—1)...(a=—n+1)

VaeR, 1+2)*=14+az+...+ '
n:

" + op(z™)

1 2 n n

t ( ) x3 + 1‘5 =+ ( 1)2n+1 x2n+1 4 ( 2n+1)
arctan(xr) =xr — — —_— — ... — e O\ T
35 m+1 " Y

n

, 1.3.5...(2k + 1) .
arcsm(x) = Z ml’2k+l + 00(1'2 +1)

5.5 Application au calcul de limites

Une application essentielle des développements limités est de lever des in-
déterminations dans le calcul des limites. Dans cette section on donne quelques
exemples de ces applications.

Supposons qu’on doit étudier la limite en zy d’une fonction F' de la forme
F(z) = g gi; Si les deux fonctions ont une limite en g et que la limite de g est

non nulle, alors la limite de F est donnée par le quotiont des limites (proposition
2.2.2). Dans le cas ou f et g ont une limite nulle, le résultat précédent ne s’ap-
plique pas. Pour lever I'indétermination, une méthode trés performante consiste
(si c’est possible) & écrire un DL de chacune des fonctions et a “simplifier la
fraction”.

Proposition 5.5.1 Soient f: I — R et g: I — R deux applications et xo € 1.
On suppose limy ., f(x) = limg_,, g(x) = 0 et que f et g ont un DL, (o)
donné par {

f(l’) :al(x — (L’o) +...+ an(l' - xO)n + Oxo((x - xo)n)

g(x) :bl(x — Io) + ...+ b"(z — ggo)” + O%((x _ xo)n) (5'18)

On note ny = inf{k € {1,...,n}, ar # 0} et ng = inf{k € {1,...,n}, by # 0}.
On a alors les comportements suivants :

f(z)

— sing > ng alors limg_,., 5@ = 0
— sing =ng alors limg_, 4, % = Z"f .
ng

- siny < ng alors 5 a une limite infinie & gauche et a droite. Le signe est

donné par le quotient —an et la différence ny —ng (voir la preuve pour plus
g
de détails).
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Preuve. Soit F' = 5. Quitte & poser y = x — g on peut supposer g = 0. On
écrit
B ZZ:nf apz® + op(z™)

F(z) = 5.19
( ) ZZ:ng bkl‘k +00(I") ( )
et on factorise le numérateur et le dénominateur :
F(z) = & (jmo” @htn, " + 00(a™7")) (5.20)
x" (ZZ;SLQ bk+ng xk + 0g (.’En_ng)) '
Si ny > ng, on simplifie par ™9 et on obtient
g (3 M a x® + op(zn
F(z) = (Dm0 Ghins (@), (5.21)

ZZ;(;LQ karngiEk + 00(1'"—"9)

Comme ny > ng le numérateur tend vers 0 quand z tend vers 0. Par ailleurs,
par définition de n, on a b,, # 0 donc le dénominateur a une limite non nulle.
Par suite lim,_,g F'(z) = 0.

Supposons maintenant que ny = n,. Alors

_ ZZ;(?)” Ol+tny zk =+ Oo(mn_"f)

F(x) = == ) (5.22)
Zk:o g bk-i—ng xk + 00(1‘"7”9)
et il est clair que lim, o F(x) = Zéf )

Pour finir, traitons le cas ot ny < ng. La méme procédure que ci-dessus
montre (en simplifiant par x,,) que

Sorco” Ahn, a® + 0p(a" ")

F(z) = — .
a0 (30020 Dhegon, F + 0g (277 9))

(5.23)

Or dans cette expression, le numérateur tend vers a,,, # 0 tandis que le dénom-
inateur tend vers 0. Par suite, on a

alclir%) |F'(z)| = 4o0. (5.24)

De plus, pour z > 0 F(z), a le signe de Z’J et pour z < 0, F(z) a le signe de
g

an
(1L
Siny —ng est impair, on obtient des signes différents & gauche et a droite de
0. Par suite F' n’a pas de limite infinie en 0, mais seulement des limites infinies
a gauche et a droite de signes différents.

Siny —ng est pair, F' a le méme signe a gauche et a droite de 0. Par suite

F a une limite infini en 0 dont le signe est donné par sgn(Z:—'j).
O
Exemple 5.5.1 Soit f définie pour x # 0 par f(z) = Sm(z)T%;HT Calculer

lim, 0 f().
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Preuve. C’est évidemment une forme indéterminée. On calcule un DL de sin(z)—
3
r+ % en0.On a

1‘3 3 5 3 5

sin(m)—x—i—g :x—%+%+00(9€7)—x+% = %—FO()(LE?).
Par suite .
L4 0p(z") 1
f( ) - * £E5 = 5' +OO(‘T2)
et on a clairement
ilg}) f(z) = &l



