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EXPONENTIELLE ET LOGARITHME COMPLEXES

1. Vrai ou faux.
ln(z2) = 2 ln z ? ii est réel ? (
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2
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z2 = z ?

2. Sommation de séries trigonométriques.
a. Soit " 2]0; 1[. Montrer par le théorème d�Abel que la série
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formément dans le domaine jzj � 1, jz � 1j � ".
b. En déduire la valeur des sommes
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c. En déduire que, pour tout entier N � 1 et tout � 2 R, on a�����
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[On pourra étudier séparément les cas où 0 � � � 2�=N et 2�=N � � � �.]

3. Indice d�un chemin fermé. Soient I = [t0; t1] un intervalle compact,  : I ! C un
chemin fermé de classe C1 du plan complexe (avec (t0) = (t1)) et a un point de C. On
note
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a.Montrer que ceci dé�nit une fonction a 7! j(; a) continue sur l�ouvert Cn(I), à valeurs
entières, identiquement nulle hors d�un compact du plan.
[Pour montrer que j(; a) 2 Z on pourra raisonner sur la fonction
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b. On suppose que le chemin  ne rencontre pas une demi-droite issue de a. Montrer que
j(; a) = 0.

4. Calcul d�intégrale. Soit

I(r) =

Z 2�

0
ln
�
1� 2r cos � + r2

�
d� .

a. Montrer que l�intégrale converge pour tout r réel. Comparer I(r), I(�r) et I(1=r):
b. En s�aidant de ln(1 � rei�) et du théorème de Cauchy, calculer I(r) pour 0 � r < 1,
puis pour r > 1.
c. En déduire I(�1) par le théorème de convergence dominée.
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