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DE PHRAGMEN-LINDELÖF À HAUSDORFF-YOUNG

On rappelle le principe du maximum : soient 
 un ouvert borné connexe de C, de frontière
@
, et f une fonction holomorphe dans 
, continue sur son adhérence 
 ; alors tout
majorant de jf j sur @
 majore jf j sur 
.
1. Montrer que ce résultat peut être faux si 
 n�est pas borné (voir par exemple f(z) = ez).
On va maintenant établir la forme suivante du lemme de Phragmen-Lindelöf : le
principe du maximum reste valable pour un ouvert de la forme 
 =]a; b[�R (avec a < b),
si on suppose de plus f bornée sur 
.
On note M un majorant de jf j sur @
 et C un majorant de jf j sur 
.
2. Soient " > 0 et '"(z) = (1 + "(z � a))�1. Montrer que, pour z = x+ iy 2 
,

j'"(z)j � 1 et "jyjj'"(z)j � 1 .

3. Conclure en appliquant le principe du maximum à '"f sur le rectangle a < x < b,
jyj < C=M".

Application à l�inégalité de Hausdor¤-Young : montrons que si f est 2�-périodique
sur R, avec f 2 Lp(0; 2�; dt=2�) et 1 � p � 2, on a l�inégalité

kc(f)kq � kfkp ,

où c(f) désigne la suite des coe¢ cients de Fourier de f et (1=p) + (1=q) = 1.
4. Etablir l�inégalité pour f 2 Lp(0; 2�), p = 1 ou p = 2.
On suppose désormais 1 < p < 2. Soit (an) une suite �nie de nombres complexes telle queP
n janjp = 1, soit f une fonction en escalier sur [0; 2�], telle que kfkp = 1, et

g(z) =
X
n

janjpz
�
an
janj

�Z 2�

0
jf(t)jpz

�
f(t)

jf(t)j

�
e�int

dt

2�
.

5. Montrer que jg(z)j � 1 pour x = 1 et pour x = 1=2, et que g est une fonction entière
de z = x+ iy.
[Pour majorer quand x = 1=2, on pourra utiliser les coe¢ cients de Fourier de la fonction
'(t) = jf(t)jpz(f(t)=jf(t)j).]
6. Appliquer à g le lemme de Phragmen-Lindelöf sur l�ouvert 1=2 < x < 1 de C. En
considérant g(1=p) montrer que �����X

n

ancn(f)

����� � 1 .
7. En déduire l�inégalité de Hausdor¤-Young pour f en escalier, puis pour toute f 2
Lp(0; 2�).
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