
Agrégation Analyse (F. Rouvière) 20.12.00

EXERCICES SUR L�INTEGRALE DE FOURIER

On note bf(t) = RR f(x)e�itx dxp
2�
la transformée de Fourier de f (lorsque l�intégrale a un sens).

1. Fourier de L1 vers Co . On rappelle la formule
R
R f(x)bg(x) dx = RR bf(t)g(t) dt , pour f; g 2 L1(R).

Dans la suite f est une fonction impaire, intégrable sur R.
a. On suppose 0 < a < b. En utilisant la fonction g(t) = 1

t�[a;b](t), montrer l�égalitéZ b
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b. Montrer qu�il existe une constante M telle que�����
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c. En déduire par convergence dominée l�égalitéZ 1
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valable pour f 2 L1(R), impaire.
d. On sait que l�application f 7! bf est injective de L1(R) dans l�espace Co(R) des fonctions continues
sur R qui tendent vers 0 à l�in�ni. Déduire de c qu�elle n�est pas surjective, en considérant la fonction
impaire sur R dé�nie par

'(t) =
1

1 + j ln tj pour t > 0 .

2. Donner un exemple de f 2 L2(R) telle que f =2 L1(R) mais bf 2 L1(R).
3. Problème de Dirichlet pour un demi-plan. On note P le demi-plan supérieur y > 0 de R2, et
f une fonction donnée sur R. On cherche u 2 C2(P ) \ C(P ) telle que

�u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0 dans P et u(x; 0) = f(x) pour x 2 R . (1)

a. Solution formelle. Former une équation di¤érentielle véri�ée par la transformée de Fourier partiellebu(t; y) sur la première variable, et en déduire (si bu(t; y) est bornée pour y ! +1) les égalités

bu(t; y) = bf(t)e�jtjy , puis u(x; y) = y

�

Z
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f(s)

(x� s)2 + y2 ds .

b. On suppose f 2 Co(R). Montrer que cette intégrale dé�nit bien u 2 C2(P ) \ C(P ), solution du
problème (1).

[Pour la dérivabilité sur P on pourra observer que y
(x�s)2+y2 = � Im

�
1
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�
et donner une inégalité de

domination pour jxj � a et 0 < " � y � b (on a alors js� xj � jsj=2 dès que jsj � 2a). Pour la continuité
sur P on pourra écrire

u(x; y)� f(x) = 1

�
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R
(f(x� s)� f(x)) yds
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et en déduire la convergence uniforme sur R de u(x; y) vers f(x) quand y ! 0.]
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