Agrégation Analyse (F. Rouviére) 18.10.00
SUITES, SERIES, FONCTION CONTINUE NON DERIVABLE

1. Valeurs d’adhérence d’une suite.

a. Soit (up)n>0 une suite bornée de R, telle que up41 — uy — 0 lorsque n — oo. On
note £ = liminf u,, L = limsup u,,. Montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (uy,) est Uintervalle [¢, L] tout entier (on pourra raisonner par I’absurde).

b. Ezemple : u, =sin(a, + a1 + -+ - + ap—1), avec lima,, = 0.

c. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Déduire de a que la suite récurrente
Unt1 = f(un), avec u, € [0, 1], converge si et seulement si uy+1 — u, — 0.

2. La suite (sinn).

a. Montrer que la suite (sinn),>o n’est pas convergente.

b. Montrer qu’elle est dense dans [—1,1] (on pourra montrer d’abord que la suite
(™) ez est dense dans le cercle unité).

3. Fonction continue non dérivable.
On note p(z) la distance du réel z a Pentier le plus proche, et

2
=0

fa) = (@)
k

a. Montrer que f est une fonction continue sur R, de période 1. Tracer le graphe des
trois premiéres sommes partielles de la série.

Etant donnés z, € [0,1] et un entier n > 0, on note m la partie entiere de 2"z, et
an =m/2", b, = (m+1)/2". Soit encore

_ F(b) ~ Flan)

=
bp — an

b. Montrer que pp4+1 = pn 1.
c. Montrer que, si f est dérivable en z,, on a f'(x,) = lim, o p,. Conclure.

4. Séries numeériques. Soit > ;° u, une série réelle convergente.
a. Montrer que > u,/n et 3 e'/"u, convergent.
2 3
b. Peut-on affirmer la convergence de > uz ? de Y u; 7
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