Agrégation Analyse (F. Rouviére) 18.12.01
DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

1. Montrer que ’équation ™ —x — 1 = 0 a exactement une racine entre 1 et 2, notée
Zp. Donner un développement de z,, selon les puissances de 1/n, limité aux trois premiers
termes.

[On pourra écrire I’équation sous la forme f(z,) =1/n avec f(z) =Inz/In(z + 1).]

2. Donner un équivalent de 'intégrale
o0

I(t) = / et In(1 +z + 2?) de
—0o0

lorsque t tend vers +oo.
[On pourra utiliser un développement a trois termes du logarithme au voisinage de x = 0.]

3.a. Soit f une fonction strictement positive et continiment dérivable sur [a, co[, telle que
lim, o f/(x)/f(x) = 0. Montrer que, lorsque n — oo,

n+1
s~ [ st

[On pourra encadrer f(z) en intégrant de n a x 'inégalité |f'(x)/f(z)] < €]
b. On suppose de plus que 'intégrale faoo f(x)dx converge. Déduire de a que, pour

St~ [ f@ds .

c. Soit a > 1. Par applications répétées de b établir le développement, lorsque n — oo,

o0

= p” ~ (a—1)no-1 " 2pe  12patl not? |

4. Soit (x,,) la suite récurrente définie par
0<x9g<T, Tpt1 =sinx, .

Donner les deux premiers termes d’'un développement asymptotique de x,, lorsque n tend
vers l'infini.
[On pourra étudier la suite auxiliaire u, = 1/22.]
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