Agrégation Analyse (F. Rouviére) 26.02.02
SUITES EQUIREPARTIES

1. On donne une suite (x)r>1 de Uintervalle [0, 1]. Pour [a,b] C [0,1] et n entier > 1,
on note Ny(a,b) le nombre de termes de la suite, parmi les n premiers z1,...,z,, qui
appartiennent a l'intervalle [a, b].

Montrer I’équivalence des trois propriétés suivantes :
(1) La suite (xy) est équirépartie sur [0, 1], c’est-a-dire
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“Ny(a,b) — b —
Na(a,) = b—a

lorsque n — oo, pour tout [a,b] C [0, 1].
(7i) Pour toute fonction f : [0,1] — C, Riemann-intégrable, on a
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n

lorsque n — oo.
(7i1) (critére de H. Weyl) Pour tout entier p > 1, on a
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lorsque n — oo.

[Indications : Pour (i) = (ii), considérer d’abord le cas f = X[q4, puis encadrer une
fonction Riemann-intégrable réelle par deux fonctions en escalier. Pour (ii¢) = (¢), montrer
(1) pour f polyndme trigonométrique, puis fonction continue 1-périodique ; encadrer enfin
X[a,p) Par deux telles fonctions.]

2. Ezemples. On note FE(.) la partie entiére. En utilisant le critére de Weyl, montrer que
a. la suite xx = ka — E(ka) , k > 1, est équirépartie (donc dense) sur [0, 1] pour «
irrationnel ;
b. la suite 23 = Ink — E(Ink) , k > 1, n’est pas équirépartie, mais est dense, sur [0, 1].
[Indication : pour b, penser & des sommes de Riemann de U'intégrale fol 2P dt : pour la
densité, voir directement que chaque intervalle contient un xy.]
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