Agrégation Analyse (F. Rouviére) 7.12.99

Deux exercices sur les produits infinis

1. Soient aq,...,ax,b1,...,b; des nombres réels n’appartenant pas a N. On suppose que
a1+ ---+ap=b1+---+0b .

a. Etablir la convergence du produit infini

[On pourra faire un développement limité du terme général.|

b. Montrer que
(L —by)---T'(1 - by)

F(l —al)--T(l —ak) .
[Indication : n —a =T'(n+1—a)/T'(n — a) ; on rappelle que, pour tout x réel, on a I'(n + z) ~
['(n)n® pour n — 0.

P:

2. Pour z € C on note Ey(z) =1 — z et, pour n > 2,

22 Zn—l
En(z):(l—z)exp(z+2+...+n1> '

a. Calculer E/ (z) et montrer que cette fonction admet un développement de la forme

[e.9]

avec des coefficients a; > 0 (qu’on ne demande pas de calculer!).
b. En intégrant, en déduire I'inégalité

1 — E,(2)] < |z|" pour [z2| <1,n>1.

[On pourra raisonner sur la fonction ¢(z) = (1 — E,(2))/2".]
c. Soit (zp)p>1 une suite de nombres complexes non nuls, avec |z,| — oo si n — oo. Montrer

f(z) = ﬁlE <>

converge uniformément sur tout compact de C, et définit une fonction entiére. Quels sont les
zéros de f 7

que le produit infini
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