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Résumé

La convection de Bénard-Rayleigh est étudiée dans le cas des conditions aux limites libre-
libre, qui a 'avantage de permettre des calculs explicites. On présente les solutions convectives
bifurquées périodiques sur réseau hexagonal, lorsque le nombre de Rayleigh est voisin de sa valeur
critique. On donne explicitement les plages de valeurs du nombre de Prandtl déterminant la
stabilité ou non de chaque solution bifurquée : rouleaux, pattern hexagonal, pattern en triangles
équilatéraux, et patchwork. On montre que lorsqu’une de ces solutions est stable, c’est soit les
rouleaux, soit le pattern en triangles.

Bénard - Rayleigh convection is investigated in the case of free-free plane boundaries. This has
the advantage to allow explicit computations. Convective steady periodic bifurcating solutions
are presented on a hexagonal lattice, for a Rayleigh number near its critical value. Explicit
intervals of values of the Prandtl number are given for which bifurcating solutions are stable
or not (rolls, hexagons, triangular pattern and patchwork). It is shown that when one of these
solutions is stable, it can only be rolls or a triangular pattern.

1 Le Probleme hydrodynamique

Soit un fluide visqueux remplissant la région située entre deux plans horizontaux. Chaque frontiere
plane est supposée étre une ”frontiere libre” . De plus, on suppose les plans inférieur et supérieur
respectivement a des températures Ty et 11, avec Ty > T7. La différence de température entre les
deux plans modifie la densité du fluide, ayant tendance a placer le fluide plus 1éger au dessus du fluide
plus lourd. La gravité intervient par la poussée d’Archimede, qui induit une instabilité du ”régime de
conduction” ou le fluide est au repos, alors que la température dépend linéairement de la coordonnée
verticale z. La viscosité v empéche 'instabilité de se manifester jusqu’a une valeur critique de la
différence de température, en deca de laquelle rien ne se passe, et au dela de laquelle ”le régime
convectif’ apparait, comme une ”bifurcation” des solutions stationnaires d’un certain systeme. Ce
phénomene a fasciné un grand nombre de physiciens depuis plus d’un siécle, une bibliographie assez
fournie se trouve par exemple dans [4]. Nous nous intéressons ici au probléme mathématique de cette
bifurcation. On doit citer les travaux de V.Yudovich [9], [10], [11], [12], puis ceux de D.Sattinger [7]
et plus récemment 'ouvrage de M.Golubitsky et al [1] qui traite le probleme sous 'angle pattern -
rupture de symétrie, par la méthode de Lyapounov-Schmidt.

Les conditions aux limites de ”surfaces libres” (en fait absence de contrainte tangentielle sur
les surfaces planes) ont ici le grand intérét de permettre un calcul explicite du développement des
solutions bifurquées, ce qui n’est pas le cas pour d’autres conditions aux limites. Noter que les
calculs explicites présentés ici sont nouveaux, pour ce qui concerne les plages de stabilité ou non
des solutions convectives bifurquées (rouleaux, hexagones, triangles, et patchwork) en fonction du
nombre de Prandtl. Ceci n’est pas surprenant car nous devrons calculer jusqu’a 'ordre 5 certains



coefficients du systéme de bifurcation pour les amplitudes (ce qui est plutét lourd), afin de décider
quelle est la solution stable, notamment entre le pattern hexagonal et le pattern en triangles. Nous
donnons précisemment les plages de stabilité, en fonction du nombre de Prandtl, pour toutes les
solutions classiques, notamment on trouve que les rouleaux perdent leur stabilité au profit de la
seule structure hexagonale qui puisse étre stable, qui est le pattern en triangles équilatéraux, (cf
les diagrammes de bifurcation & la figure 2). Ceci contredit une idée communément répandue (voir
notamment les développements formels dans [8], [5] ainsi que leurs bibliographies et la Remarque
2.3).

Le systeme d’équations de Navier-Stokes n’est pas suffisant pour décrire la situation. Une équation
supplémentaire est nécessaire qui exprime la conservation de 1’énergie, ou 1’énergie interne est pro-
portionnelle & la température. Dans 'approximation de Boussinesq, la dépendance de la densité p
en fonction de la température T,

p=po(1—a(T-Tp)),

ou « est le cofficient d’expansion volumique, est prise en compte dans I’équation de conservation de
la quantité de mouvement, dans le terme de forces volumiques extérieures de gravité —pge,, intro-
duisant un couplage entre (vitesse V', pression p) et la température T. Plusieurs échelles différentes
sont utilisées dans la littérature. Nous adoptons ici celles de Koschmieder [4], qui consiste & choisir
les échelles de longueur, de temps, de vitesse et de température comme d, d?/k, k/d, vk/agd?, ou d
est la distance entre les plans, k est la diffusivité thermique. Ceci conduit au systéeme

%—‘;+V~vv+w = P(fe: +AV)
V.V =0
00
5 TVV0 = AG+R(V-e2), (1)

Ici 6 est la déviation de température par rapport au profil de conduction, qui vérifie la condition
aux limites, et V = (V1,V5, V), p, et 0 sont fonctions de (z,t), x = (X, z), avec les coordonnées
horizontales X = (z1,22) € R? et la coordonnée verticale z € (0,1), e, étant le vecteur unitaire
ascendant. Il y a deux nombres sans dimension dans ce probleme : le nombre de Prandtl P et le
nombre de Rayleigh R respectivement définis par

p_ 57 R = agd®(Ty —Tl)'

K VK

On complete le systeme (1) par les conditions aux limites
V.=0=0, z2=0,1,
et une condition de ”surface libre” (absence de contraine tangentielle)

oV, oV
T2y (2)
0z 0z
sur les plans z =0 et z = 1.
Remerciement : L’auteur remercie chaleureusement Dan Hill pour les figures 3, 4, et 5 représentant
la forme des patterns bifurqués.

2 Convection tridimensionnelle

On s’intéresse aux solutions périodiques dans le plan, ou le réseau des périodes I' est engendré
par deux vecteurs horizontaux indépendants {e1, ez}, et le réseau dual des vecteurs d’onde I est
engendré par les deux vecteurs {ki, ko} définis ci-dessous. Le nombre d’onde critique est le rayon



d’un cercle critique dans le plan de Fourier. Les seules formes possibles de patterns périodiques
(voir [1], [3]), sont les rouleaux, les hexagones, les triangles équilatéraux et un pattern nommé
”patchwork quilt” dans [1]. Comme 1’évidence expérimentale montre principalement (voir [4]) des
convections en rouleaux ou en cellules hexagonales, nous choisissons un réseau compatible avec ces
patterns. Noter que ce choix de réseau a été initié par Sattinger [7]. C’est dans l'interaction entre les
quatre types possibles de solutions convectives ayant la périodicité imposée que notre convection est
tridimensionnelle.

2.1 Formulation comme un systéme du premier ordre.
On considere le réseau du plan engendré par les combinaisons entieres des vecteurs
V31
el = h —_—, = N €9 — h O7 1 5
! < 22 2 =h(0.1)
et le réseau dual engendré par les vecteurs d’ondes

1 V3
kl = kc(luo)a k2 = kc <_§7 g) )

ol h est déterminé par le nombre d’onde critique k.,

_47T
_\/§'

Il n’est pas difficile de vérifier que ce réseau est invariant par les rotations d’angle 7/3 (voir la
Figure 1(i)). Avec des conditions de flux, on choisit les espaces de Hilbert

hk.
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FIGURE 1 — (i) Réseau I dans le plan des X, pour la convection 3D. (ii) Ecoulement dans une cellule
hexagonale.

X {U € (L*((R*/T) x (0,1)))4 s V-V =0, V,].e01=0,

/V~k2dS = /V-kldS—O},
El E2



Zz {U € XN (H*((R*/T) x (0, 1)))4 : V-V =0, 0V1/0z = 0V2/0z2|.—01 = 0].=0.1 = 0,

V- kedS = /V-kldS:O},
El E2

ou ¥ et Yo sont les faces verticales d’une cellule de périodicité, orthogonales aux vecteurs ko et k.
On pose U = (V,0), ainsi le systeme est de la forme

au
— =LeU+R(U,T) (3)

dans X pour U(.,t) € Z, avec Lr et R définis ci-dessous :
LrU = (IIyP(AV + fe,), A0 + RV,), R(U,U) = (-II(V - VV), =V - V0),

ou la projection Iy sur X' élimine la pression (projection sur un espace de vecteurs de divergence
nulle, orthogonal aux gradients) et R est bilinéaire symétrique. On note que Ly est autoadjoint
dans X avec le produit scalaire de L? suivant :

VV') + 20,0,

De plus, il est & résolvante compacte [2], donc avec un spectre discret constitué seulement de valeurs
propres réelles de multiplicités finies.

2.2 Symétries.
Le probleme est invariant par les translations horizontales, représentées par 'opérateur 7,
(1aU)(X,2) = U(X +a,2), ae€RYT

ou 1, = I, a cause de la condition de périodicité, pour h € I', et invariant par la symétrie de réflexion
S définie par

(SU)(:EI y L2, Z) = (_Vl(_fﬂl y L2, 2)7 ‘/2(_:[;17 X2, 2)7 ‘/Z(_‘Th X2, 2)7 9(_$1 y L2, Z))u (4)
De plus, on a l'invariance par la rotation dans le plan des X, d’axe vertical et d’angle /3,
représentée par

(RTF/3U)(X7 Z) = (Rrr/S(V(Rfﬂ/BXv Z))? H(Rfﬂ/BXv Z)) ’ (5)

Remarque 2.1 Le groupe engendré par S et Ry 3 se note Dg, el consiste en les rotations sur le
cercle, d’angle w/3, avec les symétries par rapport & un diamétre.

Enfin, il y a une symétrie supplémentaire par rapport au plan médian z = 1/2,
(S.U)(X,2)=(Vi(X,1—2),-V,(X,1—2),-0(X,1—2)). (6)

Les opérateurs T, S, Ry/3, S, commutent avec le systeme (3).

2.3 Etude de l'opérateur linéaire

On rappelle ici quelques résultats classiques (voir notamment [6]).
On cherche les valeurs propres A telles que

LrU = \U, U € 2.



La périodicité I" implique que 'on cherche U sous la forme
U =e*XU(2),

avec k € I € R?. On a ainsi ~ R D
U(z) = (ViL(2), V2(2),0(2))

ik -V, + DV, =0,

A

(D? = k*)(D* — k* — 5)@ = k%,
(D*— k=N = -RV.,

avec
—~
z

V.=D*V.=0=0for z=0,]1.

On obtient ainsi (voir la remarque 2.2 ci-dessous)
f/:(z) =sinmz,
et
k*R
T )

qui est du second degré en A, et dont le discriminant est positif :

(74 B2+ 2)(n + k4 ) = =0,

1 4k*R
2 22 2
K4 (= -1 —_—
(m= 4+ )(P ) +'P(ﬂ'2—|—k2)>0
I1 résulte pour toutes les valeurs propres (qui sont réelles), que si

k*R

2 22
k) — ———=->0
(m° + k%) 2+ 1)
(ce qui arrive si R assez petit) alors
A réel < 0.
On doit alors étudier la fonction (2 23
™+ k
R(K*) = o
qui est convexe, atteint son minimum
277t
Re = 1
pour
ke = —

et tend vers l'infini pour |k| — 0 et pour |k| — oo. Il résulte que pour k € cercle de rayon k.
I'opérateur linéaire Lz, a une valeur propre nulle, les autres valeurs propres restant négatives.
En fixant le nombre de Prandtl P et en prenant le nombre de Rayleigh R comme parametre de
bifurcation qu’on fait croitre, il y a une valeur critique R, pour laquelle, la plus grande valeur
propre réelle de Lg traverse I’axe des imaginaires de gauche a droite, passant par 0.

Remarque 2.2 On pouvait choisir V,(z) = sinnnz, n € N; on peut remarquer que cela donne une

2.2

infinité de courbe R = Ry (k?) ou w2 est remplacé par n®m2, ce qui donne pour n > 1 un R, critique

plus grand que le R, obtenu pour n = 1.



2.4 Bifurcations

Pour R = R, la valeur propre 0 est de multiplicité 6. Les vecteurs propres associés sont de la
forme

¢ = eikj'Xﬁj(z), J=1,...,6, |kj| = ke

et vérifient

iv/2cosmz \_/—% COSTZ \_/—% CcosS Tz
e S B I el ELCR) e il
% sin 7z % sinz % sinmz
ou
Co =Raq/3C, (3 =Ro27/3C1, (3 =S¢ ZC_j, 7 =1,2,3,
ks = —(k1 + ko), kjps=—k;j, j=1,2,3.
De plus

Talj = e”“f’“éj, ethara — gmilkithz)-a

et, Paction de la symétrie S, est —I & cause du facteur sin(rz) dans les composantes V, et 8, et du

facteur cos(mz) dans les composantes V; et V; de ﬁj(z), dans la formule du vecteur propre (.
On montre dans [2] que la dynamique locale au voisinage de R se réduit & une variété centrale

de dimension 6, de la forme

avec p =R — R, Uy € &y espace propre associé a la valeur propre 0 de Ly, :
Up = AC; + By + OG5 + Ay + B(, + CC, (8)

et ® de classe C*, k fixé aussi grand qu’on veut, ol son développement de Taylor s’écrit

®(p, Up) = 3 AP A" BB T )
s+p+p'+q+q +rir'>2
(I):f;)’qq’rr’ = etk (rr )kS]'X(I);;)’qq’rr’(Z)v
&) —_ &
(I)p’pq’qT’T - q)pp’qq’w’ :

Nous devons alors vérifier le systéme réduit (souvent appelé ”systemes aux amplitudes”)

dU,
d—to = Lr®(u, Up) + R(Uo + @ (1, Up), Up + @ (1, Up)). 9)

De plus, ce systeme hérite de I'invariance par les symétries induites :

Ta(A,B,C) = (Aefre Bet2a Ceikaa) pour tout a € R?/T, (10)

S(A,B,C) = (A, C,B), Rys(AB,C)=(C A B),

R.(A,B,C) = (A,B,C), S.(A,B,C)=—(A,B,C).

La forme générale des champs de vecteurs de R® commutant avec ces symétries est décrite en
Appendice A.1.



Pour obtenir la partie principale des solutions bifurquées, il est suffisant de considérer le systeme
de dimension 6, tronqué a ’ordre 3, de la forme

dA

& = apA + bA[A]> + dA(|B]* + |C?)

dB - 2 2 2

—r = auB+bB|BP +dB(C + |A])

d

d_(; — auC +bC|CJ2 + dO(|A]? + |B[?). (11)

Ici a > 0, et tous les coefficients sont réels. Le coefficient b est < 0 comme montré ci-dessous. On
montre qu’il y a 4 types de solutions stationnaires : rouleauz, hexagones, triangles équilatéraux, et
les 7patchwork quilts”, qui peuvent étre stables ou instables, selon les coefficients, mais pas simul-
tanément [1]. Ceci confirme une prédiction de [3], bien que seulement les deux premiers types de
solutions soient usuellement observés.

(i) Une premiere classe de solutions stationnaires est obtenue avec B = C' = 0. On retrouve
Péquation de Landau pour A, qui fournit le ”cercle” (dans 'espace Z) de solutions stationnaires (en
faisant varier la phase de A)

ap+b|A> =0, B=C=0,

correspondant aux rouleaux de convection stationnaire (convection bidimensionnelle) et & leurs trans-
latés dont la bifurcation est supercritique puisque b < 0. On a ici en plus, des solutions obtenues par
les actions de Ry /3 et S qui correspondent aux rouleaux de convection obtenus apres une rotation
d’angle 27/3 des rouleaux bidimensionnels ci-dessus. On a ainsi trois ”cercles de rouleauz” dans
I’espace Z. Au contraire du cas bidimensionnel ol le réseau I'” est engendré par k; seulement, dans
lequel ces rouleaux sont stables, ici ils peuvent étre instables. En effet, puisqu’on a un ”cercle” de
solutions bifurquées, une valeur propre de 'opérateur linéarisé est 0, et les autres valeurs propres
sont maintenant 2b|A|?, et une valeur propre quadruple (d — b)|A|?>. On déduit qu'une condition de
stabilité de ces rouleaux est
d<b<O0.

Le calcul de d a la section 3.3 montre que pour

P < 0.6956 alors b —d < 0, (12)
P > 0.6956 alors b—d > 0,

d’otu la stabilité des rouleaux pour P > 0.6956.

Remarque 2.3 [l faut remarquer que les méthodes qui conduisent a la réduction d une seule
équation de bifurcation comme, notamment, fait implicitement et formellement dans [8], et les cal-
culs antérieurs avec symétrie imposée, ne peuvent conclure qu’a la stabilité des rouleauzr pour tous
les nombres de Prandtl, puisqu’on obtient alors la seule valeur propre négative 2b|A|? en oubliant la
compétition entre les diverses solutions convectives bifurquées. Cette compétition est envisagée dans
[5], ot Vauteur affirme que seuls les rouleauz peuvent étre stables. En fait Uauteur dit p.56 qu’il
a supposé implicitement que le nombre de Prandtl est modéré ou grand. Ceci confirme (12) et les
diagrammes de bifurcation a la Figure 2.

(ii) Une deuxieme classe de solutions stationnaires du systéme (11) est obtenue avec
— il _ .0 _ 0
A=re”t, B=re"?, C=re’,

ou r > 0 vérifie
ap + (b4 2d)r* =0, (13)



et les phases #; sont arbitraires. Le calcul fait & la section 3.3 montre que

P > 0.3795 alors b+ 2d < 0, (14)
P < 0.3795 alors b+ 2d > 0.

La bifurcation est donc supercritique pour P > 0.3795 et sous-critique si P < 0.3795. On montre qu’il
y a alors deux types de solutions (voir I’Appendice A.2) invariantes par les actions de Ry, 3 et S.
Pour 6; = 0, ga correspond aux cellules hexagonales de convection (voir la Figure 3). Pour 6; = 7/2
ga correspond aux cellules en triangles équilatéraux (voir la Figure 4). Un argument utilisant la
périodicité et la symétrie S, montre que le champ de vitesses des particules est tangent aux plans
x1 = 2mn/k. pour tout n € Z. D’olt, par 'invariance par la symétrie Dg, la vitesse est tangente a
tous les plans verticaux déduits & partir de cette famille, par rotations d’angles 7/3 et 27/3. Ceci
veut dire que les particules de fluide sont confinées dans des prismes triangulaires verticaux, et un
prisme hexagonal de base est formé avec 6 de ces prismes triangulaires.

L’opérateur linéarisé (du systeéme tronqué) en ces cellules hexagonales de convection a une valeur
propre triple 0. Une valeur propre double correspond & la liberté de choix des phases (6 et 62 par
exemple) qui correspond aux solutions translatées dans le plan. La troisieme valeur propre nulle
obtenue pour le systeéme tronqué (11) exprime le besoin de considérer des termes d’ordres supérieurs
pour lever la dégénéréscence (voir (16)). On a aussi une valeur propre simple 2(b + 2d)r?, et une
valeur propre double 2(b — d)r?. Cette derniere implique que les cellules hexagonales de convection
et les rouleaux de convection ne peuvent pas étre stables en méme temps. De plus, on montre (cf.
Appendice A.2) que seule la solution correspondant & 6; = 7/2 peut étre stable. On renvoie le lecteur
& [1, Chap. XIII], ot1 le probléme est traité en utilisant la méthode de Lyapunov—Schmidt, mais les
résultats s’adaptent a notre approche.

(iii) Une troisieme classe de solutions stationnaires du systéme (11) est obtenue avec

A=re, B=re?, (C=0,

qui correspond aux cellules nommées ”patchwork quilt” dans [1] (voir la Figure 5). On a également
deux solutions analogues en faisant agir la rotation Ry 3. On a alors

ap+ (b+d)r* = 0.

On montre a la section 3.3 que la bifurcation est supercritique (b+ d < 0) pour P > 0.4483 et sous-
critique si P < 0.4483. L’opérateur linéarisé en ces cellules de convection a une valeur propre double
0, qui correspond & la liberté de choix des phases 67 et 63 (correspondant aux translatés horizontaux
des cellules), une valeur propre double (d — b)r?, et deux valeurs propres simples 2(b 4 d)r2. 1l en
résulte que cette solution patchwork est toujours instable, méme si b+d <0 et d — b < 0.

Les calculs ci-dessous montrent donc que si

0.3795 < P < 0.6956,

on a
b+2d<0,etb—d<0,

ce qui correspond & un pattern hexagonal potentiellement stable pour le systeme (11) et & des
rouleaux instables. Noter que si ’on ne cherche que les solutions bidimensionnelles, cela donne des
rouleaux stables, puisque b < 0. Le calcul du coefficient d est nécessaire si 'on veut mettre en
compétition les rouleaux et les hexagones. Néanmoins pour une étude complete de la stabilité du
pattern hexagonal, il est nécessaire de considérer les termes d’ordres supérieurs & ceux de (11). En



fait on montre dans I’Appendice A.1 que le systeme de dimension 6, non tronqué est de la forme

% — AP, |A]2 | B + |C% |BI2|C2 (ABC)?] + (15)
+BC(ABC)P, |, |Al%,|B|* +|CP?, |BI*|CJ?, (ABC)?],

% — BPi[u, |BP,|C]” + |A]%, |CPAP, (ABC)?] +
+CA(ABC)Py[u, |BI*, |C]* + AP, |C*| A%, (ABC)?,

% = CPu,|CP, |A]? +|BJ?,|AP|B?, (ABC)?] +

+E(ABO)P2[,U7 |O|25 |14|2 + |B|27 |A|2|B|2a (ABC)2]5

avec P; et P, fonctions régulieres de leurs arguments, avec des coefficients réels. Il en résulte qu'un
terme ”exotique” de degré 5 intervient, par exemple

¢BC(ABC) dans %

On introduit ainsi
A= 7‘16191,3 = 7‘26102, C= 7‘36103 ©O=0,+0+0;

et (15) devient aux ordres principaux (si ABC # 0)

O~ g brd A0 r3) + e+ 1) + r3 + el cos20)

Vo~ rofap b3 A 4 r3) + e+ 1) + i + g cos20)

P0 vl b d03 4+ r3) + e 4 1)+ Fr3 o+ erdrd cos20)

d(% = —cririsin20 (16)
ddi? = —cririsin20

d(% = —cr%r%sin2@.

On s’intéresse aux solutions stationnaires obtenues pour

Tn = To2=Tr3=T

01 = 010, 02 =020, 03 =03 (17)
010+ 020+ 03 = kn/2, k=0,1,2,3,
0=ap+ (b+2d)r* + 2er* + fr* + er*(—1)F, (18)

qui correspond & (13), mais avec une restriction sur les phases 6;o, olt seulement deux d’entre elles
sont arbitraires. Noter qu’on obtient deux amplitudes distinctes selon que k est pair ou impair. On
montre en Appendice A.2 qu’il n’y a en fait que deux familles : (k = 0,2 et £ = 1,3) de solutions
définies a translation et rotation de 27/3 pres.

Remarque 2.4 L’étude pour le systéme complet (15) se réduit ici a une seule équation de bifurca-
tion
Py(pr?,20%, 0% 08 (= 1)%) + (=) r* Py, %, 20% 0%, 10 (=1)F) = 0



FIGURE 2 — Diagrammes de bifurcation. R : rouleaux, H : hexagones, T : triangles, P : pathchwork.
(a) : P <0.3795, (b) : 0.3795 < P < 0.4483, (c) : 0.4483 < P < 0.6956, (d) : 0.6956 < P. Les traits
pleins indiquent les solutions stables, en pointillés les solutions instables.

dont la partie principale est (18). Il est alors facile en utilisant le théoréme des fonctions implicites
par rapport & p, d’obtenir la solution de la forme (en supposant que b et d ne dépendent pas de p)

b+ 2d

uo= —+Tr2+o¢kr4—|—(9(r6),
1 k

ap = —E(2€+f+0(—1) )-

L’étude de la stabilité de ces patterns est exposée a I’Appendice A.2. On trouve a l’ordre principal,
les valeurs propres

2(b + 2d)r? simple
2(b — d)r* double
—6er* (—1)F simple
0 double.

Pour k£ = 0,2 il s’agit des cellules hexagonales telles que montrées & la Figure 1(ii), alors que pour
k = 1,3 il s’agit d’un pattern en triangles équilatéraux. Il en résulte que si ¢ # 0, une (seulement)
des deux familles de solutions est stable, a condition de satisfaire

b+2d<0, et b—d < 0.

On montre ci-dessous que le coefficient ¢ est < 0 pour les valeurs de P telles que les conditions
ci-dessus soient vérifiées, ce qui implique l’instabilité (faible) du pattern hexagonal et la stabilité du
pattern en triangles équilatéraux.

Dans la suite, apres avoir calculé les coefficients a, b et d qui sont accessibles a 1’ordre cubique,
nous calculons le coefficient ¢ (ordre 5, donc calculs plus lourds) qui détermine la stabilité de I'une
des 2 solutions a structure hexagonale. On donne a la Figure 2 les diagrammes de bifurcation pour
les différentes plages de valeurs de P.

2.5 Expression explicite de la partie principale
2.5.1 Solution en pattern hexagonal
La solution bifurquée obtenue pour
01 =602 =05 =0,
s’écrit

U=r7(¢;+{ + o+ o+ (34 3) +0(?),
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avec

ap+ (b +2d)r* = 0.
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la surface z =1

a

On montre a la figure 3 la forme du champ des vitesses du pattern hexagonal

FIGURE 3 — Hexagones (i)champ de vitesses, (ii) module des vitesses.

2.5.2 Solution en pattern triangulaire

La solution bifurquée obtenue pour

262:93271'/2,

04

s’écrit

r[(i¢y —iCy) + (iCy — iCy) + (iC5 — iC3)] + O(r?),

U:

avec

ap+ (b +2d)r* =0,
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ot (avec k. = m/1/2)

—
N

N
& kg
© g%
8§ g
Q 8 0
O g
n < g
S 27
N 0 N
FV Nk
§ s
~

iy —iCy

cos Tz
cosmz
sinmz
)sinmz

)
)
)

X2)COSTTZ
Xg) COSTZ

x9)sinmz
x9)sinmz

V3
2
V3

2

V3
2
V3

2

V3
2

V3
2

V3
2
V3

2

_9571_’_
_9”714_

_%4_
z

—2sin ke (

V2 cos ke(
—v6cos ke(

—97m? sin k. (—
cosk
cosk

Gy —iCy =
iCy — lg =
On montre a la figure 4 la forme du champ des vitesses du pattern triangulaire a la surface z =1

module des vitesses.

(if)

)

FIGURE 4 — Triangles (i)champ de vitesses

2.5.3 Solution en patchwork

0:

Il s’agit de la solution obtenue avec C

)+0(r?)

U=7((+¢ +¢+C

ap+ (b+d)r? =0,

et olt ¢4 + ¢y est donné par (19) et ¢, + ¢, par (20).
On montre a la figure 5 la forme du champ des vitesses du pattern triangulaire a la surface z = 1

avec

3 Calcul des coefficients a, b, d

> 0,b < 0, par un argument qualitatif (voir ci-dessous). On veut les calculer,

L3N

On sait déja que a
ainsi que d.
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FIGURE 5 — Pathchwork (i)champ de vitesses, (ii) module des vitesses.

3.1 Calcul de «

On a d’abord
Lr =Ly, + puly

avec
LU = (0,V5).

Le coefficient a s’obtient, avec le produit scalaire tel que L, soit auto-adjoint, par

a(C1,¢1) = (L1¢q, Cq)s

ie.
T P 2R. .
a<U17 U1> = E<Slnﬂ'2, 3? Sln’]’(’z> = ﬁ’
T 3. P 2R., 3
= — e = — 1
CL0) = 5+5- (53 = 50+P)
d’ou
o 2P
- w214+ P)
3.2 Calcul de b
Le coefficient b se calcule a partir de
L, ®2000 + R(¢y,¢) = 0

0

Lz, ®1100 + 2R(¢;, (4)

b, = Lg, ®2100 + 2R((1, P1100) + 2R(Cq, P2000),
b{¢1,¢q) = (2R(¢q, Prioo) + 2R(Cq, Paooo), C1)-

On remarque que .
R(¢y, Po200) et R((7, P2000)

+3tke1 egt orthogonal & e***<*1. On en déduit

(¢ + €1, ¢+ C) = CR(G + (s @2), ¢4 + (o)

sont orthogonaux & ¢; + ¢; puisque e

13



avec ®o défini par . o
Lz, ®2 +R(¢; + (1,6 +¢) =0.

Une propriété remarquable du terme quadratique de (3) est que
(R(U,U),U) =0, VYU réel dansZ,

d’ol1 on déduit
2<R(U1, Ug), U1> + <R(U1, Ul), U2> =0 VUl, U2 réels dansZ.

On a alors

b<<1 +C_17<1 +C_1> = _<R(Cl +av<1 +C_1)7(I)2>
= (Lg. P2, ®2)

qui est < 0 puisque P2 est orthogonal au noyau de Lg, qui est auto-adjoint, et que toutes ses
valeurs propres non nulles sont < 0. Cette propriété, remarquée par V.Yudovich [11], ne raccourcit
pas vraiment le calcul explicite de b. On a successivement

7:7T\/§62ikcxl
II 0
R((1,¢1) = 0 0 )
0
0
— | m 0
2R(C1G) = —2msin 272
—(%E¢)2m sin 27z
Le calcul de ®og00 = %<1 (V' 6)(z) donne
P(D? — 4k2)Vi + 2iked = —im/2
P(D? - 4k2)V, + 0]+ D6 = 0
(D2 =4k +RV. = 0
2ik. Vi + DV, = 0
avec o .
9=V, =DV =0enz=0,1.
On a donc

™

ke

Dopp0 =0, ¢ = —

9

Le calcul de @119 = (\7,5)(2) donne

PD*V, = 0
P(D*V. +0)+ D¢ = 2rsin2mz
S~ 2R
2 _ c .
D0+ RV, = (37T2)27rs1n27r2,
DV, = 0,

avec

O=V.=DVi=0enz=0,1.
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On a donc (en prenant la constante Y//I =0 & cause des conditions de flux dans X))

0
0
P1100 = 0
—(2B¢) L sin 27z
Maintenant
0
_ ikex 0
R(¢y, P1100) =€ 0
:5:2 (—sinmz + sin37z)
on déduit 3 PR 5
POl P)= e 2
2 (1+P) 9rd 4P
P
b=——" = —qrn?/4.
asp - o/

3.3 Calcul de d

Le coefficient d se calcule a partir de

Lz, ®oo11 + 2R((s, (y) 0
Lz, ®i001 +2R((1,¢) = 0
Lz, ®i010 +2R((1,¢2) = 0
d¢, = Lg, ®1011 + 2R((q, Poo11) + 2R(Cy, P1o01) + 2R((y, P1o10)-

On a successivement

o (ky—k2)-X % —cos2mz) (k1 — ka)
R(¢1,C2) = Moe't ( ——51n27rz ,
%% (k1 —=k2) X gin 272

[T gilka+ka)-X 1(1—3cos2mz)(ky + k2)
R((y,¢5) = 0 —Z sin 27z :

23Rc ™ z(k1+/€2) X sin 27z
0
| 0
R((2,¢) = —27sin 27wz

(QR

)27 sin 27z

On a ainsi (1)0011 = (1)1100. PR
Le calcul de @991 = ei(klfb)'X(VJ_, V.,0)(z) donne

P(D? = 3k2) V. +i(ky — ko) = —%(3 — cos2m2) (k1 — ko)
P[(D? - 3k§)f/: +/é] + D¢ = gsin 2mz
(D2 — 3k + RV, = ?))R
i(kl—kz)"//l-i-lﬁ/; = 0,
V. = D*V.=0=0for z=0,1,
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d’ou

f/: = V1001 sin 27‘(2:7
b\ 191001 sin 27TZ,
Ees 41
Vi = 3_7T(k1 — ka)v1001 cOS 272,
avec
6 (9 n 11)
v e (24 =
oot 125002 " P
9 _ o (121 9
oL = 50\ 2 Ty )
) %ﬁ(kl — ko)v1001 COS 272
By = e'lkr—ha) X V1001 Sin 272
191001 sin 27z
Alors on a
TTyeikers %01001 cosmz (k1 — k2)
2R(Cys P1001) = ZV1001 SInTTZ
Z1001€"*" sin Tz
ikoy [ FV1001 COS 3Tz (ko — T/3ky)
+ Hoe - 1}Tﬂv1001 sin 3wz

—%(7191001 + 187T2’U1001)€ik0m1 sin 3wz

Le caleul de ®1g19 = eiF1+%2)X (7 V. 9)(z) donne

P(D? = BV +i(k1 + ka)b
PUD? - k2)V, + 6] + D¢
(D2 — k)0 + R.V,

i(ky + ko) - Vo + DV

= _71(1 —3cos2mz) (k1 + k2)

V., = D2@=§:Ofor2—0,1,
d’ont
‘//: = j0108in27z,
0 = Y1010 Sin 272,
1//1 = %(kl + ka)v1010 COS 272,
avec
Viglo = %(% —1),
Y1010 = i—g (% —9) ,
%(kl + ka)v1010 COS 272
D1 = 'k tha) X V1010 Sin 272

191010 sin 27z

16
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Maintenant on a

R(Cy, P1010) =

—1}1010 sinz

Myeikeo ( 3“’1010 cosmz(ky + ka) )
3

T’Tﬁloloemcml sin wz
Hoeikcxl —1111010 COSs 37TZ(5]€1 + 3I€2)
+ —%01010 sin 37z

—%(187‘(2’01010 + 5191010)6“6‘:%1 sin 37z

On obtient finalement

3P
(2R(¢1, ®o011),¢q) = R
s P
(2R(Cq, P1001),¢y) = 5 V1001 + m'ﬂlOOl
1 154
= 11 i
10000(363P+ T+ 5 ),
— I P
(2R(C5, ®1010),¢y) = V1010 + Eﬁlolo
_ 8P 9 o1
N 208 208  104P’
3 3 363 81 117 9 27 154
(1 d=-P(5+—— .
2( +P) 73(4 * 10000 208) 10000 g " 73(104 10000)’
ce qui conduit a
sgn(b+2d) = sgn[—3.1014P? — 0.1100P + 0.4884]
sgn(b—d) = sgn[0.4257P2 + 0.0550P — 0.2442],
sgn(b4+d) = sgn[—1.0924P? —0,0550P + 0.2442].

La racine positive du premier trindme est 0.3795, celle du deuxieme est 0.6956 et celle du troisieme
0.4483. On en déduit les conclusions (12) et (14).

Le calcul du coefficient ¢ nécessaire pour la détermination de la stabilité de I'une ou 'autre des
solutions hexagonales est reporté en Appendice A.3. On trouve que ¢ < 0 pour P € (0.3795,0.6956)
ce qui implique

¢(=1)"1 >0 pour k=0et <0 pour k=1,

d’oti la structure convective en hexagones est instable (faiblement) alors que la structure en triangles
équilatéraux est stable.

A Appendice

A.1 Forme de I’équation réduite

Il s’agit de trouver la forme générale des champs de vecteurs dans R® (ou son complexifié)
commutant avec les actions des symétries (10).
On doit vérifier notamment pour la composante de ¢,

" eP(A, B, C,c.c.) = P(Ae™® Bethze Ceksa c.c) Va € R?T, (23)
P(A,B,C,A,B,C) = P(A,B,C,AB,C) (24)
( ,A,B,C) = P(-A,-B,-C,—A,-B,-0). (25)
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On considere d’abord les termes du développement en série de Taylor de P. En étudiant les monomes

APA” BiB* ¢"C" on voit par (23) que seuls peuvent exister les monomes tels que
(p—p —Dk1+ (g —¢)k2+ (r—r")ks =0
et, tenant compte de
ki+ ko + ks =0,
cela implique
p—p —l=q—q=r—1r"
Les seuls mondmes possibles dans P; sont donc
AP BT |CP (ABC), 1
BC(ABC) ~' A |BlC*", U

VANV
—

La propriété (25) implique
[ pair, !’ pair,

et la propriété (24) implique que les coefficients des mondémes sont réels. Ainsi on a la premiere
composante (facteur de ¢;) de la forme

AP[|A]?,|B?,|C*, (ABC)’] + BC(ABC) L[| A]%, |BI*, |C[*, (ABC)?].

Les composantes suivant ¢, et (3 s’obtiennent grace a I’action de Ry /3, par permutation circulaire
sur (A, B,C). Ainsi la composante, facteur de ¢, s’écrit

BP[|B%,|CI*, |A]?, (ABC)?] + CA(ABC) R [|BJ*, |C P, | A, (ABC)?),

et la composante, facteur de (5 s’écrit

CP|CP?,|AP,|BI?, (ABC)?| + AB(ABC)R[|C[*, |A%, | BI?, (ABC)?].

Enfin, la commutation avec la symétrie S implique pour la premiere composante, la symétrie de P}
et P, par rapport & (|B|?,|C|?) (puisque les coefficients sont réels)

Pi[JA]%, B, |CI?, (ABC)?] = Ri[|AP,|CI%, B, (ABC)?]
Py|AP%,|BI*,|C, (ABC)?] = PlAP,|C]%, B, (ABC)?.

Finalement on peut écrire les 3 facteurs de ¢, (5, (5 sous la forme

AP|A]%,|B? + |CI%, | B]?|CI*, (ABC)?] + (26)
+BC(ABC)P[|AP,|BP + |CP, | BF*|C[*, (ABC)?],

BPL[|BP?,|C* +|A[, |C]?|A]?, (ABC)?] + (27)
+CA(ABC)R[|BI,|C* + |A]%, |C?|AP?, (ABC)?],

Ch[|CP|A]? + B, |A?BI?, (ABC)?] + (28)
+AB(ABC)PR[|C*, | AP +|BI*,|A*| B]?, (ABC)?],
ou les coefficients sont fonctions de p. En fait la réduction a une variété centrale ne donne pas

Panalyticité du champ de vecteurs, ce qui rend impossible d’argumenter le raisonnement avec la
forme du développement de Taylor. On peut néanmoins montrer que la forme particuliere (26,27,28)
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du champ de vecteurs réduit, est non seulement valide pour le développement de Taylor, mais aussi
pour 'expression compléte du champ de vecteurs. Pour montrer cela, on procede en plusieurs étapes :
i) on montre, en jouant sur 'imparité générale (25) et utilisant (23) avec

kl-azw, kg'azﬂ, k3-a=—27r,
puis
kl-azw, k3'a=7T, kg'a=—2ﬂ',

que P est pair par rapport a (B, B), et & (C,C) et impair par rapport a (A, A).
i) On définit ensuite P, par

ainsi
P(A,B,C,A,B,C) = AP, (P(A,B,C,A,B,C) + AP/(B,C, A, B,C),

avec P; et P pairs par rapport a (B, B), et (C,C), Py étant pair en (A, A) et P| pair en A.
iii) On utilise alors (23) avec

kl-a:—6‘1, kQ'a:_HQ, k3-@=®—6‘3,

puis avec

kl'a:G)_el, k2-a:—62, k3.a:_937

qui permet de montrer que

P = Pi(r},r3,73,(ABC)? (ABC)?)
P = (BO)*Py(ri,r3,r3, (ABC)?),
enfin, on note que 'argument (ABC)? dans P; peut étre incorporé dans Pj, d’ott la forme finale

(26,27,28) apres utilisation de R, /3 et S.

A.2 Solutions hexagonales et leurs stabilités

Les solutions hexagonales sont données aux ordres principaux par

mn = To=T3=Tm,
01 = b1, 02 =020, O3 =030 (29)
910+920+930 = @Zkﬂ/2,k20,1,2,3,

ap + (b+2d)r® + er*(=1)F = 0.

L’opérateur linéarisé a l'ordre principal est alors

202 2dr?  2dr? 0 0 0
2dr?  2br?  2dr? 0 0 0
2dr?  2dr?  2br? 0 0 0

0 0 0  —2crt(=1)* (-1
0 0 0 —2crt(—=1)F —2crt(—1)F —2crt(—~1)*
0 0 0 —2crt(—1)* (—1
dont les valeurs propres sont

2(b + 2d)r* simple

2(b — d)r? double

—6er* (—1)F simple

0 double.
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On remarque maintenant que toute solution de la forme (29) translatée de 6 devient
9; =9j+6'kj, 71 =123,

et
@IZGCaI'kl-i-kQ-i-kg:O.

Il en résulte qu’une translation appropriée peut notamment arriver a
(91, 92, 93) = (O, 0, @) ou (91 — 27T/3, 92 + 27T/3, 93)

On note également que
(9;,9/2,9/3) = (91 + 471'/3,92 + 271'/3,93)

correspond & ©' = O + 27, alors que 6 + 47/3 = 01 — 27r/3 mod 27, d’olt
O +2nm ~ 0.

Pour montrer que
O = 7 est équivalent & © = 0,

on peut utiliser la symétrie S, puisque S, ajoute m a chaque phase 6, ainsi
(6=7}% {0=4r} ~{©=0).

Il en résulte que les cas ® = 0, ou 7 représentent le méme pattern.
Pour montrer que
© = /2 est équivalent & © = 37/2,

on utilise la symétrie R, :
{6 =31/2} % {0 = —31/2} ~ {© = 1/2}.

11 en résulte que les cas © = /2, ou 37/2 représentent le méme pattern.

A.3 Calculs aux ordres supérieurs

Nous devons identifier les monémes APA” BYB* C"C" dans I'identité (9) en utilisant la forme
(15) de dUy/dt pour p = 0, avec les coefficients qui apparaissent dans (16).
Nous avons déja calculé

Pao0000 = P2000 =0

®110000 = P1100 = Pri0o(2)

Pgo1100 = Poo11 = ‘/131100(2)

Dro0100 = Proon = B TR XD 00, (2)
®191000 = Pio10 = €i(k1+k2)'x‘/131010(2)'

On obtient facilement tous les coefficients de monémes quadratiques :

Dooo011 = Pi100(2),
®oo2000 =  Poooo20 = 0,
;—:r (kl - kS)”lOOl cos2mz

V1001 sin 27z )
191001 sin 27z

P o001 = e'kr k)X
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% (kl + kg)’l)l()lo cos2mz
V1010 sin 27z 5
191010 sin 27z

P1g0010 = ' k1 Hha) X

% (k2 + k3)1)1010 cos2mz
V1010 sin 27z 5
191010 sin 27z

Boo1010 = e'hatha)-X

41

35 (kg - kS)”lOOl cos2mz
V1001 Sin 272
191001 sin 27wz

Bopr001 = e'kzmka) X

On a besoin des coefficients d’ordre cubique suivants

®102000, P100020, Poo2010; Poo1020, P101010

donnés en résolvant

Lz, ®102000 + 2R
Lz, ®100020 + 2R
Lz, ®o02010 + 2R
Lz, ®o01020 + 2R

C2, P101000

)
Cs, Prooor0) =
Ca2, Poo1010)

)

AAAA
Il
o o o o

¢35 Poo1010

Lz. ®101010 + 2R(¢y, Pooi010) + 2R(Cs, Prooo10) + 2R(C3, P1o1000) = 0.

Ensuite il faut calculer
Do02020, P101020, P102010

en résolvant

Lz, ®oo2020 + R(Poo1010, Poo1010) + 2R (o, Poo020) + 2R.((3, Poo2010) = 0,

0 = Lg, 101020 + 2R(®100010, Poo1010) + 2R(¢1, Poo1020) +
+2R(Cy, P100020) + 2R((3, P101010)s

0 = Lg, 102010 + 2R(®101000, Poo1010) + 2R(¢1, Pooz2010) +
+2R.(C5, P101010) + 2R(C3, P102000)-

Enfin le coefficient ¢ qui détermine la stabilité des solutions hexagonales se déduit par le produit
scalaire de ’expression suivante avec ¢; (olt ®102020 disparait)

(i = Ly, Pro2020 + 2R(C1, Poozo20) + 2R(C; Proroz0) +
+2R(<37 (1)102010) + 2]3(‘1)1010007 (1)001020) + (30)
+2R (2100010, Poo2010) + 2R(Poo1010, P101010)-

A.3.1 Calcul de ‘1)102000

On a
(k142k2)- X 3
®102000 = €' F1126) X P 55000 (2)
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Ty eiki+2ka)-X —iv1010(5k1 + Tko) cosmz
—2R(Cq, P101000) = —Zuo10Sin Tz

9r® 5 i(k1+2k2) X
(%’01010 - %191010)61( 1+2k2) smmwz

TTyei(hki+2k2)-X 3ivio10(k1 + k2) cos 3z )

+ :%T’Ulmo sin 37wz
i%.r’l910106i(lir2k2)'X sin 37z
ainsi ®102000(2) = (Vo f/:,/é) satisfait le systeme
P(D? = 32V, +i(ky + 2ks)p = —ivio10(5ky + Tha) cosmz
+3iU1010(k1 + kz) cos3mz,
~ -~ 3
P[(D2 - 3k3)‘/z + 6‘] + D¢ = —g’UlQlQ sinmz + ZF'UIOIO sin3mz,
~ 27t 9 5%
(D2 — 3/€g)6‘ + il V, = (%’UIOIO - —191010) sinmz +

3

Iﬁlolosin?mz,
i(k1 +2ky) - VL + DV, = 0

avec les conditions aux limites usuelles. On trouve ainsi

‘72 = A1020 sinmz + B1020 sin 3wz
/é = C(Clooosinmz + Dyggo sin 37z,
¢ = Fipe0cosmz + Figoocos3mz,
‘7l = iGlOQO COSTZ + iHlOQO COSs 371'2,
avec
1 5x45 159
A = gy — I+ g
1 27 x 45 )
Gz = o ((7 — 18 X 25)7wv1010 + 125 1;“’) ,
1 147 Y1010
B _
1020 10202 (= 5p TU1010 )s
1 189 v
D1o20 2040( 55 TU1010 + 147 1010)
P 67 25 Y1010
FEio20 = 22#[(473 45) 1010 + 5 s
Fioso = — (- -
1020 34O7r( 5p TU1010 ),
2 25 Y
Gio20 = Tr 3 ( 1 (k1 + 2ks) 172104—
507 45 375
Oy A AT 7
+[( 3 V1 + (473 ) 2]7T01010)
1 683 ™ U
Hizo = 1753 ( (ko + 49k2) 0 - 3(/~c1 + 2k,) 1010) ,
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ot on doit remplacer v1p19 et Y1010 par les expressions (22). On vérifie que
V - @192000 = 0
car

—(k1 + 2k2) - Gro20 + ®A1020 = O,
—(k1 + 2k2) - Hip20 + 3mB1o20 =

A.3.2 Calcul de @100020

On a
_ _i(k142k3)- X &
P 100020 = € F1F2K) X P 15500 (2)

[yeilh1+2k3)-X —iv1010(5k1 + Tk3) cosmz
—2R(C3, P100010) = —Z 010 Sin Tz
)ei(k1+2k3)-X

97® 5 :
(55-v1010 — FY1010 sinmz

. ITyei(k1+2ka)-X 3iv10£5)k1 +E3)3COS37TZ )
1 1010 SN OTTZ

i%.r’l910106i(lir2k3)'X sin 37z

ainsi 5100020(2) = (‘7J_, f/:,g) satisfait le systéme

P(D? — 3k2)V L + i(ky + 2ks) —iv1010(Bk1 + Tks) cosz

+3i1)1010(k1 + kg) COS 37‘(257

™ . 3 .
——v1010 SIN T2 + — V1010 Sin 37z,

Pl(D? - 3k2)V. + 0] + D¢

4 4
~ 27t 973 5
(D2 - 3k3)9 + Tﬂ-‘/z = (%’01010 - %191010) sinmz +
3
%191010 sin 37‘(257
i(kl + 2k3) . ‘71_ —i—D‘//\'z = 0

avec les conditions aux limites usuelles. On arrive ainsi & un systeme identique au systéme obtenu
pour V., 6, ¢ dans ®102000, €t

‘/}z = A1020 sinmz + B1020 sin 3wz
/é = 01020 sinmz + D1020 sin 371'2,
¢ = Fipe0cosmz + Flgoocos3mz,
‘//\l = iGlOQOQO cosTz + iHlOOQQQ COS 37TZ,
avec
2 /(25 Y1010
G = —— | — (k1 +2k
100020 553 ( 1 (k1 + 2ks) - +
507 45 375
S Ik + (5 — 45k
+I( ) 5 k1 + (47) ) 3]7Tvlolo> )
B 1 683 Tvio10 1 Y1010
Higo020 = 17073 ( ( 14 ki + 49k3) D 3(k1 + 2k3) - .
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A.3.3 Calcul de @002010

On a
_ _i(2ke+k3)- X &
Doo2010 = €2k X P00010(2)

Hoei(2k2+k3)'x ( —iU1010(5]€3 + 7/€2) COSTZ )

- %1}1010 sinz

l(2]€2 +k}3)X

—2R((2, ®oo1010) =

9r3 51
(Z5-v1010 — FY1010)€

sinmwz
[Lei(2k2+ka)- X 3ivio10(ke + k3) cos 3wz
o€ ‘ 3 .
27 V1010 SIn 3z ,

Z(2k}2+k}3)X

%1910106 sin 3wz

On arrive ainsi a

-~

&)002010(2) = (V., ‘Zﬁ)

avec
f/\; = Aig208in7z + B sin 3wz
/é = 01020 sinwz + D1020 sin 371'2,
¢ = Fige0cosmz + Flgoocos3mz,
‘//\l = iG002010 cosTz + iH002010 COS 37TZ,
2 25 %1010
G = —— | —(ks+2k
002010 o3 <4 (ks + 2k2) —
507 45 375
O Ok + (22 a5\
+[( VR k3 + (473 ) 2]7TU1010> ;
1 683 T 1 Y1010
H = —— | —(—k3 +49%)—— — —(ks + 2k .
002010 17073 < (14 3+ 49ks) ) 3( 3+ 2k2) -

A.3.4 Calcul de ‘1)001020

On a
(ka+2ks)- X 3
Doo1020 = €' F2H2k) X i1 000(2)

[Tyet(kat2ks) X —1v1010(Bk2 + Tks) cosmz
—2R((3, Poo1010) = —Zuo10Sin Tz

9r® 5 i(ka+2ks) X
(%’01010 - %191010)61( 2+2ks) smmz

Hoei(k2+2k3)'x 3iv1010(k2 + kg) cos 3z
+ :%T’Ulmo sin 37wz ,
%%19101061<k2+2k3)'x sin 37z

On arrive ainsi a

~ o~

‘5001020(2) = Vi, Vzﬁ)

avec

= A1020 sinmz + B1020 sin 37z

Cho20sinz + D1goo sin 37z,

o oy

= Figo9cosmz + Figo cos 3mz,

VL = iGOOlOQO cosSTz + iH001020 COS 371'2,
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avec

2 25 9
Goolo20 = Fo3 (—4 (ko + 2k3) 172104-
507 45 375
o + (22 sy
+[( 5P " 3 Vo + (477 ) 3]7TU1010> ;
1 683 V1010 1 191010
H, = — | —(=ky + 49k — (ko + 2k :
001020 17073 < (Tqhe T 4%ks) =57 = gk 2hs) = )

A.3.5 Calcul de @101010

On a
Q191010 = P101010(2)

I —ik1v1010(cOs Tz — cos 3mz)
0 —7v1010(sin wz — 3sin 37z)

—2R(¢y, Poo1010) =

—Z(sinmz — 3sin 3wz)(%v1010 +91010)

I —ikovi010(COSTTZ — cO8 372)
0 —mv1010(sin wz — 3 sin 37z)

—2R(Cq, P100010) =

—5(sinmz — 3sin 3wz)(%v1010 + Y1010)
I < —iksvi010(cos Tz — cos 3mz) >
0

—2R(C3, P101000) = —mv1010(Sin mz — 3sin 37z)

—Z(sinmz — 3sin 3wz)(%v1010 + YJ1010)

ainsi 5101010(2) = (fﬁ_,f/:,@) satisfait le systéme

PD2V, = 0
P[DQ‘/}Z _|_/é] + D¢ = —371'1)1010(sin Tz — 3sin 3772)
S Y 3 92
D%9 + TWVZ = _g(sm mz — 3sin 377z)(%v1010 + YJ1010)
DV. = o0,

avec les conditions aux limites usuelles. On en déduit
‘7J_ = 07 T/; = 07

0 = Cio1010 sinz + D1g1010 Sin 37z,

3 9r2

Ciotor0 = §(701010+191010),
1 972

Dip1o10 = —%(7010104—191010)-

A.3.6 Calcul de @002020

On a
—2ik1- X &
Doo2020 = €1 Dog020(2)

. Sikqv?
[T e 2ik1-X 1V1010 )
—R(®o01010, Poo1010) = 0¢ ( 0 ,
0
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I e*Qikl'X iCMOlOQ + ia2102 cos2mz + i044102 cosdrnz
—2R(<2,(1)001020) = 0 Bysin2mz + B, sindmrz
e~ 21X (v, 8in 27z + v, sin 47z)
o[ — + Argzo] — =G
« = — v —_ —
0102 2l 1gp V1010 1020 = 5 G001020,
8 ™ 3
= ko|— A - B -G — —H,
2102 2( 5P v1010 + A1020 1020] + 5 (001020 = 5= 11001020,
V1010 3m
= k B —H,
Q4102 2( T4nP + Bio2o) + 5 11001020,
13
By = w(Aro20 — Bro2o) — —op V1010
1
= 2B —
B4 TDh1020 t+ 287)010107
11772 973 ™
= - — (A B —(C —-3D
Yo 1407 V1010 t+ 1 (A1020 + Biozo) + 2( 1020 1020)5
972 3 973
= D ™ Bioso.
Y4 56D V1010 + 5 1020 + 1 D120
[T e—2ik1-X 10201 + 10001 COS 272 + T0uy901 COS 4T 2
—2R((3, Poo2010) = 0 ‘ Bysin2mz + B, sindnz
e~ 21X (, sin 27z + v, sin 472)
g [— + Aron] — TG
« = — v —_ =
0201 3l 1gmp V1010 1020 = 5 Groo2010,
s +A Biozo] + =G T,
o = — v — — - —
2201 3= g5 p V1010 1020 1020] + 5 Goo2010 = 5~ Hoo2010,
V1010 3w
Q4201 3( T4nP + Bio2o) + 5 11002010
On arrive ainsi & ~ L
Poo2020(2) = (V1, V2, 0)
avec
P(D? — 4kf)171_ —2ik1¢ = ik1 (09 + 62 cos2mz + d4 cosdnz),
PU(D? — 4k2)V, + 0] + D$ = 2B,sin2mz + 23, sindrz,
~  o7m A
(D? — 4k2)0 + I - 274 8in 27z + 27, sindrz,
—2iky - VL + DV, = 0,
avec les conditions aux limites usuelles, et
225 27 V1010 15 191010
5o = 82 —_—— — — —A
0 Vip10 T (8873 22) - 38 13 1020

27 22849 V1010 327 191010

5o = (oL _ 22072710100 204l 4 B
’ (22 654573) T 935 73 1020 t H1020;

3767 vi010 | 3 Yoo B
4760 7P | 340 73 1020

0y =
On en déduit

2tk
= — " (AOOQOQO cos2mz + 2B002020 COS 471'2)
s

= Apo2020 Sin 272 + Bog2o20 Sin4dnz

%)IS> F>

= 0002020 sin 27z 4 D002020 sin 47‘(257
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avec

Aoo2020 = @(%mﬁ - %Vz - ;)—652),
Coo2020 = 4—15(%7“52 - g’h - %ﬂz%
Boozo20 = ﬁ(%ﬁﬁ - %’74 - %ﬂﬁ,
Doo2020 = %(%WCM - g% - %54)-

A.3.7 Calcul de ‘1)101020
On a

ks X 3
D101020 = €7 P1o1020(2)

IyetkaX ( 2ik3v?10(—1 + 3 cosdnz) )

30310 sindmrz
iks X

—2R(®100010, Pooi010) =
3#010101910106 sindmz

Hoeik?"x i(amog + (9102 COS 272 4+ Qrq102 COS 47TZ) >
b)

By sin 27z + B sin 4wz
v sin 27z 4+ ) sin 4w z)

—2R (¢, Poo1020) = _
eZk3~X(

T 1
102 = ZGOOlO% — k1[A1020 + ;(kl - G001020))

5T 3T
2102 = IGOONQO_IHOOIOQO

1
+k1[A1020 — Bio2o — ;(kl - Goo1020 + k1 - Hoo1020)],

9 1
4102 = ZHoowzo + ki1[Bio2o — ;(kl - Hoo1020)],

1 7591010 1257

e S 220 435
1 - Goo1o20 220[ 5 2 + ( ip )v1010],
1 Y1010 1369
kq - H = — il
1 - Hoo1020 680[ = P v1010),
7T s 1
By, = Zszo - 131020 - E(kl - Goo1020 — k1 - Hoo1020),
117 1
B, = ——Bio2o — =k1 - Ho01020:
4 2
973 57 3T
vy = ——(A1020 + B1o20) + —C1020 — — D1020
4 4 4
O
_T(kl - Goor020 — k1 - Hoo1020),
973 97 97?2
Yo = TBIO2O + ID1020 - Tkl - Hoo1020-
I eik3-X i(OZOOQO + (2020 COS 2wz + Q4020 COS 47TZ)
—2R(<2, (1)100020) = 0 ﬁlz sin 27wz + BZ} sin4mz s

etFs X (v} sin 27z + ) sin 472)
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T
ago20 = ZG100020 — ka[Ai020 + ;(kl - G001020))s

51 3T

Q2020 = I C7'100020 - I H100020

1
+ka[A1020 — Bio2o — ;(kl - Goo1020 + k1 - Hoo1020)]s

9 1
0020 = IHlOOO?O + ka[B1o2o — ;(kl - Hoo1020)],

oll on remarque que

k1 -Gooro20 = ka2 - Giooo2o,
k1 - Hooto20 = k2 - Hipo020-
0
—2R((3, P101010) = ‘ 0 ;
e'*s X (4] sin 272) + Y sin 47z)
” T 3 92
Vo = 5(0101010 — 3D101010) = 5(71&010 + P1010),
3T RIS
vl o= 717101010 = _Z(Tvlom + Y1010)-

1l en résulte que le systéme pour @101020(2) = (\A/l, f/:,g) s’écrit

P(D? — kWL +iksdp = iks(Sl + 6 cos2mz + 6, cosdrz),
PI(D? — k2)V. + 6]+ Do = 28ysin2mz + (310l + 28)) sindrz,
~ 277t A
(D? — k%) + 47T V. = (294 +~5)sin2mz + (3mvio0Y1010 + (274 + 7Y4) sindrz,
iky - Vi +DV, = 0,
avec les conditions aux limites usuelles, et
k35lz = (2102 + @2020
5T 37
= —(Goo1020 + G100020) — Z(H001020 + Hi00020)
k
—k3(A1020 — B1oz20) + ?3(]61 - Goo1020 + k1 - Hoo1020),
avec
51 3k3 25 191010 331
TG G = B2 0 45
1 (Goo1020 + G100020) 447r[ 5 2 + (473 )v1o10]s
3T 3/€3 191010 683
SELNG H = o i
1 (Hoo1020 + Hi00020) Ix 1707( 2 147)1)1010)7
ks ks 632 Y1010 82321
B a k- H S i 97 - 2202
- (k1 - Gootozo + k1 - Hooto20) 447r[ 170 2 + ( 11907))01010],
ks 191789 ks 4067 Y1010
—ks(Arg20 — B L 27 L Nl .
3(A1020 = Brozo) 22xTrop T 2von ~ oG

On obtient ainsi
— 8
= 'LkB(_A101020 cos2mz + —B101020 COS 471'2)
s ™

A101020 Sin 272z + Bigio20 sin4nz

<D)N<:> ’—>

= 0101020 sin 27z + D101020 sin 47‘(257
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1285  2m05 | 2(295+5)

A101020 ~39.2 (? + = + = ),
1 ! 6! 3(2+ + ~Y
C1o1020 _ﬁ(% ?24_%)

A.3.8 Calcul de ‘1)102010

On a
ika- X &
102010 = € P1g2010(2),
o eika X 2ikoviyo(—1 + 3cosdmz)
0 3mvig10 sindmrz ,
3#010101910106“62')( sindnz

—2R(®101000, Po01010) =

L eik2 X i(aozol + (v9901 COS 272 4+ Qrg001 COS 47TZ)
—2R(C1, Poo2010) = 0 ‘ B4 sin2mz + Bl sindrz 7
e*2' X (v, sin 272 + 7/, sin 47z)
oll on note que
k1 - Goo2010 = k1 - Gooto2o
k1 - Hoo2010 = k1 - Hooto2o,
et
iy
ap201 = ZG002010 — k1[Ai020 + ;(/ﬁ - G001020))
51 3T
Q201 = IGoozolo - IHOO%M
1
+k1[A1020 — Bio2o — ;(kl - Goo1o20 + k1 - Hoo1020))
97
04201 = IHoozolo + k1[Bio2o — ;(kl - Hoo1020)],
H eik2-X 7:(010000 —+ Q2000 COS 27TZ —+ 4000 COS 47TZ)
—2R/((3, P102000) = 0 _ By sin2mz + B sin 4wz ;
e*2 X (v, sin 272 + 7/, sin 47 2)
oll on note que
k3 - Gio2000 = k1 - Gooro20 = k2 - G1o0020,
k3 - Hio2000 = k1 - Hoo1020 = k2 - H100020,
™ 1
apo00 = ZG102000 — k3[Ai020 + ;(/ﬁ - G001020))
51 3T
000 = IGlozooo - IHlO%OO
1
+k3[A1020 — Bio2o — ;(kl - Gooro20 + k1 - Hoo1020))
97
0000 = IHlozooo + k3[Bio2o — ;(kl - Hoo1020)],
0
—2R((z; P101010) = } 0
eth2 X (v sin 272) 4 v/ sin 4rz)
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11 en résulte que le systéme pour 5102010(2) = (‘7J_, f/:,g) s’écrit

P(D? — k)i +ika¢ = iko(8) + 0y cos2mz + &) cosdrz),
P(D? = k)V., + 6] + Dp = 2B,sin2mz + (3703, + 26,) sin drrz,
~ 27t~
(D? — k%) + TWVZ = (274 +74) sin 27z + (3wvi010Y1010 + (27 +74) sindnz,
iky Vi +DV. = 0,

avec les conditions aux limites usuelles, et ol on note que

k162 = 2102 + ®2020

!
kady = 2201 + 2000

Ainsi on trouve

4 8
= ikQ(-AlOlOQO cos2mz + —B101020 COS 471'2)
™ ™

A101020 sin 27wz + 3101020 sin4mz

) o ~

= 0101020 sin 27z + D101020 sin4rz.

A.3.9 Calcul de ¢

Pour le calcul (30) du coefficient ¢, on considére d’une part les termes

2R (Cy, Poo2020)s 2R((y, P101020), 2R(C5, Pr02010)

puis

2R (P 101000, P001020), 2R(P100010, Poo2010)

et enfin -
2R(Po01010, P101010),

en ne gardant que les termes pouvant contribuer au produit scalaire avec ¢;. On indique par le signe
~ des identités qui suppriment les termes inutiles pour le calcul de c:

Hoeikl'X ( 3i1€1A002020 cos Tz )
3

2R.(C;, Pooz020) ~ 0
0
o Hoeikl.x —1(2]{31 + 3]€3)A101020 COSTZ
2R(<27 (1)101020) ~ ) %TWA101020 sinmz R
€Zk1 X 3%0101020 sinmwz
- Hoeikl.x —1(2]{31 + 3]€2)A101020 COSTTZ
2R(<37 (1)102010) ~ %TWA101020 sinmz R

eikl X 3%0101020 sinmz

Hoeikl'x iv1010¢1 COSTTZ
TU1010P9 SIN T2 )

e*rX g, sinmz

2R(®101000, Poo1020) ~
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avec

¢ = —271%(1@, Goo1020 + k3 - Hoo1020) + mGoo1020
+4k3(A1020 + B1o20),
by = 2A1020 — Brozo + %(H@Qlozo - k3 — Gooiozo - k3),
¢3 = Cro20v1010 + (A1020 — B1o20)1010 + Y1010 (Hoo1020 - k3 — Gootozo - k3),

2

. /
ik X 1010101 COS T2
0 TU1010P9 SIN T2 )
ik

e X g, sinmz

2R.(®100010, Pooz010) ~

2k
¢ = —Tz(ks Gooi020 + k3 - Hoo020) + mGoo2010

+4ka(A1020 + B1o20),

oll on note que

k3 - Gooro20 = k2 - Goo2o10

ks - Hooro20 = k2 - Hoo2o10,
- 0

2R(®o01010, P101010) ~ _ 0 ;
elkl'Xﬂ'(bnglo sinz
1 3 92
¢35 = —=(Cio1010 — 3D101010) = —=—(—=—v1010 + F1010)-

2 2 2

La premiére composante qui intervient dans le produit scalaire donnant ¢{¢;, ;) est alors
[3k1Aoo2020 — k14101020 + v1010(¢1 + ¢7)]i cosmz
dont on doit faire le produit scalaire avec
2i
—kqcosTz.
T

La deuxieme composante est

37
(& 5 A101020 + 27010100, SIn T2

dont on doit faire le produit scalaire avec sinz. La troisieme composante est

3 .
(70101020 + 275 + TP5v1010) SIn T2

dont on doit faire le produit scalaire avec 32—?; sin7z (on tient compte du coefficient P/R. dans le
produit scalaire). Apreés intégration on a ainsi
3
5(1 +Ple = 5 Z 184002090 — Ar01020 + —22 1010 (1 + @) - ka (31)
37 'P 1
+(IA101020 + Tui010909) + ;(50101020 + §¢3 + §¢/3U1010)
7T 1 P P o, 2P
= 5(314002020 + —A101020 + Fclolozo) + mv1010(¢g + W%) + gﬁbs
111010
(61 + 1) -k
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On montre ci-dessous que c¢ est une fonction, fraction rationnelle, de P, de la forme

2(140734 + AerB + AQPQ + Agp + A4)
372P3(1 + P)

(32)

qu’il faut étudier pour connaitre son signe. On remarque que le second membre de (31) est la somme
d’une part d’un terme linéaire en (v1910, 19;0210 ), d’autre part d’un terme quadratique en (v1010, 19;0210 ).
Le terme linéaire est donné par

1 P
(34002020 + 514101020 + F0101020)
1 ,87ds 8 16

= 0P TP

1 1, , L e
~Tr6n (3(2+5)(52+w52)+(973+§)( P“LQF) ,

|

B2)

8mdo 8 16

5 32027 332

V1010 (4638 _ 163344) _ 2618 191010
P 385 6545P 935P 2

4 4
—6mAi020(1 + 5) + 67TB1020(5 -1)

1
+—(C1020 — 3D1020):
2T

32+ 1)(8, + 1l) + (9P + Lyl 4 272
( +5)(52+7T2)+( +§)(P+ F)
97 1 11

= 7(/11020 + BlOQO)(ﬁ + ? + 18P)

1.5 3
+(9P + §)(_01020 — —Dip20)
iy iy

Y1010 ( 153063 14339 17229

w2 3740 + 2805 + 748073)
3159 3422001 32663438 32612679

44 + 13090 + 52360P + 104720P2

).

+v1010(

On obtient ainsi le terme linéaire en (v1010, 19;"210) sous la forme

T 1 P
5(314002020 + 514101020 + 50101020) (33)
V1010 a1 ap Y1010 by
= (a_ltp-i-ao-l—a'i‘ﬁ)‘f' 3 (b_ltp-i-bo"rf),
avec S661
1= ——~1.654
-1 = g5n = 1654,
323 1337 405667
9= 7950 T2x88  B2xate0 - 2O
1 162984781
a 969 773 6298478 ~ —3.645,

:520><88+75><77_780><52360_
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1. 163344 15 x45 12 x 147

@ = 6les T T 1020 )
_i[45><45_3><147+32612679]
156! 352 2720 104720
~ 2032
b, - _ L SLx15 45x125 27x14T 81 153063,
LT 7156l 44 ) 2040 1020 ' 3740
~ —0.8611

b —_ i[_ﬁ+i+ﬁ+3><147]
O 7 90" 22 " 170 " 176 ' 4080

1 [11><15 11 +5><125+ 147 +14339]
156" 88 2040 9 x88 6120 2805

~ —0.0635
N 1[2618 12 x 15 2]
L7 90l 935 22 85
1 [135 3 +17229]
156'176 1360 = 7480
~  —0.1420.

Le terme quadratique en (vio10, 19;7021“) dans (31) est de la forme

c ) d )
vio10(c—1P + co + 51) + V1010 ;0210 (d—1P+do + %) +( ;O;O e P

e 9 75 249
C_1 = _Z — E = —Z ~ —5.659
135
Co = E ~ 6.163

7543 147

R R 04
“= 50011 T gsp = 01430

1
d_y = ~5 ~ —0.1667

1 62873 735
+ — ~7.955

dy= — — 2202
7340 3 x52360 88

49
dy = — ~0.0721
17680

5 1
=2~ 0.2280.
-1 = 55 T 1539 = 02280

Finalement, en utilisant (22) on trouve le polynéme numérateur de (32) sous la forme

AP+ Ay P2+ AP? + A3P 4 Ay
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avec

o 81 co1  8ld_; (81)?
Ao = plraa—Shat oo+ —0 To4 &1
1 81 9b_1 Co 60_1
A = —[—ap+3a_q1— b ‘o _
! oGl 00 T30 = Sho+ —— 4 op — g
Sldg _ 63d_y 729 |
52 13 52 10
- 1 81 9b0 C1 660 90_1
Ay = gelmer a0 — b+ S+ o - oo 4 s
L 8ldi 63y , 27d_, 8L |
52 13 52 1041
- 1 9b1 601 960 63d1 27d0
A3 = glrmtdat oo — oot or -t 55 )
1 901 27d1
Ay = —[3ay+ oL L 24,
4 26572 T 55 T 52 |
On trouve alors
%A, ~ A7.127, 264, ~ 18.149, 2645 ~ —41.457,
2645 ~ —3.595, 264, ~ —6.109.

et on note (voir (32)) que ¢ < 0 pour P € (0.3795,0.6956) ce qui implique

e(=1)F1 > 0 pour k =0et <0 pour k = 1.

On en déduit que la structure convective en hexagones est instable (faiblement) alors que la structure
en triangles équilatéraux est stable.
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