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Problémes mathématiques de la mécanique/Mathematical Problems in Mechanics

Bifurcation secondaire de solutions quasi périodiques pour le
probléme de Couette-Taylor. Calcul effectif de la forme
normale

Patrice LAURE

Résumé — On considére le probléme de Couette-Taylor au voisinage d'une bifurcation de Hopf
dégénérée, pour laquelle il est nécessaire de calculer la forme normale du systéme réduit sur la
variété centrale jusqu'a I'ordre 7. On décrit une méthode permettant de calculer ces termes en
utilisant les outils de calcul formel. On montre ainsi I'existence d'un nouyel écoulement quasi
périodique malheureusement instable pour les valeurs des paramétres considérées.

Secondary bifurcations of quasi-periodic solutions in the Couette-Taylor problem.
Computation of the normal form

Abstract — We consider the Couette-Taylor problem at the neighbourhood of degenerated Hopf
bifurcation, for which it is necessary to compute the seventh order terms in the normal form of the
system on the center manifold. We describe a method which allows to compute these terms using
symbolic calculus.  So, we show the existence of new type of quasi-periodic flow, unfortunately unstable
for the specified values of the parameters.

1. PosITION DU PROBLEME. — 1.1. Le Probléme de Couette-Taylor. — On rappelle
briévement les résultats exposés dans les références [1]-[3]. Le probléme concerne un
fluide visqueux incompressible se trouvant entre deux cylindres de rayons R, et R, et
ayant pour vitesses de rotation €, et ,. Si on note #=0Q, R}/v le nombre de Reynolds,
ol v est la viscosité cinématique, la premiére solution observée pour # assez petit est la
solution de Couette purement azimutale. Les paramétres du probléme sont #, a=R,/R,
et o=0,/0),.

La perturbation U de I'écoulement de Couette, satisfait I'équation non dimensionalisée
suivante (U est dans un espace de Hilbert appropri¢ contenant les conditions aux limites
et la condition de divergence nulle) :

(1) %=LO(U)+pL1(U)+M(U, U) avec ;,L=;;:—gl?,
ou les opérateurs linéaires L, et L,, et I'opérateur quadratique M sont définis en référence
[2] ou [7]. #, est le nombre de Reynolds critique pour lequel des valeurs propres de
'opérateur L, (i.e. Ly+uL,) traversent I'axe des imaginaires purs pour p=0.

Les opérateurs L, et M étant équivariants sous I'action du groupe SO(2) x O(2) [1],
on cherche des vecteurs propres de L, de la forme

(2) U(r, 8, 2)=U(r)e' =" ot oeR et meN,

On montre numériquement que pour un rapport d’aspect a=R,/R, donné, il existe
une valeur ®® <0 telle que pour tout ®=0Q,/Q, <0'”, on a m>0. Dans ce cas, L, a
quatre vecteurs propres associés aux valeurs propres imaginaires pures +i, [2], qui
seront notés U,, U,=SU,, U, et U, [S étant la représentation de la symétrie par rapport
au plan XOY (z —» — 2)].

1.2. Equation sur la variété centrale. — Pour étudier la solution du probléme de
Cauchy associé a (1) pour p voisin de 0, on considére cette équation sur la variété
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centrale (ici de dimension 4). Le développement de Taylor de la solution au voisinage de
p=0 et U=0 s’écrit

U= Y  wAZ:Te

parim
ptgtr+i+n21
(3) ‘Dp0000=0’ ®01000=U1, q’omoo:Uu ‘Dooo:o=Uz, q’ooom:Uz

={) si p<0 ou g<0 ou r<0 ou 1<0 ou n<0.

q)pqun
Les propriétes d'invariance [1] entrainent que la trace sur la variété centrale de
I'équation (1) s’écrit directement sous forme normale [6]

dz g j
—L=iwgz,+2,( Y o bz ] 2;|%)
dt k+j+o21

(4)

dzy - i
72=1m022+22( Z akjouk|22|21|zl!20)
{ k+j+oz1

1.3. Les solutions bifurquées et leur stabilité. — On écrit le systéme (4) en utilisant les
coodonnées polaires avec z, =r, €1 et z, =r, ¢"2. On considére le systéme vérifié par les
coordonnées radiales r, et r, (découplées des variables angulaires) :

dr,

g & =f (1, rys 72) =", (g p+br3+cr +dri+erdri + fit
(5) / +grl+hriri+keirs+05+...)
dr ;
| d—: =f (1 ryry)

ol on a noté a,=Re(a,,q), b=Re(%y,0), c=Re(ty0,), €tc.

Les travaux [4] et [5] ont étudi¢ de fagon systématique les bifurcations de Hopf
dégénérées avec la symétrie O(2). Une de ces dégénérescences, b=c, a été mise en
évidence numériquement dans [2] pour les valeurs des paramétres #.=487,50, o .~ —0,93
et a=1,33. On a dans ce cas, au voisinage des valeurs critiques %, et ., une singularité
de codimension 2. Pour plus de commodité on utilisera pour les calculs le paramétre
v=c—b [puisqu’on a, par construction, v(®,)=0 et v qui varie dans le méme sens que
]. 11 existe en geénéral deux formes de solutions, soit des ondes rotatives du type
« spirales » pour r, =r, r,=0, @, ~w, t (ou la solution symétrique) et p~ —b/a,r* (qu'on
appellera pour simplifier « solution I »), soit des ondes stationnaires du type « rubans »
pour r, =r,=r, @, €t @, ~w,t et p~ —2b/a,r* (solution II). La stabilité de ces solutions
est donnée par le signe des valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme (5), ot ¢
est remplacé par b+ v. Au voisinage de (i, v)=(0, 0), une de ces valeurs propres s’annule
aussi bien pour la solution I que pour la solution II, pour p egal a pu,(v) et p,(v)
respectivement. Un calcul simple ([4] ou [8]) donne

b qo

2
6 = e - (Y — = — — 0 3.
0 = 4O 0 ) 4a0(d_f) +0([v])
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De plus, une solution quasi périodique peut apparaitre, elle est définie avec s=r}+r3,
—
p=Tyri par

g (f—e+d)v+pag(—1+k—h+g)

bv+agp(d—f) P : b(g—h+k—1

el T R S e L (VR ) ou =d—e4+f——
d—1)do o e @d—1)

En exprimant les conditions d’existence de cette solution (i.e. >0, p>0et s> —4p=>0),
on montre qu'elle peut exister pour p compris entre i, (v) et p,(v). De plus, elle est
stable si go(d—f)<0 et b<0 ([4] et [8]).

Les calculs effectués pour a= 1,333 et @= —0,93 donnent qo="06,02. 107, d—f=1,9.107
et b= —0.39.10%. Dans ce cas, les solutions de type I et 11 existent et peuvent étre stables
pour >0, mais la solution quasi périodique est instable.

Les diagrammes de phase du systeme (5) dans le plan (v, p) sont traces en référence [8].
On montre ainsi que pour v=>0, la solution quasi périodique instable connecte la solution
I stable  la solution I stable. On a ainsi un phénoméne d’hystérésis.

La présence dans g, des coefficients g, h, k et I nécessite le calcul des termes d’ordre 7
de (5). Une méthode permettant de calculer numériquement ces coefficients est indiquée
dans la suite.

+0 (VP +pd)

2. CALCUL EFFECTIFS DE LA FORME NORMALE. — 2.1. Ordonnancement des calculs. —
Pour pouvoir calculer les coefficients fondamentaux o, intervenant dans le systeme (4),
on identifie les puissances de p”z{Z} z3z; dans (1), ou U vérific (3). On obtient pour
chaque mondme p” z4 7, z3 74 un systeme différentiel de la forme :

(8) LD((qurln

= -Lf(q)p* 1 qun)— ): Z Z Z Z M(q)pmru,nl’ mpzezrzfznz)

pi+pa=p q1+qz=q ritrz=r h+h=1 m+m=l

-+ z [(q_jl)ak”'lu;+(r_j1)a"ljtﬂl

ky+igterz1l

Y—(g—r+1—n)iwy @y,

+u_01)ak1°111 +("—01)ak101i1]¢'p—k1. a=i1. v—Jr1; =0y, H=0q
ou

o {Sma=mel? s i-smasigr=tiniom,
(b =d—) d)pqun'__Sd,plnqr'

pgrln prgnl®

Le coefficient o, est calculé en résolvant I'équation (8) pour (p, g, r. I, n) égal a
(k, j+1, j, o, 0), car il intervient pour réaliser la condition de compatibilité du second
membre puisque I'opérateur L, —iw, Id n’est pas inversible. On montre de plus que pour
calculer le second membre de I'équation (8) pour le quintuplet (p, g, 7, I, n), il faut
auparavant connaitre les champs de vecteurs D, €t les coefficients o, tels que
(. q.r,I,n)<p, qrLn) c'est-a-dire

(0<p'<p, 0=q'Sq, 0=r'sSr, 0sI'SL0sn"sSnet O<q +r+1I'+n"<q+r+l+n)

(10) < ou
0gp' <p, ¢ =q,7r=r1=l nw=net0<q +r+n+I).
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On peut établir ainsi que I'on doit déterminer 214 vecteurs @, pour étudier la
stabilit¢ de la solution quasi périodique. Mais griace aux propriétés (9), on résoudra
I'équation (8) seulement pour les quintuplets (p, g, r. I, n) vérifiant la condition suivante :

(1) (g+r=l+n) et (g>rou(g=reti=n)).

2.2. Utilisation d’un systéme de calcul symboliqgue (Macsyma). — Puisque le calcul
numérique des coefficients se heurte a la complexité rapidement croissante de I'expression
algebrique (8), on a utilisé le calcul symbolique. Dans cette partie on va décrire briévement
la methode utilisee. Pour plus d'information sur les programmes Macsyma écrits, on
regardera [7] (ou on a etudié de la méme fagon une bifurcation stationnaire dégénérée
pour Couette-Taylor) et [8].

Le processus itératif [li¢ a la relation d’ordre (10)] décrit dans le paragraphe précédent,
permet d’obtenir dans 'ordre de résolution les équations (8) donnant le coefficient o,
de la forme normale. La forme algébrique développée de I'équation (8) pour tout
quintuplet (p, g, r, I, n), sera obtenue en utilisant les possibilités des systémes de calcul
formel concernant la manipulation des polyndmes et la prise en compte de la linéarité et de
la commutativité d’opérateurs. Finalement pour obtenir le code Fortran, I'idée principale
consiste a creéer une fonction « écrire équation (8) pour (p, g, r, I, n) », qui écrira dans un
fichier les appels aux sous-programmes Fortran résolvant numériquement cette équation,
au lieu d’afficher a I'écran sa forme développeée.

On peut mettre en évidence huit opérations de base (L,, M, L,, somme, conjugaison,
multiplication par un scalaire, etc.) qui correspondent aux principales opérations formelles
sur les champs de vecteurs ®. A ces opérations de base, on associe un sous-programme
Fortran, ainsi la fonction écrire équation (8) correspondra a des boucles de la forme :

pour i: —a — faire CALL (nom du sous-programme, liste des parameétres).

Les sous-programmes Fortran manipulés ont été écrits en utilisant largement les
programmes de Y. Demay [2].

L’automatisation de I'écriture du code Fortran a donc rendu possible le calcul de
coefficients que I'on n’aurait pas pu obtenir par une démarche classique.
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