DEA PHYSIQUE ET GENIE DES MATERIAUX TD Eléments Finis 2003 /04
MASTERE MATERIAUX ET MISE EN FORME

Correction 0 : un peu de mathématique.

Ex 1 Calcul de la solution d’une edo

1)

On cherche une solution polynémiale de la forme
u(z) = ax® + bz + ¢

qui vérifie I’équation et les conditions aux limites. Ce qui donne

—2a =1
c =0 (1)
2a+b = 0

et finalement

u(z) ==z (—g + 1) (2)

2) On discrétise sur N = 5 points (z1 = 0,29 = 1/4,23 = 1/2,24 = 2/3,z5 = 1). On a les relations
suivantes avec A, = 1/4 :

u; = 0
—u1 +2uy —uz = A%
—Uo +2uUz3 —Us = Ag
—ug+2ug—uy = Ag
ugs—4us+3us = 0

ou on a approché /(1) par 3_%%&'
T

On doit finalement résoudre le systéme matriciel suivant :

1 0 0 0 0 uy 0

-1 2 -1 0 0 Uy 1/16

0 -1 2 -1 0 uz | = | 1/16 (3)
0 0 -1 2 -1 Uy 1/16

0 0 1 —4 3 us 0

ce qui donne
up =035 u2="7/32; u3 =3/8 ; us = 15/32; uz = 1/2.

On peut vérifier que ces valeurs correspondent & la solution (2).
On a la valeur exacte car 'approximation des dérivées par des différences finies d’ordre 2 est exacte pour
un polynéme d’ordre 2.

3) Les fonctions tests sont des polynomes de degré 1 qui valent 1 en un point z; et zéro sur les autres
(voir la figure 1). On peut les définir par,

bi(z) =0 T < Ti1
pi(z) = ;C:_:CTT_II Ti—1 < T < I
pi(z) = % T, <x<Ti4l
451(33) =0 Tit1 < T
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F1G. 1 — Schéma montrant les 5 fonctions tests.

Par exemple
¢2(x) =4z pour z < 1/4 et ¢o(z) =2(1 —2z) pour 1/4 <z <1/2 et zéro ailleurs

La solution approchée est de la forme u = Z?:z uj¢; puisque les conditions aux limites impose u; = 0.
La formulation faible s’écrit

1 1
/uvda::/'udx
0 0

ou v appartient & la base des fonctions tests. on a donc

4 1 1
Sui [ #dtdo= [ gido
= o 0

On a par exemple

1 1/2
/ L dhda — / 16 dz — 8
0 0

1 1/4 1/2
/ b2 dac:/ 4z dz + 21 —-2z)de=1/4
0 0 1/4

1 1/2
/ Py dr = / (—16) dr = —4
0

1/4

1 1
Prdr dx = 16 dz =4
5%5
0 3/4

1 1
/ by dr = / (—16) dz = —4
0 3/4

On a finalement le systeme matriciel suivant :

1 0 0 0 O Uy 1(/) A

—4 8 -4 0 0 up 14

0 -4 8 —4 0 ug | = | 17 (4)
0 0 -4 8 -4 Uy 14

0 0 0 -4 4 us 18 |

Ce systéme est le méme que celui obtenue en (3). La derniére ligne de (4) est équivalente & la somme des
deux derniéres lignes de (3).

Ex 2 Les polynomes de Lagrange

1)

(a) La surface de ce triangle est égal &

s [ o

2



(b) Par exemple pour la premiére fonction, on écrit Li(z,y) = a + bz + cy et on doit résoudre

a =1
a +b =0
a +c = 0

ce qui donne Li(z,y) =1 — x — y. De la méme fagon, on trouve Lo(x,y) = z et L3(z,y) = y.

2)
_ 1
On trouve [ fTref Lidr dy = §

3)
(a) Si (&,n) sont les coordonnées dans le triangle de référence, on a

3

(z,y) =Y (wi,yi)Li(€,m)

=1

z\ _ [ (1=&—n)z1 +Exe + 173
Y (1 =& =0y + &y +nys3

(b) On utilise la formule qui permet de changer de coordonnée

ou

S:/ﬁhdy:/ J(T)| dg dy
R T-(R)

La matrice Jacobienne de la transformation s’écrit
% % T2 — 1 X3 — 1
JT) =19 9| =
) l%% %%] lyz—m ys-@h]

et donc |J(T')| = (z2 — z1)(y3 — y1) — (3 — z1)(y2 — y1) qui ne dépend pas de ¢ et 7. Finalement

S = (z2 —21)(ys —y1) — (w3 — 21)(y2 — y1)
2

4)
(a) On a bien par contruction que U(4;) = U;.

(b)
) 1
[[ oo ara=xu[[ baa=Utlrl 1
fres L Tref 3 2

Ur+ U+ Uz |J(T)| U1+ U+ Us
_// ()| de dn = 3 2 3

(c)

x aire de T,

On a remplacé U(w, y) par sa valeur moyenne & Uintérieur du triangle

// U(z,y) de dy ~ WXaﬁedeTge

5)

(a) On a les 4 triangles suivant définies & partir des sommet S; = (0,0), Sy = (1,0), S3 = (1,1), Sy = (0,1)

et S5 = (1/2,1/2) (voir Figure 2)
— T1 dont les sommets sont Sy, So, Ss.
— Ty dont les sommets sont Sy, S3, Ss.
— T3 dont les sommets sont S3, Sy, Ss.
— T4 dont les sommets sont Sy, S, Ss.



(ONW)

(0, 0) (1,0)

Fic. 2 — Triangulation du carré.

Comme chaque triangle a la méme surface Iy = 1/4 = (surface du carré) /4.
(b) La fonction U a pour valeurs en ces 5 points (U; = U(S;)) : U1 =0,Us=1,U3 =2, Uy =1et Us =1,
donc

4
[ Vs dy =Y [ [ vy -5, 224 W 12140, 112
carré 1 T; 3 4 3

(c) La formule permettant d’avoir une valeur approchée de la fonction U sur un triangle, suppose que
I’on peut remplacer la fonction U par un polynéme du premier degré en z et y. Dans notre cas, on a
U = U sur chaque triangle, donc avec cette formule, on obtient 1'intégrale exacte.



