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Méthodes directes
m Méthode d'élimination de Gauss et factorisation LU



Méthode d'élimination de Gauss: exemple

1 3 2 1
AX=| -1 2 1 X=| 2 | =b det(A)=5
2 1 1
Descente: élimination sur la premiére colonne (x

)
1 0 0 1 1 0
1 1 0 -1 1 1
-2 0 1 2 -2 0
1
=10 5 3 X = 3
0 -5 =2 -1

Descente: élimination sur la deuxiéme colonne (x2)

1 0 0 1 3 2 1 0 0 1
010 0 5 3 X=|1 010 3
01 1 0 -5 -2 01 1 -1
1 3 2 1 —6/5
=05 3 |X=][ 3 d'ou par remontée X = | —3/5
0 0 1 2 2



factorisation de Gauss: exemple

Dot UX = b’ avec
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Méthode d'élimination de Gauss: exemple 2

1 1 2 1
AX = 3 2 1 | X=|2|=b
-2 1 0 0
Descente: élimination sur la premiére colonne (x1)
1 0 0 1 1 2 1 0
-3 1 0 3 21 | X=| -31
2 01 -2 1 0 2 0
1 1 2 1
=0 -1 -5 |X=| -1
0 3 4 2
Descente: élimination sur la deuxiéme colonne (x2)
1 00 1 1 2 1 00 1
010 0 -1 -5 |X=|10120 -1
0 3 1 0 3 4 0 3 1 2
1 1 2 1 3/11
=0 -1 -5 |X=| -1 d'ou par remontée X = | 6/11
0 o0 -11 -1 1/11



factorisation de Gauss: exemple 2

Dot UX = b’ avec

avec
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Généralisation

a Aec M, inversible: AX = b
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Généralisation a A € M, inversible:

A=LU
avec
U=Am
A A
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0 O a1k "’(k++1,)n



Généralisation a A € M, inversible: AX = b

A=LU
avec
U=Am
L= (L(nfl) G L(l))_1 = (LY=L=t (=D
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Généralisation a A € M, inversible

1 0 0
0o 1
0 1 0
aik) k
— _ +1,
(L(k)) l(L(k+1)) 1_ 0 0 a(k) 1 0
k,k
a(k+1)
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0 0 . a(k+1) 1 0
k+1,k+1
o) J(kH)
0 0 n,k n,k+1 0 1
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Généralisation a A € M, inversible

1 0 0
(1)
a
2,1
> 1 0
Ko
1,1
1 0 0
X0
L= Lk 1 0
a(k
k,k
(kD)
k+2,k+1 1 0
(ki)
k+1,k+1
1) (k) (k+1) (n—1)
?n,1 2n,k ?n, k+1 “n,n—1 1
N6 KON (25) G
11 Kok 1, k+1 n—1,n—1



Existence et unicité de la factorisation A = LU

m Soit A € M, on suppose que les sous matrices diagonales de dimension k

Al Akk

sont inversibles pour tous k =1,---n.

m Alors la factorisation A= LU avec L;; =1, i=1,---,n existe et est
unique.

Preuve:

m Existence établie précédemment car on montre que le pivot afwk #0
m Unicité: A= LU = LhU, implique Ly 'Ly = UyUpt =1



Algorithme: factorisation LU de A € M, inversible

Initialisation: U =A, L=1

m For k=1,---,n—1 (boucle sur les pivots)
mFori,j=k+1,---,n

Ui Usj
Uy Uy — =

on suppose le pivot Uy x non nul)
Uy k
m End For
mFori=k+1,---,n
U.
[ | L,'yk = ik
Uk k
m End For
m End For

m U « triu(V)

Remarque 1: on a supposé que Uy x # 0
Remarque 2: on peut tout stocker dans A au cours de |'algorithme



Résolution de LUX = b

Descente: LY = b

mFori=1,---n
mYi=b -3 LY
m End For

Remontée: UX =Y

mFori=n---,1,—-1

. X — Yi— Zf:iﬂ Ui i X;

ii

m End For



Complexité de I'algorithme

On compte le nombre d’additions et de multiplications et de divisions
(opérations flottantes)

m Factorisation: 2/3n% + O(n?)
m Descente remontée: 2n? + O(n)



Conservation de la largeur de bande

q=, max {li — i| tel que A;; # 0}

La factorisation A = LU précédente (sans pivotage) conserve la largeur de
bande g pour U et L

Preuve: propriété vérifiée pour toutes les matrices A¥) 3 chaque étape
k=1,---,n

Complexité:
m Factorisation: 2ng? + O(nq)
m Descente remontée: 4nq + O(n)



Algorithme: factorisation LU pour une matrice bande de

largeur de bande g

Initialisation: U =A, L=1
m For k=1,---,n—1 (boucle sur les pivots)
m Fori,j=k+1,--- ,min(k+ q,n)

Ui Uy ;
m U<+ U,j— ll’j kJ (on suppose le pivot Uy x non nul)
k,k

m End For
m Fori=k+1,--- ,min(k + q,n)
Uik
Lij=—"
" Sk (Y
m End For
m End For

m U <« triu(V)



Résolution de LUX = b pour une matrice bande de largeur

de bande g

Descente: LY = b

mFori=1---,n
= K = bi - Z};;ax(i—q,l) Lisj\/j
m End For

Remontée: UX =Y
m Fori=n, , 1, -1
e

)G-— £l
" Ui

m End For



Matrices de permutation

Bijection de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n}
Premiere représentation:
P = (jlv"’ ,.jn)
avec j; € {1,--- ,n} et j; # ji pour i # .
Action sur les vecteurs b € R": (Pb); = bp(jy pour i =1,---,n

D’ou la représentation matricielle: P;j =1 si j = P(i), sinon 0. On a sur les
matrices A € M,
(PA)ij = Ap(iy.-

Exemple
01 00 by
| 1 000 | b
P=loo001 || b
0 010 bs



Transpositions

T = (il, 12)

est la permutation telle que
T(il) = iz,T(ig) = il,T(i) =iVi 7é i1,i2.

On a

donc



factorisation avec pivotage PA = LU

On aA(l) =Aet pourk:]_’... ,n—1
Alk+1) — (k) (k) A(K)

avec 7(K) = (k, i) pour ix > k tel que |Afkk)k| = Maxi=k,... n Afkk)|

D'ol par récurrence

AN x — yx = (=1 (0=1)  (n=2) (n=2) (k+1) (k) (k) ... 2 (1) (D) p
UX — L(n—l)(T(n—l) L(n—2>T(n—1)). . .(T<n—1) @) .T(n—l))(7<n—1) ... T(l)) b
d’obl
[ = (T(n—l) @)@ T(n—l)) . (T<"-1>(L("—2>)—1T<"—1)) (L(=1)-1

et
p— (T(n—l) . T(2>T(1))



Algorithme avec pivotage partiel PA = LU

Initialisation: U=A, L=1, P=(1,---,n)
m For k=1,--- ,n—1 (boucle sur les pivots)
m i, = argmax;_, . ,|Uik| (choix du pivot) transposition: 7 = (k, ik), ik > k

m U < 7U permutation des lignes de U
m L < 7L7 permutation des lignes de L hors diagonale
m P < 7P mise a jour de la permutation P pour b
mFori,j=k+1,---,n
Ui Uk j
| U,'yj — U,',j — ko
Uk, k
m End For
m Fori=k+1,---,n
m L= 7U"’k
Uy k
m End For
m End For

m U« triu(V)



Algorithme avec pivotage partiel PA = LU et avec stockage

de L (sans la diagonale) et de U dans la matrice A

Initialisation: P = (1,---,n)
m For k=1,---,n—1 (boucle sur les pivots)
B g = argmax;_ . ,n|A,-7k| (choix du pivot) transposition: 7 = (k, ix), ik > k
A < TA permutation des lignes k et i

=
m P < 7P mise a jour de la permutation
mFori=k+1,---,n

Ak
IA,’yk(— >
Ak k
m End For
mFori,j=k+1,---,n

B A Aij = AikAk,
m End For
m End For

L est la partie triangulaire inférieure stricte de A plus la diagonale unité.
U est la partie triangulaire supérieure de A (avec la diagonale).



Résolution de PAX = LUX = Pb pour la factorisation avec

pivotage P

Descente: LY = Pb
mFori=1,---n
m Yi = bpiy — i1 LigY;
m End For

Remontée: UX =Y

mFori=n---,1,—-1

. X — Yi — Zf:iﬂ Ui jX;

ii

m End For
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