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Solveurs non linéaires



Solveurs non linéaires: plan

m Rappels de calculs différentiels pour des fonctions vectorielles de variable
vectorielle.

m Algorithme de Newton pour résoudre f(x) =0 avec f € C}(U,R") avec U
ouvert de R".

m Convergence quadratique de I'algorithme de Newton pour f € C?(U,R").



Rappels sur les fonctions vectorielles: différentielles

m Application linéaire tangente: soit U un ouvert de R" et f : U — R™, on
dit que f est différentiable au point x € U ssi il existe une application

linéaire notée f'(x) € E(R",R’") telle que

[F(x+ h) = F(x) = F'(x)(h)l
1Al

limp20-s0 =0
m Si f est différentiable au point x € U alors f est continue en x.

m Différentielle: si f est différentiable pour tout x € U, on note x — f’(x)
I'application de U dans L(R",R™) appelée différentielle de



Rappels sur les fonctions vectorielles: différentielles

Exemples:

m pour n = 1 on retrouve la dérivée au sens classique f'(x) € R™
m pour m =1, f'(x) est une forme linéaire de L(R",R)
m Gradient Vf(x) € R": grace a la structure euclidienne de R”, il existe un
unique vecteur Vf(x) appelé gradient de f au point x tel que

(VF(x),v) = f'(x)(v) pour tout v € R" et dont la définition dépend du
produit scalaire.



Méthodes de Newton pour résoudre f(x) =0

Soit
f:UCR"—R",

telle qu'il existe x € U avec f(x) = 0.

Etant donné x! € U, la méthode de Newton calcule une suite x¥, k =2, --- |
par linéarisations successives de f ie on approche I'équation f(x**1) =0 par sa
linéarisation au voisinage de x*:

FI(x) ("L — xk) = —F(xN).

m A chaque itération il faudra donc calculer la dérivée f'(x¥) et résoudre un
systeme linéaire.

m L’'analyse de la méthode de Newton doit donner des conditions suffisantes
sur f et sur x! pour que f'(x*) soit inversible pour tout k = 1,--- , et pour
que la suite x converge vers X.



Rappels sur les fonctions vectorielles f : U C R” — R™

Dérivées partielles: g

au point x ie
8f T f(X + hjej) — f(X)

m Si f est différentiable au point x alors elle admet des dérivées partielles au
point x et

of
' (x)( (x)hj pour tout h € R".
(x) Z 5 (O P
Matrice représentant I’ application linéaire f'(x):

J(x) € My, , telle que J; j(x) =

X
xj

est appelée la matrice Jacobienne de f au point x.



Rappels sur les fonctions vectorielles f : U C R” — R™

m La réciproque n’est pas vraie: si f admet des dérivées partielles en x, elle
n'est pas nécéssairement différentiable au point x.
X1X2
\/x12+x22

pas différentiable en 0.

m Exemple: f(x1,x) = a des dérivées partielles nulles en 0 mais n'est

m Si f admet des dérivées partielles continues au point x pour tout
i=1---_ nalors f est différentiable au point x

m f est continuement différentiable sur U (ie f’ existe et est continue sur U)
ssi f admet des dérivées partielles continues sur U. On dit que f est

ct (U, R") .



Rappels sur les fonctions vectorielles: formule des

accroissements finis

m Rappel dans le cas n = m = 1 (théoréme des accroissements finis):
f:[a,b] CR — R™: si f est continue sur [a, b] et différentiable sur (a, b)
alors il existe ¢ € (a, b) tel que

f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

m Extensionaucasm=1,n>1
[a,b] ={(1—t)a+tb,t €[0,1]} C UCR",
(a,b) ={(1 —t)a+tb,t € (0,1)}.
Si f est différentiable sur U, alors il existe ¢ € (a, b) tel que

f(b) — f(a) = f'(c)(b—a) = (VFf(c),b— a) aussi noté Vf(c)-(b— a)

Preuve: on applique le théoréeme des accroissements finis a
o(t) = f((1 — t)a+ tb)



Rappels sur les fonctions vectorielles: formule des

accroissements finis

m Casgénéral: n>1, m>1: f: U CR" — R™ différentiable sur U et
[a,b] C U, alors

If(b) = f(a) < sup [IF'()[Ib— all.

x€(a,b
m Preuve:
m Soit ¢(t) = f((1 —t)a+ th), ona ¢'(t) = (1 — t)a+ th)(b— a) et
¢"()l < sup [IF"(x)Il|b— all,
x€(a,b)

1
on conclut par f(b) — f(a) :/ ¢'(t)dt, d’ou
0

1
I£(b) — f(a)l S/O ¢’ (t)lldt < ;tlpb)llf'(X)Hllb— al-



Rappels sur les fonctions vectorielles: différentielle d’ordre

2

Soit f € C1(U,R™) avec U ouvert de R". On a f’ € CO(U,E(R";R’")). Si f!
est continuement différentiable sur U on dit que f € C?(U,R™) et on note f”
sa différentielle appelée différentielle seconde de f. La différentielle seconde
f"(x) est un élément de E(R"; L(R™, R’")) isomorphe a I'ensemble des
applications bilinéaires E(R",R";R"’ .

Dérivées partielles d'ordre 2: si f est différentiable d’ordre 2 en x alors elle

"y : : , . Pf(x)
admet des dérivées partielles d'ordre 2 au point x notées avec
Ox;0x;
0*f
PO k) = > 5 éx)h k; pour tous h, k € R”

ij=1
On a alors le théoreme de Schwarz: f”(x) est symétrique au sens ou
0?f(x)  9%f(x)
Ox;0x; - Ox;0x;
Dans le cas m =1, on appelle H(x) € M, , la matrice dite Hessienne
représentant la forme bilinéaire f”/(x) dans la base canoniqgte.

pour tous i,j =1,---  n.



Rappels sur les fonctions vectorielles: formule de Taylor a

I'ordre 2 dans le cas f € C2

Soit f € C2(U,R™) avec U ouvert de R" et a,b € U tels que [a, b] C U. Alors
ona

1
1£(b) — f(a) = '(a)(b—a)ll < 5 sup [If"()]llIb— al’%,
x€(a,b)

avec .
Hf—//(X)H — sup ||f (X)(u7 V)”
uvzoerr  lullllv]]



Rappels sur les fonctions vectorielles: formule de Taylor a
I'ordre 2 dans le cas f € C?( U,R™

Preuve: soit
p(t) = f(x + tly —x)) = f(x) =t f'(x)(y — x),
on 2 ¢/(t) = (F(x+ tly = %)) = £1()) (v = x) et donc

PV =0l1) — 9(0) = [ (Flxt tly =) = 19y )

0

1
I = NI () = () = F () (y =) S/O 1O+ ey =x)) = ()l — x| dt
on conclut par la formule des accroissements finis sur f' € C*(U,R™):

[F(x+tly =x) =)< sup  [f"@)) lly — x|t
z€(x+t(y—x),y)



Algorithme de Newton

Soit
f € CY(U,R"), U ouvert de R"

telle qu'il existe x € U avec f(x) = 0.

Etant donné x! € U, la méthode de Newton calcule une suite x¥, k =2,--- |
par linéarisations successives de f ie on approche I'équation f(x**1) = 0 par sa
linéarisation au voisinage de x*:

FI(x) (L — xk) = —F(xN).

m A chaque itération il faudra donc calculer la dérivée f'(x¥) et résoudre un
systeme linéaire.

m L’'analyse de la méthode de Newton doit donner des conditions suffisantes
sur f et sur x! pour que f'(x*) soit inversible pour tout k = 1,--- , et pour
que la suite x converge vers X.



Convergence quadratique de I'algorithme de Newton

Soit f € C?(U,R™) avec U ouvert de R" et x € U tel que f(X) = 0. On
suppose que f’(x) est inversible. Alors il existe &« > 0 et 5 > 0 tels que

m B(x,0)={x]|||lx—=X|| <a} CU

m Si x! € B(x,a) alors la suite x¥, k € N est bien définie et x* € B(x, )
pour tout k € N

m Si x! € B(x, ) alors la suite x¥, k € N converge vers x et

[ x*T1 — x|| < B||x* — x||? (convergence quadratique)



Convergence quadratique de I'algorithme de Newton:

Preuve

On commence par montrer le lemme suivant:
Soit f € C?(U,R") avec U ouvert de R" et x € U tel que f'(x) est inversible.
Alors il existe v > 0, C; > 0, C; > 0 tels que B(x,7) C U et

m f/(x) inversible et [|(f'(x))7!|| < G pour tous x € B(X,7)
m [[f(y) = F(x) = F'()(y = x)Il < Clly — x||? pour tous (x,y) € B(%,7)

Preuve: le point 1 est une application de ||(/ — A)71|| < le\”) pour Al < 1

et le point 2 résulte directement de la formule de Taylor d’ordre 2.



Convergence quadratique de I'algorithme de Newton:

Preuve suite

Soit a = min('y, i) On suppose que x* € B(x, ) (et donc f'(x¥)
inversible), on va montrer que ceci implique x*** € B(x, a).
Comme f/(xK)(x**1 — xK) + f(x¥) =0, on a
FORYKH = %) = F(R) — () — F/ () (% — x¥)
d’ot
641 %] < [(F ) Gall — %12 < GGk — 5P < o

On a donc x¥1 € B(x, ) et on donc a montré par récurrence que c'est vrai
pour tout k € N si x! € B(X, ). On a ensuite

X = x| < (GG Xt — x|

Par ailleurs comme x' € B(X, ), on a ||x* — X|| < £, d'ou la convergence de
la suite vers x. Elle est quadratique avec 8 = G G.



Variantes de I'algorithme de Newton: Inexact Newton

Si le systéme linéaire est résolu avec une méthode itérative on veut ajuster le
critére d'arrét du solveur linéaire pour préserver la convergence quadratique de
I"algorithme de Newton a moindre colit.

Ceci revient a résoudre le systeme linéaire de facon approchée avec un résidu r¥

f/(Xk)(XkJrl _ Xk) _ ff(Xk) 4 I’k,

tel que
(< el F I

Différentes stratégies existent pour ajuster 7, de facon a préserver la
convergence quadratique sans trop résoudre le systeéme linéaire: par exemple

il GO = IO + (1) =)
e = min TFGED )

avec Nmax = 0.1. Ce choix prend en compte la fiabilité de I'approximation
tangentielle de f.



Variantes de |'algorithme de Newton: Quasi Newton

On n’a pas toujours en pratique accés au calcul exact de la Jacobienne de f. |
existe des méthodes itératives pour |'approcher comme par exemple I'algorithme
de Broyden suivant:
m Initialisation: x°, x! € U, B® ¢ M,
m |térations
m On pose 6 = x* — x*"Tet y* = f(x*) — F(x*1)
m Mise a jour de rang 1 de la Jacobienne approchée:

K k—1ck
k k—1 y' =B kyt

B =57+ ("))

m On résoud le systeme linéaire BX (Xk+1 — x") = —f(x")

La correction de rang 1 de la Jacobienne approchée est construite pour vérifier
la condition dite de la sécante:

BK(x* — x*71) = f(x*) — F(x*71).
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