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Optimisation sans contraintes



Optimisation sans contraintes: plan

m Notions de minimum local et global
m Conditions nécessaires et suffisantes de minimum local et global

m Algorithmes de descente



Notion de minimum local et global

Soit f : R” — R une fonction, alors on dit que
e X € R" est un minimum global de f ssi f(X) < f(x) pour tout x € R”
e X € R" est un minimum local de f ssi il existe un voisinage U de X tel que
f(x) < f(x) pour tout x € U.
e X € R" est un minimum local strict de f ssi il existe un voisinage U de X tel
que f(X) < f(x) pour tout x € U\ {x}.



Condition nécessaire d'ordre 1: équation d'Euler

Théoréme: condition nécessaire d’ordre 1 de minimum local Soient
f € CY(R",R) et X € R” un minimum local de f. Alors nécessairement

Vf(x) = 0 ie de fagon équivalente f'(x) = 0.

Preuve: Supposons que p = —Vf(x) € R” soit non nul, alors il existe T >0
tel que pour tout t € [0, T] on ait par la formule des accroissements finis

F(% + tp) = F(X) + r(Vf(x +0(t)tp), p)
avec (t) € (0,1), et par continuité de V£ (x)
(Vf()? + 6(t)tp), p) <0,

ce qui contredit la condition de minimum local. On a donc bien p = 0.



Conditions nécessaires d'ordre 2

Théoréme: Conditions nécessaires d’ordre 2 de minimum local Soient
f € C?2(R",R), et x € R” un minimum local de f. Alors nécessairement

Vf(X) =0 et H(X) est positive.
ol H(x) est la matrice Hessienne (représentant ”/(x)).

Preuve: on sait déja que Vf(X) =0 et que H(X) est symétrique. Supposons
qu'il existe p € R”, p # 0 tel que

(H()‘()p, p) <.

Alors, par la formule de Taylor a I'ordre 2 et par continuité de H(x), il existe
T > 0 tel que pour tout t € [0, T] on ait

F(% + tp) = F(X) + %# (H()‘( + t0(t)p)p, p)

et (H()‘( + t6(t)p)p, p) < 0, ce qui contredit la condition de minimum local.
On déduit donc que H(X) est positive.



Conditions suffisantes de minimum local strict

Théoréme: condition suffisante de minimum local strict Soit
f € C?(R",R) telle que Vf(X) = 0 et que la matrice Hessienne H(x) soit SDP,
alors x € R"” est un minimum local strict de f.

On va tout d'abord démontrer le lemme suivant:

Lemme: soit A(x) : R” — S,(R) une application continue de R” dans |'espace
vectoriel des matrices symétriques, et soit X € R” tel que A(x) soit SDP. Alors il
existe un voisinage V de X tel que A(x) soit SDP pour tout x € V.

Preuve du lemme: soit A, > 0 la valeur propre minimale de A(x), on a

inf A(X)z,z) = Amin-
{zeR"IIIZIIzzl}( (%)z.2)

Pour tous z € R" avec ||zl =1o0n a
(A(x)z, 2) = (A(X)z,2) + (A(x) — A(X)z, 2) > (A(X)z,z) — [|[A(x) = A(X)]l2,
et donc
inf A(x)z,z) > Amin — [|A(x) — A(X)]|2,
M (A(Z.2) 1AG) = ARl
ce qui montre le lemme.



Conditions suffisantes de minimum local strict

Preuve du théoréme: d'aprés la formule de Taylor a I'ordre 2 et le lemme
précédent appliqué & H(x), il existe r > 0O tel que pour tout p € R" avec
lpll < r on ait

f(x+p)=f(x)+ % (H(>‘< +0(p)p)p; p)

avec H(x + 6(p)p) SDP, ce qui démontre la condition de minimum local strict
pour X.



Minimum global et convexité

Fonction convexe: on dit que f de R” dans R est convexe ssi pour tout
6 € [0,1]
f(0y + (1 —0)x) < 0f(y) + (1 - 0)f(x),

pour tous x,y € R" x R". f est dite strictement convexe si |'inégalité est stricte
pour tout 6 €]0, 1[.
Théoréme: Si f est convexe de R"” dans R alors tout minimum local de f est

un minimum global de f.

Preuve: Soit X un minimum local de f. Si il existe z € R" tel que f(z) < f(%),
alors par convexité de f on a pour 6 €]0, 1]

F(0z + (1 — 0)%) < 0f(2) + (1 — O)f (%) < F(X),

ce qui contredit la définition du minimum local.



Minimum global et convexité

Théoréme: Soit f une fonction convexe de R” dans R. Si x € R" vérifie
I'équation d'Euler V£(x) = 0, alors X est un minimum global de 7.

Preuve: Si il existe z € R” tel que f(z) < f(X), alors soit
H(t) = f((1—t)x + tz)

t
Jimy._yq L= G () —F ()

f(2) = F(%) < 0,

(VAR (2 =) = 0/(0) =l Q=05

ININA

ce qui contredit Vf(x) = 0.



Resultat d'existence et d'unicité d'un minimum global

Théoréme: Soit f € C°(R", R) telle que lim||x|| 400 = +00, alors f admet un
minimum global. Si de plus f est strictement convexe, alors ce minimum est
unique.

Preuve: |'existence se déduit du fait qu'une fonction continue atteint ses bornes
sur un compact. Ensuite si on a deux minima globaux distinct X # ¥ avec
m = f(x) = f(y), alors

ce qui est une contradiction.



Algorithme de descente

Soit f € C1(R",R), on cherche 2 trouver un minimum local de f par un
algorithme de descente suivant

xKH) = (K)o (k) pk),
ol la direction de descente p(¥) satisfait la condition

(Vf(x(k)),p(k)> <0,

et alk) > 0 est appelé le pas de descente.
On considerera deux choix pour pk):

e p) = —VF(x(k): algorithme de descente selon le gradient

—1
o plk) = _(H(x(k))> VF(x*)): algorithme de Newton

—1
Nb: I'algorithme de Newton définit une direction de descente si (/—/(x(k>))
est SDP.



Recherche linéaire

La recherche du pas (%) 3 direction de descente p(¥) fixée s'appelle la recherche
linéaire.
On cherche un pas vérifiant les conditions de Wolfe suivantes:

F(x®) 1 o p®) < F(xH) 4+ ol (Vf(x(k))’ p(k))
(vf(x(k) + ok pk)y, p(k)> > 6 (Vf(x(k))7 pm)

avec0< g < <1

Théoréeme: Soit f € C}(R",R) et soit p¥ une direction de descente au point
x(). On suppose que ¢(a) = f(x¥) + ap(k)) est bornée inférieurement pour
a >0, alors pour 0 < ¢; < ¢ < 1, il existe %) > 0 satisfaisant les conditions
de Wolfe.



Recherche linéaire

Preuve d’existence de o(¥) satisfaisant les conditions de Wolfe: Comme
$(cv) est bornée inférieurement et que /(a) = £(x(K) + cla(Vf(x(k)), pk)
tend vers —oo en +0o0, les deux graphes s'intersectent. Soit o/ > 0 la plus
petite valeur de « avec intersection des deux graphes. On a donc

F(x® +a'p®) = £(xHW) 1 o’ (Vf(x<k>), p(k)>
Pour toutes les valeurs de 0 < o < ¢, le graphe de ¢(a) est au dessous de celui

de /() et donc la premiére condition de Wolfe est vérifiée pour tout 0 < o < ¢’
Ensuite, par le théoreme des accroissements finis il existe 0 < o/ < o’ tel que

F(xU9+a/p0) = F(x9) = o (VF(x®) +a"pM), p)) = i’ (VF(x19), p®)

et donc (Vf(x(k) +a''pk)), P(k)) > o (Vf(x(k)), p(k)), ce qui achéve de
démontrer le théoréme.



Recherche linéaire: modele quadratique

Si f € C?(R",R) et si on a acces a la Hessienne H(x) de f, pour améliorer la
recherche linéaire, on utilise I'approximation quadratique de f(x + p) obtenue
par le développement de Taylor a |'ordre 2:

1
mi(p) = F(x1)) + (VF(x! )P)+§(H(X(k))p,p)-
On initialise alors la recherche linéaire par

K .
afiuld = argmin,,.omi(ap™).

Si H(x()) est SDP, on obtient

w _ (=VF(xW), p)

“auad = (H(xW)p®), pR)’

ce qui donne bien siir ag’;)ad =1 pour la direction du Newton.



Algorithme de Backtracking

En pratique, on utilise souvent I'algorithme de recherche linéaire suivant (qui
dispense de la seconde condition de Wolfe au sens ol il évite de prendre des «
trop petits):

Algorithme de Backtracking: Choisir & > 0, p €]0, 1], ¢; €]0, 1] et poser

a=a.
Tant que f(xK) + apk)) > F(x(K)) + cra(VF(x(K)), pk)
a4 po
Fin Tant que
ok = .

On partira typiquement de la valeur & donnée par le modele quadratique ag’;)ad.



Théoreme de convergence de la méthode de descente avec

recherche linéaire

Théoréme de convergence: Soit f € C?(R",R) telle que
lim x| —-+o0 F(Xx) = +00. On suppose que

(), —Vf(x¥)))
(k)Y _ (P s
s = pmeream ] O

et que a(k) satisfait les conditions de Wolfe, alors I'algorithme de descente selon
le gradient
X1 = x (k) (k) pk)

vérifie
z:(cos(G(k)))2 HVf(x(k))H2 < 4o00.

k>0



Théoreme de convergence de la méthode de descente selon

le gradient avec recherche linéaire

Preuve du théoréme de convergence Comme lim| |40 f(X) = +00, la
suite x(¥) telle que f(x(K)) reste nécessairement dans un borné B et il existe C
telle que [|[Vf(y) — Vf(x)|| < C|ly — x|| pour tous x,y € B.

D’apres la seconde condition de Wolfe on a

(VD) = V(x4 p1) = (1= @) (=VF(x4), p¥),

et par ailleurs (Vf(x("“)) - Vf(x(k))7p(k)) < R C||pk) |2, ce qui implique
que

NOBS 1 — g (=VF(x"), p)
c [[pt)||2

En injectant cette relation dans la premiére condition de Wolfe on a donc que

Ak < F(0) — T2 (cos(0®) 2 [VF(O) 2

et donc que f(x( 1)) < F(x(@) — c;llc‘"2 gzo(cos( D)2V (x(D)]2.

Comme f est bornée inférieurement, ceci démontre le théoréme.



Théoreme de convergence de la méthode de descente selon

le gradient: exemples

La méthode de descente selon le gradient vérifie les hypothéses du théoréme car
cos(A(K)) = 1. On en déduit que V£ (x(K)) converge vers 0 et que x(¥) converge
donc vers un point stationnaire a une sous suite pres.

En ce qui concerne I'algorithme de Newton, si on suppose que H(x(k)) est SDP
et que le conditionnement de H(x(¥) est uniformément borné par K, alors on a

1 1
oy > —— > =
cos(0™) 2 Cond(HG)) = K

et donc V£ (x(k)) converge vers 0.



Algorithme de descente selon le gradient dans le cas

quadratique

Soient A € M,(R) SDP et b € R", ¢ € R, on considére
1
f(x) = 5(AX,X) —(b,x) + c,

alors A admet un minimum global unique tel que Vf(x) = Ax — b =0.
Dans ce cas, I'algorithme de descente selon le gradient équivaut a I'algorithme
de Richardson appliqué au systeme linéaire Ax = b et on sait comment choisir
otk de facon a garantir la convergence: r(f) = —Vf(x(K) = p — Ax(K)

x k1) = (k) 4 oK) (k)
o — (r(k),r(k))
(Ar(k)’ r(k))7
et on rappelle que I'on obtient un taux de convergence linéaire donné par

_ An— A1 _
= (225 e

HX(k+1) _

ol ||x]|a = (Ax,x)'/2. La vitesse de convergence est donc dépendante du
conditionnement de A.



Théoreme de convergence local de I'algorithme de Newton

Théoréme: Soit f € C3(R",R) et X tel que Vf(X) = 0 et H(xX) soit SDP, alors
il existe un voisinage V de X tel que si x(9) € V, I'algorithme de Newton

—1
1) — (k) _ (H(x(k))> VF(x0)

converge au moins quadratiquement vers X qui est un minimum local strict de f.

Preuve: il s'agit de I'algorithme de Newton appliqué a I'équation d'Euler
Vf(x) =0. Le théoreme est donc déja connu. D’autre part on a aussi déja
montré que X est un minimum local strict de f.
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