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Equations différentielles ordinaires

Soit f € C? (]R” X R,R”), et T > 0, on cherche a approcher numériquement la

solution x € C? ([O, T[,R") de I'équation différentielle ordinaire (EDO) suivante

avec condition initiale en t = 0 (probleme de Cauchy):

X/(t) = f(X(t)7 t)a te [Oa T[a

x(0) = xo.
On rappelle que cette EDO admet une solution unique maximale au sens ou il
existe Ty et x € C2<[O, Twml, R”) solution tels que si il existe T et

yeC? ([0, T[,R") solution alors T < Ty et y = x sur [0, T[. De plus si
Tm < 400, alors lim;—,7,,||x(t)|| = 400 (théoreme d'explosion en temps fini).



Exemples

Exemple 1: n=1

La solution maximale est x(t)

1 n _
. 7= sur l'intervalle [0,1[, (Ty =1) et la
solution explose en t = 1.

Exemple 2: le systéme du second ordre sur R avec f € C! (R x R x R,R)

x"(t) = f(x(t),x'(t),t), t >0,
x(0) = xo,

X,(O) = Yo,

se réécrit comme un systeme du premier ordre sur R?

X (t) = y(t), t >0,
y'(t) = f(x,y,t), t >0,
XEO) = Xp,

y(0) = yo.



Schéma a un pas: notations

m On note x € Cz([O, Tml, ]R") la solution maximale de I'EDO et on
considere T €]0, Tp].

m On discrétise l'intervalle [0, T]:

to=0<ty- <tg-<tm=T.

m On note Aty = tygp1 —ty, k=0,--- ,m—1et
At = max Aty.
k=1, m—1
m On cherche les solutions approchées xi de X, = x(tx) pour k =0,---, m.

m On note ex = Xk — xx, k =0,--- , m, les erreurs d'approximation.



Schéma a un pas

Soit ¢ : R" x Ry x Ry — R”, et xp € R” une approximation de Xg, le schéma
s'écrit:
Xk+1 — Xk
Aty

Exemple 1: Schéma d’Euler explicite

:¢<XkatkaAtk)) kZO, 7m71'

Xk4+1 — Xk

Aty :f<Xk,tk), k=0,---,m—1,

Exemple 2: schéma d'Euler implicite

Xt = Xk _ £

AL (Xk+1,tk+1)7 k=0,--- ,m—1,



Consistance du schéma

On définit 'erreur de consistance du schéma:

Xkl — Xk <_ ) _
_ XAl T Xk to Ate), k=0, . m—1
At O\ Xty At ) g, m—1,

m Le schéma est dit consistant ssi maxk=o,... m—1 ||rx|]| = O lorsque At — 0
(et donc nécessairement m — +00).

m Le schéma est dit consistant a I'ordre p ssi il existe une constante [ ne
dépendant que de f,xg, T (mais pas de At) telle que

Irell < BAEP, k=0,--- ,m—1.



Condition suffisante de consistance du schéma

Lemme: Si ¢ € CO(R” x Ry x R+,R") et si pour tout z€ R" et t € [0, T] on

a ¢(z,t,0) = f(z,t), alors le schéma est consistant.

tiy1

Preuve: comme X(tx41) — X(tk) = /tk+1 f(x(s),s)ds = ¢(x(s),s,0)ds

ti ti

e = Aitk /tt (#(x(s),5,0) — (%(te), i, Ate) ) ds

Par uniforme continuité de ¢(x(s), s, h) sur [0, T] x [0, H] pour tout H > 0,
alors pour tout € > 0 il existe h > 0 tel que si At < hon a

on a

lo(x(s),s,0)—p(x(tk), tk, Atk)|| < € pour tout s € [t, tyt1] et k=0,--- , m—1

et donc ||r|| < € pour tout k =0,--- ,m— 1.



Consistance: exemple du schéma d’Euler

On a
= ) = a [ (9.9~ (.00
re = Atk Xky Lk 7Atk o xX\s),s Xtk ), Lk S
Soit g(s) = f(x(s),s) € C* ([0, Tl R"), on note M = sup,cpo, 71 118"(s)]], on a
M
Il < 5 At

le schéma d'Euler explicite est donc consistant a I'ordre 1. On obtient de méme
que le schéma d'Euler implicite est consistant a I'ordre 1.



Exemples de schémas consistants a 'ordre 2

tht1

lls s'obtiennent en approchant |'intégrale / f(x(s),s)ds par la formule du
t

point milieu ou par celle du trapeze.

Exemple 1: Schéma d'Euler explicite d'ordre 2 (point milieu):

Xk+1 — Xk A A
Xt — Xk f( A e ). t ) k=0,--- m—1,
At Xk + 5 (X, te)s te + >

Exemple 2: Schéma de Heun (trapéze):

xwz; Xk _ f(xi te) /2 + f(xk+Atkf(xk, th), tk—l-Atk)/Q, k=0,---,m—1.
k

Exercice: montrer que ces schémas sont consistants a |'ordre 2.



Convergence du schéma

On note ex = Xx — xx 'erreur de discrétisation pour k =0,--- , m.

m On dit que le schéma converge si, en supposant ey =0, on a

max ||ex]| = 0 lorsque At — 0.
k=0, ,m

m On dit que le schéma converge a |'ordre p si il existe une constante C ne
dépendant que de f, xg, T et telle que si eg = 0 alors

max |lex|| < CAtP.
k=0

=0,---,m



Stabilité du schéma par rapport aux erreurs

On dit que le schéma est stable par rapport aux erreurs si il existe At* > 0 et
K > 0 ne dépendant que de f, Xy et T tels que si At < At* et

Xk+A17;X‘<:¢ Xk;tk;Atk R k:('_)’...’m_]_7 XOER",

Wzli;kyk:qs ykatk;Atk +€k,k:0,"‘7m—1, }’OGRny

pour ¢, € R" k=0,---,m— 1 donnés, alors

k—1

I = vill < K (Ixo = yoll + Y- Atillel ), k=1, m.
i=0



Condition suffisante de stabilité du schéma par rapport aux

€rreurs

Si il existe At* > 0 et M > 0 tel que pour tout (x,y) € R" x R", 0 < h < At*
et t € [0, T] on ait

||¢(X7 t, h) - ¢(Y7 t, h)” < M||y_X||7

alors le schéma est stable.

Preuve: on a pour tous k=0,---m—1:
Vit — Xl < (L+ AtM)lyic — xicll + Aticllel] < e®5Mlye — x|l + At e

on en déduit par récurrence que

k—1 k—1
Iyie=xell < e*Mllyo—xoll+ el 5 M AL e < €™ (|lyo—soll+ Y Atillei])
i=0 i=0
Difficulté: on n'a pas en général la propriété de Lipchitzité de ¢ sur R” x R mais seulement sur des bornés. Par exemple pour le schéma d’Euler, il
faut en général pour appliquer le résultat, tenir compte du fait que sur [0, T], la solution X reste dans un compact B et modifier f en dehors de B pour

vérifier les hypothéses de Lipchitzité sur R x R,



Théoreme de convergence du schéma a un pas

Si le schéma est consistant d'ordre p et stable par rapport aux erreurs alors il est
convergeant a |'ordre p.

Preuve: le schéma étant consistant a I'ordre p on a
Xit1 — Xie = Atkcﬁ()?k, tk,Atk> + Atgry, k=0,--- ,m—1,

avec ||ri|| < BAtP. En utilisant la stabilité du schéma par rapport aux erreurs
on a donc pour tout k =1,---  m:

k—1
lell < K (lleoll + B At)AE?) < K (Jleoll + BTAL).
=0



Théoreme de convergence général du schéma a un pas

Théoreme: On note Ba = {x, ||x|| < A}. Soit T €]0, Tpu] et

A" = supeep, 11lIX(1)]-

On suppose que le schéma est consistant a I'ordre p > 0 au sens ou il existe
B > 0 tel que
lrell < AP, k=0,--- ,m—1.

On suppose qu'il existe At* > 0 tel que:
pour tout A > 0 il existe Ma > 0 tel que pour tout (x,y) € Ba X Ba,
0<h<At*ette|0,T]on ait

H(rb()/7 t, h) 7¢(X, t, h)” S MA”yf)(”

Alors il existe At** >0, et K > 0 et € > 0, tels que si ||eg]] <, et
0 <At < At** alors

m xx € Bya- pour tout k =0,--- , m (stabilité du schéma),

B e < K(Atp + Heo||> (convergence du schéma).



Preuve du théoreme de convergence général du schéma a

un pas

On choisit At** €]0, At*[ et € > 0 tels que
BeTMaa+D(AE**)P < A* /2, eTMa ¢ < A* /2.
On va montrer par récurrence que
Xk € Boa-

et
||ek|| < Betk(MZA*+1)AtP 4 etcMaax ||eO||

m Pour k=00naxg =X — . Commee<A*/2o0n a
[[xo]] < A* + A*/2 < 2A* et donc xp € Boa+. On a bien siir aussi
leo]] < BAtP + ||eo]| donc la proposition est vraie pour k = 0.

m Supposons qu'elle est vérifiée pour tout k > 0 et montrons qu’elle reste
vraie pour k+ 1: on a

ex+1 = ex + Aty <¢()_(k, t, Atk) — ¢(Xk, t, Atk)) + Atyry,



Preuve du théoreme de convergence général du schéma a

un pas (suite)

On a donc

(1 + MzA*Atk)Hek” + AtkﬂAtp

lex+all <
< eMaax Dty Betk(MQA*+1)Atp 4 etkMoax

&l ) + AtBAL,
< Betert(Mea +1) AP | gtiriMaax

eoll,
en utilisant 1 + u < e et
Aty + etrt1(Maax +1)— Aty < (1 + Atk)etkH(MzA*le)*Atk < etrt1(Maax +1)
Par ailleurs on a
IXkrall < IXeall + llesl] < A"+ A*/2 + A*/2 = 2A%,

ce qui achéve la preuve par récurrence.



Etude du schéma d'Euler implicite

Soit f € C! (R" X R,R”) telle que
(fx'(x, t)f,f) < 0 pour tout x,£ e R" x R", et t € [0, T].
On note x € C2([O7 Tul, R”) la solution maximale de x'(t) = f(x(t), t),

x(0) = Xo et on choisit T € [0, Tpm|.

Théoréme: Sous les hypotheses précédentes, le schéma d’Euler implicite

Xk+1 — Xk

Atk :7((Xk_‘_1,tk_;,_]_)7 k:O7 ,m—].,

est bien défini et vérifie

tk 1"
lexll2 < lleofl2 + At/ 1% (s)ll2ds, k=0,---,m.
0



Etude du schéma d'Euler implicite

Preuve de I'existence et unicité de la suite x:
On commence par montrer que le systeme non linéaire a x., tx et h > 0 donnés

F(x,h) = x — xx — hf(x, tx + h) =0,

admet une unique solution pour tout h > 0.

Unicité: Soit p(s) = f(x(1 —s) + ys,t), on a
¢'(s) = £{(x(1 —s) +ys, t)(y — x) et donc

(Fr)—Fx0)y =) = | (B = )+ )y = ).y~ X)du <0,

pour tout x,y € R" et t € [0, T]. Soient deux solutions x; et x, de F(x, h) =0,
d’apres I'inégalité qui précede, elles vérifient nécessairement I'inégalité

(X2 — X1, X — xl) < 0 et donc x» = x7.



Etude du schéma d'Euler implicite

Existence: Pour h =0 on a I'unique solution x = x,. Soit
I = {h, tel que F(x, h) =0 admette une solution pour tout 0 < h < h}.

Supposons que H = sup(/) < +00. On va montrer que H = max(/). Soit
hi € 1,i €N, telle que lim;_,~ h; = H et x; la solution de F(x;,h;) =0. On a

(x,- _ Xk7x,-) - h,-(f(x,-7 te + hi) — (O, t + h,-),x,-) + hi(F(O, b + h,-),x,-)

et donc [xi[l2 < [[xk|l2 + H suppxepo,p) 1£(0, tx + h)[l2. On déduit que la suite
(xi)ien est bornée et donc, par le théoreme de Bolzano Weierstrass, il existe une
sous suite (x; )jen qui converge vers z. Par continuité de f on a donc

F(z,H) =0. En notant que F/(z,H) =1 — H f}(z, tx + H) est inversible, le
théoreme des fonctions implicites montre qu'il existe un voisinage V de H tel
que I'équation F(x, h) = 0 admette une solution pour tout h € V, et donc on
conclut par I'absurbe que sup(/) = +o0.



Preuve de I'estimation: On a

re = %{fm — F(X(tk+1), ter1)

= & [ (FR().5) = F(Ren, fk+1))d5 =& fzk“(x’(s) — %(tes1))ds
an " ((X (s) = X'(trr1))(s — tk)) ds — g [ X" (s)(s — tu)ds

ti

et donc [|r||2 < tk“ X" (5)]|2ds.

Montrons par récurrence que |ex|l2 < |leol|2 + Atfotk %" (s)||2ds pour tout
k=0,---,m
Pour k = 0 c'est immédiat. Supposons que I'estimation est vérifiée pour k > 0.
On a

€kt1 = € + Atk(f()_(kJrla tir1) — F(Xkra, tk+1)) + Atyry

puis
(ext1s ext1) = (ex, exs1)+ Atk (ri, exs1)+ At (f()_(k+1; tip1)—f (Xus1, tegt), ek+1)

comme le dernier terme est négatif, on a par Cauchy Schwarz |'inégalité



lensill2 < llexll2 + Atellrill2 < [leoll2 + At [ [|X"(s)|l2ds, ce qui acheve la
preuve par récurrence.
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