Corrigé du partiel d’Analyse Numérique L3 Mathématiques, 23 octobre 2015.

Exercice 1 : Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive (SDP), et b € R™ fixé, on note
Z € R™ la solution du systeme Ax = b. On note A = D — FE — F ou D est la partie diagonale de A, — F
sa partie triangulaire inférieure stricte, et —F' sa partie triangulaire supérieure stricte. Précisément,
on a pour tous (i,j) € {1, ,n}>

A, sii=j —A;; sij<i —A;; sij>i
D, pp— 2,0 ? E . — 1,7 ) F Jp— 2y ’
J {0 si i # 7, J {O sij >, J { 0 sij <i.

Soit w > 0, on consideére la méthode itérative suivante (SSOR) : étant donné (%) € R™, on calcule
pour tous k € N le vecteur z(*t1) selon la relation de récurrence

ou le préconditionnement C' est défini par la matrice

C= (g - E)D‘l(g —F).

(1) Montrer que la matrice C est symétrique définie positive.

Soit e € R™ tel que ey) = d;; pour tous j = 1,--- ,n. La matrice A étant SDP on en
déduit que A;; = (Ae(i), e(i)) > 0 et donc la matrice diagonale D ayant tous ses éléments
diagonaux strictement positifs est SDP.
Comme A est symétrique on a E! = F et F' = E donc aussi (2 — E)t = (2 — F) et
(2 -~ F)t = (2 ~ E). On en déduit que

D D D D
= (= -F)'D Y= -E)!=(=-E)D 1 (=-F)=
Cl= (- FYD Y —B) = (C-BE)DN(C - F)=C,
donc que C' est une matrice symétrique. Soit un vecteur z € R™. On pose y = (% — F)x,
on a donc
D D D D
(Cx,z) = ((; _E)D N2 - F):r,x) - (D‘l(; AGE E)tx)

= (D—l(g - F):):,w(f — F)ac) = (D7'y,y).

Comme D~! est SDP (du fait que D est SDP) on en déduit que (D~ ly,y) > 0 et donc
que C est positive. Enfin si (Cx, ) = 0, il résulte que (D~1y,y), donc que y = 0 car D!
est SDP et enfin que x = 0 car la matrice (% — F) est inversible (du fait qu’il s’agit d’une
matrice triangulaire avec termes diagonaux A;; non nuls pour tous i = 1,--- ,n).

(2) Calculer la matrice B telle que

(z — 2y = B(z — ™) pour tout k € N.



En remarquant que b = AZ on a
et —z =20 3 4 01 (A7 — AzW)) = (I — C~1A)(z — =)
d’on B = (I — C7tA).

(3) Calculer la matrice G = C* + C — A en I'exprimant comme combinaison linéaire des matrices
D, Aet ED7'F.

L _ pD-1F)

w

G=C'+C—-A=20-A=2L2-E) DY (2 -F)-A=22 - E)

w
=23D-2(E+F)+2ED'F - A
En utilisant la définition A = D — E — F soit £+ F = D — A on obtient que

GZE{E—UD+(3—UA+2ED”F
w w w

(4) Montrer que la matrice ED~!'F est symétrique positive.

Comme E! = F et F* = E il résulte que ED™'F est symétrique. Ensuite pour tous z € R”,
on pose y = F'x et on a

(ED'Fz,2) = (D™ 'Fz,E'z) = (D' Fxa, Fz) = (D 'y, y).

Comme D! est SDP on en déduit que (ED~'Fz,x) > 0 donc que ED~'F est positive.
En revanche ED™'F n’est pas SDP car F n’est pas inversible.

(5) En déduire que G est symétrique définie positive si w €]0,1]. D’aprés un lemme du cours il en
résulte que p(B) < 1 si w €]0,1]. En déduire que la suite (z(¥)),cn converge vers Z si w €]0, 1].
Siwelo,1[ona2(—-1)>0et (2-1)>0.Pourw=1ona2(l-1)=0et(2-1)=1.
Comme la somme d’une matrice symétrique positive et d’une matrice SDP est SDP, on en
déduit que G est SDP pour w €]0,1]. D’apres le cours il en résulte que p(B) < 1 et donc

que la suite (z(®)),cn converge vers Z.

Exercice 2 : soit A € M,, une matrice symétrique définie positive (SDP) et C' € M,, une matrice
SDP définissant le préconditionnement. On suppose qu’il existe deux constantes 0 < c¢; < ca telles que
pour tous x € R™ on ait

Cl(chr) < (Al’,l‘) < CQ(CCL‘V:C)'

On rappelle que pour tout s € R, C® est une matrice SDP et que 1’'on a pour tous s € R, s’ € R la
relation C3C*% = Csts',

(1) Montrer que G = C~Y/2AC~1/? est une matrice SDP.
Comme C~1/2 et A sont symétriques, on déduit que G est symétrique. Ensuite soit x € R"
on calcule (Gz, ) en posant y = C~1Y2z. En tenant compte de la symétrie de C~/2 on a
(Gz,z) = (CTV2ACT 2, 2) = (AC™ 22, C~22) = (Ay,y).

Comme A est SDP, on en déduit que (Ay,y) = (Gz,x) > 0 et donc que G est positive.
Enfin (Gz,z) = 0 implique y = 0 car A est SDP puis que 2 = 0 car C~1/2 est inversible.



(2) Onnote 0 < Ay < --- < \;--- < A\, les valeurs propres de G. Montrer que
An < e

et
)\1 Z C1.

On pourra considélrelr1 un vecteur propre u € R™ de GG de valeur propre A et faire le changement
de variable x = C™ 2w dans la relation Gu = Au. En déduire que le conditionnement de la

matrice G défini par Condz(G) = 3\\—? verifie

Conds(G) < =
C1

Soit un vecteur propre u € R™ de G de valeur propre A. On considere le changement de
variable x = C™ 2u dans la relation Gu = Au. On obtient

6«71/2146171/2611/2:17 — )\01/21,7

soit
Az = \Cx.
En prenant le produit scalaire de chacun des membres de cette égalité par le vecteur z on
obtient que
(Az,x) = A\(Cx,x)

soit comme x est non nul A\ = Egig On déduit de ’hypotheése que

ClS)\SCQ,

donc que A, < ¢ et que A\ > ¢;. Il vient donc que Conda(G) < 2

C1

(3) On considere 'algorithme suivant de Richardson & pas variable préconditionné par C' pour
résoudre le systeme Az = b : étant donné z(9) € R™ on calcule la suite

g* D = 20 4 o CL(h — AzW), ke N.
On note d = C~1/2p et on considere le changement de variable y = C'/2z. Montrer que
I’algorithme de Richardson précédent équivaut & y(@ = C/2z0) et

y D) = &) 4 0B (g — Gy*)), k € N.

En multipliant les deux membre de I’équation de récurrence par C'/2 et en utilisant le
changement de variable y(k) = CY22(*) | on obtient que

y(kH) — y(k) + a(k)cfl/2(b _ AC*1/2y(k)) _ y(k‘) + a(k)(d _ Gy(k)).

k) minimisant erreur & U'itération k + 1 est le suivant
(S(k)’ s(k))

(Gs(k), s(k’)) ’

(4) D’apres le cours un bon choix pour ol

ok —

k)

avec st = d — Gy(k). Montrer que a®) s’écrit aussi en posant r*) = b — Az*) comme suit :

k:) (C_lr(k)7r(k))
~ (O r®), AC1 B

a(



s®) = d— Gy®) = 12 — CV2AC2CN 2 8) = ¢ 1/2, ),

d’ol
a(k) _ (S(k)’ S(k)) _ (0_1/2r(k)’ 0_1/2r(k))

(Gs(k), S(k)) (0—1/2A0—1/20—1/2r(k)’ C—l/Qr(k))
Comme C~1/2 est symétrique et C~/2C"1/2 =C~1 on a

a(k‘) _ (T(k),c_lr(k)) _ (C_lfr(k),r(k))
(AC—1r(K) C=1p(k))  (C-1rk) AC-1y(RK))

(5) Ecrire Palgorithme avec linitialisation et la boucle itérative pour le calcul de la suite z(*)

k € N, en faisant apparaitre un seul produit matrice vecteur avec la matrice A et un seul
préconditionnement (résolution d’un systeme Cp = r) par itération de I’algorithme.

— Choix de la précision € sur le résidu relatif
— TInitialisation : 20,70 = b — Az nr = nr© = ||

4 nr
— Itérer tant que 0 = €

— résoudre le systéme Cqg®) = (k)
B p(k) B A%Ef) (k)
— ot - ey

U VR O BN (S ()

— =[]

(6) On note 7 la solution du systeme Gy = d, f*) = 5 — y(*) les erreurs pour k € N. On a montré

en cours que
Y k@ 0
C’ondg(G)) (G £,

En déduire une condition suffisante sur le nombre d’itérations k& de la méthode itérative pour
que Derreur relative vérifie

(Gf®F®y < (1

(Gf(’“), f(k))

NI=] ol

<e
(GfO, fO)
pour un € > 0 fixé.
1
La condition w < € est vérifiée des que
(GfO, fO)3
1
( Condg(G)) =€
ce qui équivaut a
1
kEIin((l— =———+2)) <21
(0~ Gondaey) <2 (e
soit l
k> n(e)

ln(<1 o Con;Q(G)» .



