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Exercice 1 : Soient f ∈ C1(Rn,R), β > 0 et M > 0 tels que

(∇f(y)−∇f(x), y − x) ≥ β‖y − x‖22 pour tous x, y ∈ Rn,

‖∇f(y)−∇f(x)‖2 ≤M‖y − x‖2 pour tous x, y ∈ Rn,

(i) Soit φ(t) = f((1− t)x+ ty), montrer que pour tous x, y ∈ Rn

f(y)− f(x) =
(∫ 1

0
∇f((1− t)x+ ty)dt, y − x

)
.

(ii) En déduire que pour tous x, y ∈ Rn

f(y)− f(x) ≥ (∇f(x), y − x) +
β

2
‖y − x‖22.

(iii) En déduire que f est strictement convexe au sens où

f((1− t)x+ ty) < (1− t)f(x) + tf(y)

pour tous t ∈]0, 1[, x, y ∈ Rn, x 6= y.
(iv) Montrer que lim‖x‖→+∞ f(x) = +∞ et en déduire que f admet un minimum global. Déduire

de la question (iii) que ce minimum global est unique et strict.
(v) On considère la méthode de descente selon le gradient à pas fixe suivante :

x(k+1) = x(k) − α∇f(x(k)),

Montrer que l’application g(x) = x− α∇f(x) est contractante sur Rn × Rn si 0 < α < 2β
M2 au

sens où il existe γ < 1 tel que

‖g(y)− g(x)‖2 ≤ γ‖y − x‖2 pour tous x, y ∈ Rn.

(vi) En déduire que l’algorithme converge au moins linéairement vers le minimum global si 0 <
α < 2β

M2 .


