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Introduction

L’objet de l’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de résolution de certains problèmes
mathématiques, en général issus de la modélisation de problèmes “réels", et dont on cherche à calculer la solution
à l’aide d’un ordinateur.
Le cours est structuré en quatre grands chapitres :
– Systèmes linéaires
– Systèmes non linéaires
– Optimisation
– Equations différentielles.
On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces différentes parties (ceci est une liste non exhaustive !) :
– P.G. Ciarlet, Introduction à l’analyse numérique et à l’optimisation, Masson, 1982, (pour les chapitre 1 à 3 de ce

polycopié).
– M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équationsdifférentielles, Collection mathématiques ap-

pliquées pour la maitrise, Masson, (pour le chapitre 4 de ce polycopié).
– J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles Collection Grenoble sciences Presses Universi-

taires de Grenoble
– L. Dumas, Modélisation à l’oral de l’agrégation, calcul scientifique, Collection CAPES/Agrégation, Ellipses,

1999.
– J. Hubbard, B. West, Equations différentielles et systèmes dynamiques, Cassini.
– P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée à l’art de l’ingénieur, tomes 1 et 2, Masson,

1987
– L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices corrigés pour le 2ème cycle et les éécoles d’ingénieurs,

Enseignement des mathématiques, Masson, 1996.
– M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercices, (chapitres 1,2 et 4).
– D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4).
– P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliquée auxsciences de l’ingénieur, Paris, (1994)
– R. Temam, Analyse numérique, Collection SUP le mathématicien, Presses Universitaires de France, 1970.
Et pour les anglophiles...
– M. Braun, Differential Equations and their applications,Springer, New York, 1984 (chapitre 4).
– G. Dahlquist and A. Björck, Numerical Methods, Prentice Hall, Series in Automatic Computation, 1974, Engle-

wood Cliffs, NJ.
– R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. Wiley,New York, 1980 (chapitre 3).
– G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hopkins University Press, Baltimore (chapitre 1).
– R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 1962.
Ce cours a été rédigé pour la licence de mathématiques par télé-enseignement de l’université d’Aix-Marseille 1.
Chaque chapitre est suivi d’un certian nombre d’exercices.On donne ensuite des suggestions pour effectuer les
exercices, puis des corrigés détaillés. Il est fortement conseillé d’essayer de faire les exercices d’abord sans ces
indications, et de ne regarder les corrigés détaillés qu’une fois l’exercice achevé (même si certaines questions n’ont
pas pu être effectuées), ceci pour se préparer aux conditions d’examen.
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Chapitre 1

Systèmes linéaires

1.1 Objectifs

On noteMN(IR) l’ensemble des matrices carrées d’ordreN . SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible, etb ∈
IRN , on a comme objectif de résoudre le système linéaireAx = b, c’est à dire de trouverx solution de :

{

x ∈ IRN

Ax = b
(1.1.1)

CommeA est inversible, il existe un unique vecteurx ∈ IRN solution de (1.1.1). Nous allons étudier dans les
deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vecteurx : la première partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes" et la deuxième aux méthodes “itératives". Nous aborderons ensuite en troisième partie les
méthodes de résolution de problèmes aux valeurs propres.
Un des points essentiels dans l’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des systèmes à résoudre. Entre
1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté de façon drastique. La taille des systèmes qu’on
peut résoudre sur ordinateur a donc également augmenté, selon l’ordre de grandeur suivant :

1980 : matrice “pleine” (tous les termes sont non nuls)N = 102

matrice “creuse” N = 106

2000 : matrice “pleine” N = 106

matrice “creuse” N = 108

Le développement des méthodes de résolution de systèmes linéaires est liée à l’évolution des machines infor-
matiques. Un grand nombre de recherches sont d’ailleurs en cours pour profiter au mieux de l’architecture des
machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures parallèles, par exemple).
Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systèmes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de leur étude, nous commençons par
quelques rappels d’algèbre linéaire.

1.2 Quelques rappels d’algèbre linéaire

1.2.1 Norme induite

Définition 1.1 (Norme matricielle, norme induite) On noteMN (IR) l’espace vectoriel (surIR) des matrices
carrées d’ordreN .
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
1. On appelle norme matricielle surMN (IR) une norme‖ · ‖ surMN(IR) t.q.

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, ∀A,B ∈ MN(IR) (1.2.2)

2. On considèreIRN muni d’une norme‖ · ‖. On appelle norme matricielle induite (ou norme induite) sur
MN(IR) par la norme‖ · ‖, encore notée‖ · ‖, la norme surMN (IR) définie par :

‖A‖ = sup{‖Ax‖; x ∈ IRN , ‖x‖ = 1}, ∀A ∈ MN (IR) (1.2.3)

Proposition 1.2 SoitMN (IR) muni d’une norme induite‖ · ‖. Alors pour toute matriceA ∈ MN (IR), on a :

1. ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, ∀x ∈ IRN ,

2. ‖A‖ = max
{
‖Ax‖ ; ‖x‖ = 1, x ∈ IRN

}
,

3. ‖A‖ = max

{‖Ax‖
‖x‖ ; x ∈ IRN \ {0}

}

.

4. ‖ · ‖ est une norme matricielle.

Démonstration :

1. Soitx ∈ IRN \ {0}, posonsy =
x

‖x‖ , alors‖y‖ = 1 donc‖Ay‖ ≤ ‖A‖. On en déduit
‖Ax‖
‖x‖ ≤ ‖A‖ et

donc‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖. Si maintenantx = 0, alorsAx = 0, et donc‖x‖ = 0 et ‖Ax‖ = 0 ; l’inégalité
‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ est encore vérifiée.

2. L’applicationϕ définie deIRN dansIR par :ϕ(x) = ‖Ax‖ est continue sur la sphère unitéS1 = {x ∈
IRN | ‖x‖ = 1} qui est un compact deIRN . Doncϕ est bornée et atteint ses bornes : il existex0 ∈ IRN tel
que‖A‖ = ‖Ax0‖

3. La dernière égalité résulte du fait que
‖Ax‖
‖x‖ = ‖A x

‖x‖‖ et
x

‖x‖ ∈ S1 pour toutx 6= 0.

Proposition 1.3 SoitA = (ai,j)i,j∈{1,...,N} ∈ MN(IR).

1. On munitIRN de la norme‖ · ‖∞ etMN (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖ · ‖∞. Alors

‖A‖∞ = max
i∈{1,...,N}

N∑

j=1

|ai,j |. (1.2.4)

2. On munitIRN de la norme‖ · ‖1 etMN(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖ · ‖1. Alors

‖A‖1 = max
j∈{1,...,N}

N∑

i=1

|ai,j | (1.2.5)

3. On munitIRN de la norme‖ · ‖2 etMN(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖ · ‖2.

‖A‖2 = (ρ(AtA))
1
2 . (1.2.6)

La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 3 page 36
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
1.2.2 Rayon spectral

Définition 1.4 (Valeurs propres et rayon spectral)SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible. On appelle valeur
propre deA toutλ ∈ Cl tel qu’il existex ∈ Cl N , x 6= 0 tel queAx = λx. L’élémentx est appelé vecteur propre de
A associé àλ. On appelle rayon spectral deA la quantitéρ(A) = max{|λ|; λ ∈ Cl , λ valeur propre deA}.

Proposition 1.5 SoitA ∈ MN (IR) une matrice carrée quelconque et soit‖ · ‖ une norme matricielle (induite ou
non). Alors

ρ(A) ≤ ‖A‖.

La preuve de cette proposition fait l’objet de l’exercice 5 page 37. Elle nécessite un résultat d’approximation du
rayon spectral par une norme induite bien choisie, que voici:

Proposition 1.6 (Rayon spectral et norme induite) SoientA ∈ MN (IR) etε > 0. Il existe une norme surIRN

(qui dépend deA et ε) telle que la norme induite surMN(IR), notée‖ · ‖A,ε, vérifie‖A‖A,ε ≤ ρ(A) + ε.

Démonstration : SoitA ∈ MN(IR), alors par le lemme 1.7 donné ci-après, il existe une base(f1, . . . , fN) deCl N

et une famille de complexes(λi,j)i,j=1,...,N,j≤i telles queAfi =
∑

j≤i λi,jfj . Soit η ∈]0, 1[, pouri = 1, . . . , N ,

on définitei = ηi−1fi. La famille (ei)i=1,...,N forme une base deCl N . On définit alors une norme surIRN par
‖x‖ = (

∑N
i=1 αiαi)

1/2, où lesαi sont les composantes dex dans la base(ei)i=1,...,N . Notons que cette norme
dépend deA et deη. Soitε > 0. Montrons que siη bien choisi, on a‖A‖ ≤ ρ(A) + ε. Soitx =

∑

i=1,...,N αiei.
Comme

Aei =
∑

1≤j≤i

ηi−jλi,jej ,

on a donc :

Ax =
N∑

i=1

∑

1≤j≤i

ηi−jλi,jαiej =
N∑

j=1

(
N∑

i=j

ηi−jλi,jαi

)
ej

On en déduit que

‖Ax‖2 =

N∑

j=1

(
N∑

i=j

ηi−jλi,jαi

)(
N∑

i=j

ηi−jλi,jαi

)
,

soit encore

‖Ax‖2 =

N∑

j=1

λj,jλj,jαjαj +

N∑

j=1

∑

k,ℓ≥j
(k,ℓ) 6=(j,j)

ηk+ℓ−2jλk,jλℓ,jαkαℓ.

Commeη ∈]0, 1[, on en conclut que :

‖Ax‖2 ≤ ρ(A)‖x‖2 +N3ρ(A)2‖x‖2η.

D’où le résultat, en prenantη tel queηN3ρ(A)2 < ε.

Lemme 1.7 (Triangularisation d’une matrice) SoitA ∈ MN (IR) une matrice carrée quelconque, alors il existe
une base(f1, . . . , fN ) de Cl et une famille de complexes(λi,j)i=1,...,N,j=1,...,N,j<i telles queAfi = λi,ifi +
∑

j<i λi,jfj . De plusλi,i est valeur propre deA pour touti ∈ {1, . . . , N}.

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théorème qui nous sera utile dansl’étude du conditionnement, ainsi que plus tard
dans l’étude des méthodes itératives.
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
Théorème 1.8 (Matrices de la formeId+A)

1. Soit une norme matricielle induite,Id la matrice identité deMN (IR) etA ∈ MN (IR) telle que‖A‖ < 1.
Alors la matriceId+A est inversible et

‖(Id+A)−1‖ ≤ 1

1 − ‖A‖ .

2. Si une matrice de la formeId + A ∈ MN (IR) est singulière, alors‖A‖ ≥ 1 pour toute norme matricielle
‖ · ‖.

Démonstration :

1. La démonstration du point 1 fait l’objet de l’exercice 9 page 37.

2. Si la matriceId + A ∈ MN(IR) est singulière, alorsλ = −1 est valeur propre, et donc en utilisant la
proposition 1.6, on obtient que‖A‖ ≥ ρ(A) ≥ 1.

1.2.3 Matrices diagonalisables

Définition 1.9 (Matrice diagonalisable) SoitA une matrice réelle carrée d’ordren. On dit queA est diagonalis-
able dansIR si il existe une base(φ1, . . . , φn) et des réelsλ1, . . . , λn (pas forcément distincts) tels queAφi = λiφi

pour i = 1, . . . , n. Les réelsλ1, . . . , λn sont les valeurs propres deA, et les vecteursφ1, . . . , φn sont les vecteurs
propres associés.

Vous connaissez sûrement aussi la diagonalisation dansCl : une matrice réelle carrée d’ordren est diagonalisable
dansCl si il existe une base(φ1, . . . , φn) deCl n et des nombres complexesλ1, . . . , λn (pas forcément distincts)
tels queAφi = λiφi pouri = 1, . . . , n. Ici et dans toute la suite, comme on résout des systèmes linéaire réels, on
préfère travailler avec la diagonlaisation dansIR ; cependant il y a des cas où la diagonalisation dansCl est utile et
même nécessaire (étude de stabilité des systèmes diférentiels, par exemple). Par souci de clarté, nous préciserons
toujours si la diagonalisation considérée est dansIR ou dansCl .

Lemme 1.10 SoitA une matrice réelle carrée d’ordren, diagonalisable dansIR. Alors

A = Pdiag(λ1, . . . , λn)P−1,

oùP est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux aux vecteursφ1, . . . , φn.

DémonstrationSoitP la matrice définie (de manière unique) parPei = φi, où(ei)i=1,...,n est la base canonique
deIRn, c’est-à-dire que(ei)j = δi,j . La matriceP est appelée matrice de passage de la base(ei)i=1,...,n à la base
(φi)i=1,...,n ; la i-ème colonne deP est constituée des composantes deφi dans la base canonique(e1, . . . , eN ).
La matriceP est évidemment inversible, et on peut écrire :

Aφi = APei = λiφi,

de sorte que :
P−1APei = λiP

−1φi = λiei.

On a donc bienP−1AP = diag(λ1, . . . , λn) (ou encoreA = Pdiag(λ1, . . . , λn)P−1).

La diagonalisation des matrices réelles symétriques est unoutil qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices.
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
Lemme 1.11 SoitE un espace vectoriel surIR de dimension finie :dimE = n, n ∈ IN∗, muni d’un produit
scalaire i.e. d’une application

E × E → IR,
(x, y) → (x | y)E ,

qui vérifie :
∀x ∈ E, (x | x)E ≥ 0 et (x | x)E = 0 ⇔ x = 0,
∀(x, y) ∈ E2, (x | y)E = (y | x)E ,
∀y ∈ E, l’application deE dansIR, définie parx→ (x | y)E est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme surE, ‖x‖ =
√

(x | x)E .
SoitT une application linéaire deE dansE. On suppose queT est symétrique, c.à.d. que(T (x) | y)E = (x |
T (y))E , ∀(x, y) ∈ E2 . Alors il existe une base orthonormée(f1 . . . fn) deE (c.à.d. telle que(fi, fj)E = δi,j) et
(λ1 . . . λn) ∈ IRn tels queT (fi) = λifi pour touti ∈ {1 . . . n}.

Conséquence immédiate :Dans le cas oùE = IRN , le produit scalaire canonique dex = (x1, . . . , xN )t et
y = (y1, . . . , yN )t est défini par(x | y)E = x ·y =

∑N
i=1 xiyi. SiA ∈ MN (IR) est une matrice symétrique, alors

l’applicationT définie deE dansE par :T (x) = Ax est linéaire, et :(Tx|y) = Ax · y = x · Aty = x · Ay =
(x | Ty). DoncT est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il existe(f1 . . . fN ) et (λ1 . . . λN ) ∈ IR tels
queTfi = Afi = λifi ∀ i ∈ {1, . . . , N} etfi · fj = δi,j , ∀ (i, j) ∈ {1, . . . , N}2.

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passageP de(e1, . . . , eN ) base canonique dans(f1, . . . , fN)
dont la première colonne deP est constituée des coordonnées defi dans(e1 . . . eN ). On a :Pei = fi. On a alors
P−1APei = P−1Afi = P−1(λifi) = λiei = diag(λ1, . . . , λN )ei, où diag(λ1, . . . , λN ) désigne la matrice
diagonale de coefficients diagonauxλ1, . . . , λN . On a donc :

P−1AP =






λi 0
. . .

0 λN




 = D.

De plusP est orthogonale,i.e.P−1 = P t. En effet,

P tPei · ej = Pei · Pej = (fi|fj) = δi,j ∀i, j ∈ {1 . . .N},

et donc(P tPei − ei) · ej = 0 ∀j ∈ {1 . . .N} ∀i ∈ {1, . . .N}.On en déduitP tPei = ei pour touti = 1, . . .N ,
i.e.P tP = PP t = Id.

Démonstration du lemme 1.11Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimensionde E.
1ère étape.

On supposedimE = 1. Soit e ∈ E, e 6= 0, alorsE = IRe = f1 avecf1 =
e

‖e‖ . Soit T : E → E linéaire

symétrique, on a :Tf1 ∈ IRf1 donc il existeλ1 ∈ IR tel queTf1 = λ1f1.

2ème étape.
On suppose le lemme vrai sidimE < n. On montre alors le lemme sidimE = n. SoitE un espace vectoriel
normé surIR tel quedimE = n etT : E → E linéaire symétrique. Soitϕ l’application définie par :

ϕ : E → IR
x→ (Tx|x).

L’applicationϕ est continue sur la sphère unitéS1 = {x ∈ E| ‖x‖ = 1} qui est compacte cardimE < +∞ ; il
existe donce ∈ S1 tel queϕ(x) ≤ ϕ(e) = (Te | e) = λ pour toutx ∈ E. Soit y ∈ E \ {0}, et soitt ∈]0, 1

‖y‖ [

alorse+ ty 6= 0. On en déduit que :
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1.3. LES MÉTHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES

e+ ty

‖e+ ty‖ ∈ S1 doncϕ(e) = λ ≥
(

T
(e+ ty)

‖e+ ty‖ |
e+ ty

‖e+ ty‖

)

E

doncλ(e+ ty | e+ ty)E ≥ (T (e+ ty) | e+ ty). En développant on obtient :

λ[2t(e | y) + t2(y | y)E ] ≥ 2t(T (e) | y) + t2(T (y) | y)E .

Commet > 0, ceci donne :

λ[2(e | y) + t(y | y)E ] ≥ 2(T (e) | y) + t(T (y) | y)E .

En faisant tendret vers0+, on obtient2λ(e | y)E ≥ 2(T (e) | y), Soit0 ≥ (T (e)− λe | y) pour touty ∈ E \ {0}.
De même pourz = −y on a0 ≥ (T (e) − λe|z) donc(T (e) − λe | y) ≥ 0. D’où (T (e) − λe | y) = 0 pour tout
y ∈ E. On en déduit queT (e) = λe. On posefn = e etλn = λ.

Soit F = {x ∈ E; (x | e) = 0}, on a doncF 6= E, et E = F
⊕

IRe : on peut décomposerx ∈ E comme
(x = x − (x | e)e + (x | e)e). L’applicationS = T |F est linéaire symétrique et on adimF = n − 1. et
S(F ) ⊂ F . On peut donc utiliser l’hypothèse de récurrence :∃(λ1 . . . λn−1) ∈ IRn et ∃(f1 . . . fn−1) ∈ En tels
que∀ i ∈ {1 . . . n − 1}, Sfi = Tfi = λifi, et ∀i, j ∈ {1 . . . n − 1}, (fi | fj) = δi,j . Et donc(λ1 . . . λN ) et
(f1 . . . fN) conviennent.

1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.12 (Méthode directe) On appelle méthode directe de résolution de (1.1.1) une méthode qui donne
exactementx (A etb étant connus) solution de (1.1.1) après un nombre fini d’opérationsélémentaires(+,−,×, /).

Parmi les méthodes de résolution du système (1.1.1) on citera :

- la méthode de Gauss (avec pivot)

- la méthode LU, qui est une réécriture de la méthode Gauss.

Nous rappelons la méthode de Gauss et la méthodeLU et nous étudierons plus en détails la méthode de Choleski,
qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Méthode de Gauss et méthodeLU

SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible, etb ∈ IRN . On cherche à calculerx ∈ IRN tel queAx = b. Le principe
de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opérations simples (combinaisons linéaires), à un système
triangulaire équivalent, qui sera donc facile à inverser. On poseA(1) = A et b(1) = b. Pouri = 1, . . . , N − 1, on
cherche à calculerA(i+1) et b(i+1) tels que les systèmesA(i)x = b(i) etA(i+1)x = b(i+1) soient équivalents, où
A(i) est une matrice de la forme suivante :
Une fois la matriceA(N) (triangulaire supérieure) et le vecteurb(N) calculés, il sera facile de résoudre le système
A(N)x = b(N). Le calcul deA(N) est l’étape de “factorisation", le calcul deb(N) l’étape de “descente", et le calcul
dex l’étape de “remontée". Donnons les détails de ces trois étapes.

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matriceA(i) à la matriceA(i+1), on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront d’annuler les coefficients de lai-ème colonne situés en dessous
de la lignei (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membreb en conséquence. L’étape de factorisation et descente s’écrit donc :
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a
(N)
1,1 a

(N)
1,N

0

A(N) =

0

0

a
(N)
N,N

a
(1)
1,1

a
(i)
i,i

a
(i)
i+1,i

a
(i)
N,i

a
(i)
N,N

a
(1)
1,N

0

0

0 0

A(i) =

FIG. 1.1 – Allure des matrices de Gauss à l’étapei et à l’étapeN

a
(1)
1,1

a
(i+1)
i+1,i+1

a
(i+1)
i+2,i+1

a
(i+1)
N,N

a
(1)
1,N

a
(i+1)
N,i+10

0

0

0

A(i+1) =

FIG. 1.2 – Allure de la matrice de Gauss à l’étapei+ 1

1. Pourk ≤ i et pourj = 1, . . . , N , on posea(i+1)
k,j = a

(i)
k,j et b(i+1)

k = b
(i)
k .

2. Pourk > i, si a(i)
i,i 6= 0, on pose :

a
(i+1)
k,j = a

(i)
k,j −

a
(i)
k,i

a
(i)
i,i

a
(i)
i,j , pourk = j, . . . , N, (1.3.7)

b
(i+1)
k = b

(i)
k −

a
(i)
k,i

a
(i)
i,i

b
(i)
i . (1.3.8)

La matriceA(i+1) est de la forme donnée sur la figure 1.3.2. Remarquons que le systèmeA(i+1)x = b(i+1) est
bien équivalent au systèmeA(i)x = b(i).
Si la conditiona(i)

i,i 6= 0 est vérifiée pouri = 1 àN , on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un système

linéaireA(N)x = b(N) équivalent au systèmeAx = b, avec une matriceA(N) triangulaire supérieure facile à
inverser. On verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas où la conditiona(i)

i,i 6= 0
n’est pas vérifiée.

Etape de remontée Il reste à résoudre le systèmeA(N)x = b(N). Ceci est une étape facile. CommeA(N) est une
matrice inversible, on aa(i)

i,i 6= 0 pour touti1, . . . , N , et commeA(N) est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantes dex en “remontant", c’est–à–dire de la composantexN à la composantex1 :
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xN =
b(N)

a
(N)
N,N

,

xi =
1

a
(N)
i,i

(b(i) −
∑

j=i+1,N

a
(N)
i,j xj), i = N − 1, . . . , 1.

Coût de la méthode de Gauss (nombre d’opérations)On peut montrer (on fera le calcul de manière détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est2

3N
3 +O(N2).

En ce qui concerne la place mémoire, on peut très bien stockerles itérésA(i) dans la matriceA de départ, ce qu’on
n’a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci de clarté.

DécompositionLU Si le systèmeAx = b doit être résolu pour plusieurs second membresb, il est évident qu’on
a intérêt à ne faire l’étape de factorisation (i.e. le calcul deA(N)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente
et remontée (i.e. le calcul deb(N) etx) seront faits pour chaque vecteurb. L’étape de factorisation peut se faire en
décomposant la matriceA sous la formeLU .
On admettra le théorème suivant (voir par exemple le livre deCiarlet cité en début de cours.

Théorème 1.13 (DécompositionLU d’une matrice) SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible, il existe une ma-
trice de permutationP telle que, pour cette matrice de permutation, il existe un etun seul couple de matrices
(L,U) oùL est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux à 1 etU est triangulaire supérieure, vérifiant

PA = LU.

Cette décomposition peut se calculer très facilement à partir de la méthode de Gauss. Pour simplifier l’écriture, on
supposera ici que lors de la méthode de Gauss, la conditiona

(i)
i,i 6= 0 est vérifiée pour touti = 1, . . . , N. Dans

ce cas, la matrice de permutationP du théorème 1.13 est la matrice identité. La matriceL a comme coefficients

ℓi,j =
a
(i)
i,j

a
(i)
i,i

pour i > j, ℓi,i = 1 pour touti = 1, . . . , N , et ℓi,j = 0 pour j > i, et la matriceU est égale à la

matriceA(N). On peut vérifier queA = LU grâce au fait que le systèmeA(N)x = b(N) est équivalent au système
Ax = b. En effet, commeA(N)x = b(N) et b(N) = L−1b, on en déduit queLUx = b, et commeA etLU sont
inversibles, on en déduit queA−1b = (LU)−1b pour toutb ∈ IRN . Ceci démontre queA = LU.

Techniques de pivot Dans la présentation de la méthode de Gauss et de la décompositionLU , on a supposé que
la conditiona(i)

i,i 6= 0 était vérifiée à chaque étape. Or il peut s’avérer que ce ne soit pas le cas, ou que, même si la

condition est vérifiée, le “pivot"a(i)
i,i soit très petit, ce qui peut entraîner des erreurs d’arrondiimportantes dans les

calculs. On peut résoudre ce problème en utilisant les techniques de “pivot partiel" ou “pivot total", qui reviennent
à choisir une matrice de permutationP qui n’est pas forcément égale à la matrice identité dans le théorème 1.13.
Plaçons-nous à l’itérationi de la méthode de Gauss. Comme la matriceA(i) est forcément non singulière, on a :

det(A(i)) = a
(i)
1,1a

(i)
2,2 · · · a

(i)
i−1,i−1det







a
(i)
i,i . . . a

(i)
i,N

...
. . .

...

a
(i)
N,i . . . a

(i)
N,N







6= 0.

On a donc en particulier

det







a
(i)
i,i . . . a

(i)
i,N

...
. . .

...

a
(i)
N,i . . . a

(i)
N,N







6= 0.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 11 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



1.3. LES MÉTHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
Pivot partiel On déduit qu’il existei0 ∈ {i, . . . , N} tel quea(i)

i0,i 6= 0. On choisit alorsi0 ∈ {i, . . . , N} tel que

|a(i)
i0,i| = max{|a(i)

k,i|, k = i, . . . , N}.On échange alors les lignesi et i0 (dans la matriceA et le second membreb)
et on continue la procédure de Gauss décrite plus haut.

Pivot total On choisit maintenanti0 et j0 ∈ {i, . . . , N} tels que|a(i)
i0,j0

| = max{|a(i)
k,j |, k = i, . . . , N, j =

i, . . . , N}, et on échange alors les lignesi et i0 (dans la matriceA et le second membreb), les colonnesj et j0 de
A et les inconnuesxj etxj0 .

L’intérêt de ces stratégies de pivot est qu’on aboutit toujours à la résolution du système (dès queA est inversible).
La stratégie du pivot total permet une moins grande sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est
qu’on change la structure deA : si, par exemple la matrice avait tous ses termes non nuls surquelques diagonales
seulement, ceci n’est plus vrai pour la matriceA(N).

1.3.3 Version programmable des algorithmes de Gauss et LU pour un système carré

On donne dans ce paragraphe la version “programmable” de l’algorithme de Gauss et de la maéthodeLU pour une
matrice carrée d’ordren.
On souhaite résoudreAx = b, avecA ∈Mn(IR) inversible et un ou plusieurs second membresb ∈ IRn.

Méthode de Gauss sans pivot

1. (Factorisation et descente) Pouri allant de1 àn, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas lai-ème ligne
ui,j = ai,j pourj = i, . . . , n,
yi = bi

(b) On change les lignesi+ 1 àn (et le second membre) en utilisant la lignei. Pourj allant dei+ 1 àn :
lj,i =

aj,i

ai,i
(si ai,i = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)

pourk allant dei+ 1 àn, aj,k = aj,k − lj,iai,k (noter queaj,i = 0)
bj = bj − lj,iyi

2. (Remontée) On calculex
Pouri allant den à1,
xi = 1

ui,i
(yi −

∑n
j=i+1 ui,jxj)

MéthodeLU sans pivot

La méthodeLU se déduit de la méthode de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé la matriceL, on
peut effectuer les calculs surb après les calculs surA. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Pouri allant de1 àn, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas lai-ème ligne
ui,j = ai,j pourj = i, . . . , n,

(b) On change les lignesi+ 1 àn (et le second membre) en utilisant la lignei. Pourj allant dei+ 1 àn :
lj,i =

aj,i

ai,i
(si ai,i = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)

pourk dei+ 1 àn, aj,k = aj,k − lj,iai,k (noter queaj,i = 0)

2. (Descente) On calculey (avecLy = b)
Pouri allant de1 àn,
yi = bi −

∑i−1
k=1 li,kyk (on a implicitementli,i = 1)
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3. (Remontée) On calculex (avecUx = y)

Pouri allant den à1,
xi = 1

ui,i
(yi −

∑n
j=i+1 ui,jxj)

MéthodeLU avec pivot partiel

La méthodeLU avec pivot partiel consiste simplement à remarquer que l’ordre dans lequel les équations sont prises
n’a aucune importance pour l’algorithme. Au départ de l’algorithme, on se donne la bijectiont de{1, . . . , n} dans
{1, . . . , n} définie part(i) = i, et qui va être modfiée au cours de l’algorithme pour tenir compte du choix du
pivot. On écrit l’algorithme précédent avec les nouveaux indices de lignet(i), ce qui donne :

1. (Factorisation) Pouri allant de1 àn, on effectue les calculs suivants :

(a) Choix du pivot (et det(i)) : on cherchek ∈ {i, . . . , n} t.q. |at(k),i| = max{|at(l),i|, l ∈ {i, . . . , n}}.
On change alorst en prenantt(i) = t(k) et t(k) = t(i).
On ne change pas la lignet(i)
ut(i),j = at(i),j pourj = i, . . . , n,

(b) On modifie les lignest(j) autres que les lignest(1), . . . , t(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne t(i). Donc pourt(j) ∈ {t(i + 1), . . . , t(n)} (noter qu’on a uniquement besoin de connaï¿1

2 tre
l’ensemble , et pas l’ordre) :
lt(j),i =

at(j),i

at(i),i

pourk dei+ 1 àn, at(j),k = at(j),k − lt(j),iat(i),k (noter queat(j),i = 0)

2. (Descente) On calculey
Pouri allant de1 àn,
yi = bt(i) −

∑i−1
j=1 lt(j),kyk

3. (Remontée) On calculex
Pouri allant den à1,
xi = 1

ut(i),i
(yi −

∑n
j=i+1 ut(i),jxj)

NB : On a change l’ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableaut donne cet ordre). Donc, on a
aussi changé l’ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre. Par contre, on n’a pas touché à
l’ordre dans lequel interviennent les composantes dex ety.

Il reste maintenant à signaler le “miracle" de cet algorithme. . . Il est inutile de connaitre complètementt pour faire
cet algorithme. A l’étapei de l’item 1 (et d’ailleurs aussi à l’étapei de l’item 2), il suffit de connaîtret(j) pour
j allant de1 à i, les opérations de1(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ordre quelconque).
Il suffit donc de partir d’une bijection arbitraire de{1, . . . , n} dans{1, . . . , n} (par exemple l’identité) et de la
modifier à chaque étape. Pour que l’algorithme aboutisse, ilsuffit queat(i),i 6= 0 (ce qui toujours possible carA
est inversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondis, ona intérêt à choisirt(i) pour que|at(i),i| soit le plus grand
possible. Ceci suggère de faire le choix suivant det(i) à l’étapei de l’item 1(a) de l’algorithme (et c’est à cette
étape quet(i) doit être défini) :

on cherchek ∈ {i, . . . , n} t.q. |at(k),i| = max{|at(l),i|, l ∈ {i, . . . , n}}. On change alorst en prenantt(i) = t(k)
et t(k) = t(i).

Remarque : L’introduction des matricesL et U et des vecteursy et x n’est pas nécessaire (tout peut s’écrire
avec la matriceA et le vecteurb, que l’on modifie au cours de l’algorithme). L’introductiondeL, U , x et y peut
toutefois aider à comprendre la méthode. Le principe retenuest que, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matriceA et le second membreb (en remplaçant le système à résoudre par un système équivalent) mais
on ne modifie jamaisL, U , y etx (qui sont définis au cours de l’algorithme).
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Remarque L’algorithme se ramene donc à résoudreLUx = b, en faisantLy = b et Ux = y. Quand on fait
Ly = b les equations sont dans l’ordret(1), . . . , t(n) (les composantes deb sont donc aussi prises dans cet ordre),
mais le vecteury est bien(y1, . . . , yn)t (t signifie ici “transposé" pour obtenir un vecteur colonne). Puis, on fait
Ux = y, les equations sont toujours dans l’ordret(1), . . . , t(n) mais les vecteursx et y sont(x1, . . . , xn)t et
(y1, . . . , yn)t.

1.3.4 Méthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode directe adaptée au cas oùA est symétrique
définie positive. On rappelle qu’une matriceA ∈ MN (IR) de coefficients(ai,j)i=1,N,j=1,N est symétrique si
A = At, oùAt désigne la transposée deA, définie par les coefficients(aj,i)i=1,N,j=1,N , et queA est définie
positive siAx · x > 0 pour toutx ∈ IRN tel quex 6= 0. Dans toute la suite,x · y désigne le produit scalaire des
deux vecteursx et y deIRN . On rappelle (exercice) que siA est symétrique définie positive elle est en particulier
inversible.

Description de la méthode

La méthode de Choleski consiste à trouver une décompositiondeA de la formeA = LLt, oùL est triangulaire
inférieure de coefficients diagonaux strictement positifs. On résout alors le systèmeAx = b en résolvant d’abord
Ly = b puis le systèmeLtx = y. Une fois la matriceA “factorisée", c’est–à–dire la décompositionLLt obtenue
(voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de “descente" et “remontée" :

1. Etape 1 : “descente" Le systèmeLy = b s’écrit :

Ly =






ℓ1,1 0
...

. . .
...

ℓN,1 . . . ℓN,N











y1
...
yN




 =






b1
...
bN




 .

Ce système s’écrit composante par composante en partant dei = 1.

ℓ1,1y1 = b1, donc y1 =
b1
ℓ1,1

ℓ2,1y1 + ℓ2,2y2 = b2, donc y2 =
1

ℓ2,2
(b2 − ℓ2,1y1)

...
...

∑

j=1,i

ℓi,jyj = bi, donc yi =
1

ℓi,i
(bi −

∑

j=1,i−1

ℓi,jyj)

...
...

∑

j=1,N

ℓN,jyj = bN , donc yN =
1

ℓN,N
(bN −

∑

j=1,N−1

ℓN,jyj).

On calcule ainsiy1, y2, . . . , yN .

2. Etape 2 : “remontée" On calcule maintenantx solution deLtx = y.

Ltx =









ℓ1,1 ℓ2,1 . . . ℓN,1

0
. . .

...
...

0 . . . ℓN,N


















x1

...

xN










=










y1

...

yN










.
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On a donc :

ℓN,N xN = yN doncxN =
yN

ℓN,N

ℓN−1,N−1xN−1 + ℓN,N−1xN = yN−1 doncxN−1 =
yN−1−ℓN,N−1xN

ℓN−1,N−1

...
∑

j=1,N

ℓj,1xj = y1 doncx1 =
y1 −

∑

j=2,N ℓj,1xj

ℓ1,1
.

On calcule ainsixN , xN−1, . . . , x1.

Existence et unicité de la décomposition

On donne ici le résultat d’unicité de la décompositionLLt d’une matrice symétrique définie positive ainsi qu’un
procédé constructif de la matriceL.

Théorème 1.14 (Décomposition de Choleski)SoitA ∈ MN (IR) avecN > 1. On suppose queA est symétrique
définie positive. Alors il existe une unique matriceL ∈ MN (IR), L = (ℓi,j)

N
i,j=1, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est–à–direℓi,j = 0 si j > i),

2. ℓi,i > 0, pour touti ∈ {1, . . . , N},

3. A = LLt.

Démonstration :On sait déjà par le théorème 1.13 page 11, qi’il existe une matrice de permutation etL triangulaire
inférieure etU triangulaire supérieurePA = LU . Ici on va montrer que dans le cas où la matrice est symétrique, la
décomposition est toujours possible sans permutation. Nous donnons ici une démonstration directe de l’existence
et de l’unicité de la décompositionLLt qui a l’avantage d’être constructive.
Existence deL : démonstration par récurrence surN

1. Dans le casN = 1, on aA = (a1,1). CommeA est symétrique définie positive, on aa1,1 > 0. On peut donc
définirL = (ℓ1,1) où ℓ1,1 =

√
a1,1, et on a bienA = LLt.

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pourA ∈ Mp(IR) symétrique définie positive, pour
1 ≤ p ≤ N et on va démontrer que la propriété est encore vraie pourA ∈ MN+1(IR) symétrique définie
positive. Soit doncA ∈ MN+1(IR) symétrique définie positive ; on peut écrireA sous la forme :

A =







B a

at α







(1.3.9)

où B ∈ MN (IR) est symétrique,a ∈ IRN et α ∈ IR. Montrons queB est définie positive, c.à.d. que

By · y > 0, pour touty ∈ IRN tel quey 6= 0. Soit doncy ∈ IRN \ {0}, etx =

[
y
0

]

∈ IRN+1. CommeA est

symétrique définie positive, on a :

0 < Ax · x =







B a

at α













y

0






·







y

0







=







By

aty






·







y

0







= By · y

doncB est définie positive. Par hypothèse de récurrence, il existeune matriceM ∈ MN(IR) M =
(mi,j)

N
i,j=1 telle que :
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(a) mi,j = 0 si j > i

(b) mi,i > 0

(c) B = MM t.

On va chercherL sous la forme :

L =







M 0

bt λ







(1.3.10)

avecb ∈ IRN , λ ∈ IR∗
+ tels queLLt = A. Pour déterminerb et λ, calculonsLLt où L est de la forme

(1.3.10) et identifions avecA :

LLt =







M 0

bt λ













M t b

0 λ







=







MM t Mb

btM t btb+ λ2







On chercheb ∈ IRN et λ ∈ IR∗
+ tels queLLt = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient

vérifiées :
Mb = a et btb+ λ2 = α.

CommeM est inversible (en effet, le déterminant deM s’écritdet(M) =
∏N

i=1mi,i > 0), la première égal-
ité ci-dessus donne :b = M−1a et en remplaçant dans la deuxième égalité, on obtient :(M−1a)t(M−1a)+
λ2 = α, doncat(M t)−1M−1a+ λ2 = α soit encoreat(MM t)−1a+ λ2 = α, c’est–à–dire :

atB−1a+ λ2 = α (1.3.11)

Pour que (1.3.11) soit vérifiée, il faut que

α− atB−1a > 0 (1.3.12)

Montrons que la condition (1.3.12) est effectivement vérifiée : Soitz =

(
B−1a
−1

)

∈ IRN+1. On az 6= 0

et doncAz · z > 0 carA est symétrique définie positive. CalculonsAz :

Az =





B a

at α











B−1a

−1







=







0

atB−1a− α






.

On a doncAz · z = α − atB−1a > 0 ce qui montre que (1.3.12) est vérifiée. On peut ainsi choisir
λ =

√
α− atB−1a (> 0) de telle sorte que (1.3.11) est vérifiée. Posons :

L =







M 0

(M−1a)t λ






.

La matriceL est bien triangulaire inférieure et vérifieℓi,i > 0 etA = LLt.
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On a terminé ainsi la partie “existence”.

Unicité et calcul deL. Soit A ∈ MN (IR) symétrique définie positive ; on vient de montrer qu’il existe L ∈
MN (IR) triangulaire inférieure telle queℓi,j = 0 si j > i, ℓi,i > 0 etA = LLt. On a donc :

ai,j =

N∑

k=1

ℓi,kℓj,k, ∀ (i, j) ∈ {1 . . .N}2. (1.3.13)

1. Calculons la 1ère colonne deL ; pourj = 1, on a :

a1,1 = ℓ1,1ℓ1,1 doncℓ1,1 =
√
a1,1 (a1,1 > 0 carℓ1,1 existe),

a2,1 = ℓ2,1ℓ1,1 doncℓ2,1 =
a2,1

ℓ1,1
,

ai,1 = ℓi,1ℓ1,1 doncℓi,1 =
ai,1

ℓ1,1
∀i ∈ {2, . . . , N}.

2. On suppose avoir calculé lesp premières colonnes deL. On calcule la colonne(q+ 1) en prenantj = q+ 1
dans (1.3.13)

Pouri = q + 1, aq+1,q+1 =

q+1
∑

k=1

ℓq+1,kℓq+1,k donc

ℓq+1,q+1 = (aq+1,q+1 −
q
∑

k=1

ℓq+1,kℓq+1,k)1/2 > 0. (1.3.14)

Notons queaq+1,q+1 −
q
∑

k=1

ℓq+1,kℓq+1,k > 0 carL existe : il est indispensable d’avoir d’abord montré

l’existence deL pour pouvoir exhiber le coefficientℓq+1,q+1.
On procède de la même manière pouri = q + 2, . . . , N ; on a :

ai,q+1 =

q+1
∑

k=1

ℓi,kℓq+1,k =

q
∑

k=1

ℓi,kℓq+1,k + ℓi,q+1ℓq+1,q+1

et donc

ℓi,q+1 =

(

ai,q+1 −
q
∑

k=1

ℓi,kℓq+1,k

)

1

ℓq+1,q+1
. (1.3.15)

On calcule ainsi toutes les colonnes deL. On a donc montré queL est unique par un moyen constructif de
calcul deL.

Calcul du coût de la méthode de Choleski

Calcul du coût de calcul de la matriceL Dans le procédé de calcul deL exposé ci-dessus, le nombre d’opéra-
tions pour calculer la première colonne estN . Calculons, pourp = 0, . . . , N − 1, le nombre d’opérations pour
calculer la(p + 1)-ième colonne : pour la colonne(p + 1), le nombre d’opérations par ligne est2p + 1, car le
calcul deℓp+1,p+1 par la formule (1.3.14) nécessitep multiplications,p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations ; le calcul deℓi,p+1 par la formule (1.3.15) nécessitep multiplications,p soustractions et
une division, soit encore2p+ 1 opérations. Comme les calculs se font des lignesp + 1 àN (carℓi,p+1 = 0 pour
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i ≤ p), le nombre d’opérations pour calculer la(p+ 1)-ième colonne est donc(2p+ 1)(N − p). On en déduit que
le nombre d’opérationsNL nécessaires au calcul deL est :

NL =

N−1∑

p=0

(2p+ 1)(N − p) = 2N

N−1∑

p=0

p− 2

N−1∑

p=0

p2 +N

N−1∑

p=0

1 −
N−1∑

p=0

p

= (2N − 1)
N(N − 1)

2
+N2 − 2

N−1∑

p=0

p2.

(On rappelle que2
N−1∑

p=0

p = N(N − 1).) Il reste à calculerCN =
∑N

p=0 p
2, en remarquant par exemple que

N∑

p=0

(1 + p)3 =

N∑

p=0

1 + p3 + 3p2 + 3p =

N∑

p=0

1 +

N∑

p=0

p3 + 3

N∑

p=0

p2 + 3

N∑

p=0

p

=

N+1∑

p=1

p3 =

N∑

p=0

p3 + (N + 1)3.

On a donc3CN + 3N(N+1)
2 +N + 1 = (N + 1)3, d’où on déduit que

CN =
N(N + 1)(2N + 1)

6
.

On a donc :

NL = (2N − 1)
N(N − 1)

2
− 2CN−1 +N2

= N

(
2N2 + 3N + 1

6

)

=
N3

3
+
N2

2
+
N

6
=
N3

3
+ 0(N2).

Coût de la résolution d’un système linéaire par la méthodeLLt Nous pouvons maintenant calculer le coût
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécessaire à la résolution de (1.1.1) par la méthode de Choleski
pourA ∈ MN (IR) symétrique définie positive. On a besoin deNL opérations pour le calcul deL, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les étapes de descente et remontée. Le calcul dey solution de
Ly = b s’effectue en résolvant le système :






ℓ1,1 0
...

. . .
...

ℓN,1 . . . ℓN,1











y1
...
yN




 =






b1
...
bN






Pour la ligne 1, le calculy1 =
b1
ℓ1,1

s’effectue en une opération.

Pour les lignesp = 2 à N , le calculyp =
(

bp −
∑p−1

i=1 ℓi,pyi

)

/ℓp,p s’effectue en(p − 1) (multiplications)

+(p−2) (additions)+1 soustraction+1 (division)= 2p−1 opérations. Le calcul dey (descente) s’effectue donc
enN1 =

∑N
p=1(2p− 1) = N(N + 1) −N = N2. On peut calculer de manière similaire le nombre d’opérations

nécessaires pour l’étape de remontéeN2 = N2. Le nombre total d’opérations pour calculerx solution de (1.1.1)
par la méthode de Choleski estNC = NL +N1 +N2 = N3

3 + N2

2 + N
6 + 2N2 = N3

3 + 5N2

2 + N
6 . L’étape la plus

coûteuse est donc la factorisation de A.
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Remarque 1.15 (DécompositionLDLt) Dans les programmes informatiques, on préfère implanter lavariante
suivante de la décomposition de Choleski :A = L̃DL̃t oùD est la matrice diagonale définie pardi,i = ℓ2i,i, L̃i,i =

LD̃−1, où D̃ est la matrice diagonale définie pardi,i = ℓi,i. Cette décomposition a l’avantage de ne pas faire
intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opération plus compliquée que les opérations “élémentaires"
(×, +, −).

1.3.5 Quelques propriétés

Comparaison Gauss/Choleski

SoitA ∈ MN (IR) inversible, la résolution de (1.1.1) par la méthode de Gaussdemande2N3/3+0(N2) opérations
(exercice). Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chère.

Et la méthode de Cramer ?

Soit A ∈ MN (IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la résolution de (1.1.1) consiste à
calculer les composantes dex par les formules :

xi =
det(Ai)

det(A)
, i = 1, . . . , N,

oùAi est la matrice carrée d’ordreN obtenue à partir deA en remplaçant lai-ème colonne deA par le vecteurb,
etdet(A) désigne le déterminant deA.
Chaque calcul de déterminant d’une matrice carrée d’ordreN nécessite au moinsN ! opérations (voir cours L1-L2,
ou livres d’algèbre linéaire proposés en avant-propos). Par exemple, pourN = 10, la méthode de Gauss nécessite
environ 700 opérations, la méthode de Choleski environ 350 et la méthode de Cramer plus de 4 000 000. . . . Cette
dernière méthode est donc à proscrire.

Conservation du profil deA

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de systèmes linéaires issus de la discrétisation1

de problèmes réels, la matriceA ∈ MN (IR) est “creuse", au sens où un grand nombre de ses coefficients sont nuls.
Il est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie demémoire de connaître le “profil" de la matrice, donné
dans le cas où la matrice est symétrique, par les indicesji = min{j ∈ {1, . . . , N} tels queai,j 6= 0}. Le profil de
la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des coefficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil" deA, en
stockant, pour chaque lignei la valeur deji et des coefficientsai,k, pourk = i− ji, . . . , i, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire, comme on peut s’en rendre compte sur la figure 1.3.5.
Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxième partie de la démonstration du théorème 1.14) queℓi,j = 0 si j < ji. Donc si on
a adopté un stockage “profil" deA, on peut utiliser le même stockage pourL.

Matrices non symétriques

Soit A ∈ MN (IR) inversible. On ne suppose plus ici queA est symétrique. On cherche à calculerx ∈ IRN

solution de (1.1.1) par la méthode de Choleski. Ceci est possible en remarquant que :Ax = b⇔ AtAx = Atb car
det(A) = det(At) 6= 0. Il ne reste alors plus qu’à vérifier queAtA est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matriceA ∈ MN (IR), la matriceAAt est symétrique. Pour cela on utilise le fait que
si B ∈ MN (IR), alorsB est symétrique si et seulement siBx · y = x · By et Bx · y = x · Bty pour tout

1On appelle discrétisation le fait de se ramer d’un problème où l’inconnue est une fonction en un problème ayant un nombre fini d’inconnues.
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0

0

FIG. 1.3 – Exemple de profil d’une matrice symétrique

(x, y) ∈ (IRN )2. En prenantB = AtA, on en déduit queAtA est symétrique. De plus, commeA est inversible,
AtAx · x = Ax · Ax = |Ax|2 > 0 si x 6= 0. La matriceAtA est donc bien symétrique définie positive.
La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste donc à calculerAtA etAtb, puis à
résoudre le système linéaireAtA · x = Atb par la méthode de Choleski “symétrique".
Cette manière de faire est plutôt moins efficace que la décompositionLU puisque le coût de la décomposition
LU est de2N3/3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matrice nonsymétrique nécessite au moins
4N3/3 opérations (voir exercice 13).

Systèmes linéaires non carrés

On considère ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne parMM,N (IR) l’ensemble des matrices réelles
àM lignes etN colonnes. PourA ∈ MM,N (IR),M > N et b ∈ IRM , on cherchex ∈ IRN tel que

Ax = b. (1.3.16)

Ce système contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général pas de solution. On cherche
x ∈ IRN qui vérifie le sytème (1.3.16) “au mieux". On introduit pour cela une fonctionf définie deIRN dansIR
par :

f(x) = |Ax − b|2,
où |x| =

√
x · x désigne la norme euclidienne surIRN . La fonctionf ainsi définie est évidemment positive, et s’il

existex qui annulef , alorsx est solution du système (1.3.16). Comme on l’a dit, un telx n’existe pas forcément,
et on cherche alors un vecteurx qui vérifie (1.3.16) “au mieux", au sens oùf(x) soit le plus proche de 0. On
cherche doncx ∈ IRN satisfaisant (1.3.16) en minimisantf , c.à.d. en cherchantx ∈ IRN solution du problème
d’optimisation :

f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ IRN (1.3.17)

On peut réécriref sous la forme :f(x) = AtAx · x − 2b · Ax + b · b. On montrera au chapitre III que s’il existe
une solution au problème (1.3.17), elle est donnée par la résolution du système linéaire suivant :

AAtx = Atb ∈ IRN ,
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qu’on appelle équations normales du problème de minimisation. La résolution approchée du problème (1.3.16)
par cette procédure est appelée méthode des moindres carrés. La matriceAAt étant symétrique, on peut alors
employer la méthode de Choleski pour la résolution du système (1.3.5).

1.4 Conditionnement

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui peut servir à établir une
majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données. Malheureusement, nous verrons également que
cette majoration n’est pas forcément très utile dans des caspratiques, et nous nous efforcerons d’y remédier. la
notion de conditionnement est également utilisée dans l’étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.

1.4.1 Le problème des erreurs d’arrondis

SoientA ∈ MN (IR) inversible etb ∈ IRN ; supposons que les donnéesA et b ne soient connues qu’à une
erreur près. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons par exemple le problème de la
conduction thermique dans une tige métallique de longueur 1, modélisée par l’intervalle[0, 1]. Supposons que la
températureu de la tige soit imposée aux extrémités,u(0) = u0 et u(1) = u1. On suppose que la température
dans la tige satisfait à l’équation de conduction de la chaleur, qui s’écrit(k(x)u′(x))′ = 0, oùk est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par différences finies (on
verra une description de la méthode page 23), et donne lieu à un système linéaire de matriceA. Si la conductivité
k n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la matriceA sera également connue à une erreur près, notée
δA. On aimerait que l’erreur commise sur les données du modèle (ici la conductivité thermiquek) n’ait pas une
conséquence catastrophique sur le calcul de la solution du modèle (ici la températureu). Si par exemple1%
d’erreur surk entraîne100% d’erreur suru, le modèle ne sera pas d’une utilité redoutable. . .
L’objectif est donc d’estimer les erreurs commises surx solution de (1.1.1) à partir des erreurs commises surb et
A. Notonsδb ∈ IRN l’erreur commise surb et δA ∈ MN (IR) l’erreur commise surA. On cherche alors à évaluer
δx oùx+ δx est solution (si elle existe) du système :

{
x+ δx ∈ IRN

(A+ δA)(x+ δx) = b+ δb.
(1.4.18)

On va montrer que siδA “n’est pas trop grand", alors la matriceA+ δA est inversible, et qu’on peut estimerδx en
fonction deδA et δb.

1.4.2 Conditionnement et majoration de l’erreur d’arrondi

Définition 1.16 (Conditionnement) SoitIRN muni d’une norme‖ · ‖ etMN (IR) muni de la norme induite. Soit
A ∈ MN(IR) une matrice inversible. On appelle conditionnement deA par rapport à la norme‖ · ‖ le nombre
réel positifcond(A) défini par :

cond(A) = ‖A‖ ‖A−1‖.

Proposition 1.17 (Propriétés générales du conditionnement) Soit IRN muni d’une norme‖ · ‖ et MN (IR)
muni de la norme induite.

1. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible, alorscond(A) ≥ 1.

2. SoitA ∈ MN (IR) etα ∈ IR∗, alorscond(αA) = cond(A).

3. SoientA etB ∈ MN (IR) des matrices inversibles, alorscond(AB) ≤ cond(A)cond(B).

Proposition 1.18 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2) SoitIRN muni de la norme euclidienne‖ ·
‖2 etMN (IR) muni de la norme induite. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. On notecond2(A) le condi-
tionnement associé à la norme induite par la norme euclidienne surIRN .
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1. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. On noteσN [resp.σ1] la plus grande [resp. petite] valeur propre

deAtA (noter queAtA est une matrice symétrique définie positive). Alorscond2(A) =
√

σN/σ1.

2. Si de plusA une matrice symétrique définie positive, alorscond2(A) = λN

λ1
, où λN [resp.λ1] est la plus

grande [resp. petite] valeur propre deA.

3. SiA etB sont deux matrices symétriques définies positives, alorscond2(A+B) ≤ max(cond2(A), cond2(B)).

4. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. Alorscond2(A) = 1 si et seulement siA = αQ oùα ∈ IR⋆ etQ
est une matrice orthogonale (c’est-à-direQt = Q−1).

5. SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible. On suppose queA = QR oùQ est une matrice orthogonale.
Alorscond2(A) = cond2(R).

6. SoientA, B ∈ MN (IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer quecond2(A + B) ≤
max{cond2(A), cond2(B)}.

La démonstration de deux propositions précédentes fait l’objet de l’exercice 17 page 40.

Théorème 1.19SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible, etb ∈ IRN , b 6= 0. On munitIRN d’une norme‖ · ‖,

etMN (IR) de la norme induite. SoientδA ∈ MN(IR) et δb ∈ IRN . On suppose que‖δA‖ <
1

‖A−1‖ . Alors la

matrice(A+ δA) est inversible et six est solution de(1.1.1)etx+ δx est solution de(1.4.18), alors

‖δx‖
‖x‖ ≤ cond(A)

1 − ‖A−1‖ ‖δA‖

(‖δb‖
‖b‖ +

‖δA‖
‖A‖

)

. (1.4.19)

Démonstration :
On peut écrireA + δA = A(Id + B) avecB = A−1δA. Or le rayon spectral deB, ρ(B), vérifie ρ(B) ≤
‖B‖ ≤ ‖δA‖ ‖A−1‖ < 1, et donc (voir le théorème 1.8 page 7 et l’exercice 9 page 37)(Id+B) est inversible et

(Id + B)−1 =
∞∑

n=0

(−1)nBn. On a aussi‖(Id + B)−1‖ ≤
∞∑

n=0

‖B‖n =
1

1 − ‖B‖ ≤ 1

1 − ‖A−1‖ ‖δA‖
. On en

déduit queA+δA est inversible, carA+δA = A(Id+B) et commeA est inversible,(A+δA)−1 = (Id+B)−1A−1.

CommeA etA+δA sont inversibles, il existe un uniquex ∈ IRN tel queAx = b et il existe un uniqueδx ∈ IRN tel
que(A+δA)(x+δx) = b+δb. CommeAx = b, on a(A+δA)δx +δAx = δb et doncδx = (A+δA)−1(δb−δAx).
Or (A+ δA)−1 = (Id+B)−1A−1, on en déduit :

‖(A+ δA)−1‖ ≤ ‖(Id+B)−1‖ ‖A−1‖

≤ ‖A−1‖
1 − ‖A−1‖ ‖δA‖

.

On peut donc écrire la majoration suivante :

‖δx‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖ ‖A‖

1 − ‖A−1‖ ‖δA‖

( ‖δb‖
‖A‖ ‖x‖ +

‖δA‖
‖A‖

)

.

En utilisant le fait queb = Ax et que par suite‖b‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, on obtient :

‖δx‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖ ‖A‖

1 − ‖A−1‖ ‖δA‖

(‖δb‖
‖b‖ +

‖δA‖
‖A‖

)

,

ce qui termine la démonstration.
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Remarquons que l’estimation (1.4.19) est optimale. En effet, en supposant queδA = 0. L’estimation (1.4.19)
devient alors :

‖δx‖
‖x‖ ≤ cond(A)

‖δb‖
‖b‖ . (1.4.20)

Peut-on avoir égalité dans (1.4.20)? Pour avoir égalité dans (1.4.20) il faut choisir convenablementb et δb. Soit
x ∈ IRN tel que‖x‖ = 1 et ‖Ax‖ = ‖A‖. Notons qu’un telx existe parce que‖A‖ = sup{‖Ax‖; ‖x‖ = 1} =
max{‖Ax‖; ‖x‖ = 1} (voir proposition 1.2 page 5) Posonsb = Ax ; on a donc‖b‖ = ‖A‖. De même, grâce à
la proposition 1.2, il existey ∈ IRN tel que‖y‖ = 1, et‖A−1y‖ = ‖A−1‖. On choisit alorsδb tel queδb = εy
où ε > 0 est donné. CommeA(x + δx) = b + δb, on aδx = A−1δb et donc :‖δx‖ = ‖A−1δb‖ = ε‖A−1y‖ =
ε‖A−1‖ = ‖δb‖ ‖A−1‖. On en déduit que

‖δx‖
‖x‖ = ‖δx‖ = ‖δb‖ ‖A−1‖ ‖A‖

‖b‖ car‖b‖ = ‖A‖ et‖x‖ = 1.

Par ce choix deb et δb on a bien égalité dans (1.4.20). L’estimation (1.4.20) est donc optimale.

1.4.3 Discrétisation d’équations différentielles, conditionnement “efficace"

On suppose encore ici queδA = 0. On suppose que la matriceA du système linéaire à résoudre provient de la
discrétisation par différences finies d’une équation différentielle introduite ci-dessous (voir (1.4.21)). On peut alors
montrer (voir exercice 25 page 44 du chapitre 1) que le conditionnement deA est d’ordreN2, oùN est le nombre
de points de discrétisation. PourN = 10, on a donccond(A) ≃ 100 et l’estimation (1.4.20) donne :

‖δx‖
‖x‖ ≤ 100

‖δb‖
‖b‖ .

Une erreur de1% surb peut donc entraîner une erreur de100% surx. Autant dire que dans ce cas, il est inutile de
rechercher la solution de l’équation discrétisée. . . Heureusement, on peut montrer que l’estimation (1.4.20) n’est
pas significative pour l’étude de la propagation des erreurslors de larésolution des systèmes linéraires provenant de
la discrétisation d’une équation différentielle ou d’une équation aux dérivées partielles2. Pour illustrer notre propos,
nous allons étudier un système linéaire très simple provenant d’un problème de mécanique et sa discrétisation par
différences finies.

Discrétisation par différences finies de−u′′ = f Soitf ∈ C([0, 1], IR). On chercheu tel que

{
−u′′(x) = f(x)
u(0) = u(1) = 0.

(1.4.21)

On peut montrer (on l’admettra ici) qu’il existe une unique solution u ∈ C2([0, 1], IR). On cherche à calculer
u de manière approchée. On va pour cela introduire la méthode de discrétisation ditepar différences finies. Soit
N ∈ IN∗, on définith = 1/(N + 1) le pas de discrétisation, c.à.d. la distance entre deux points de discrétisation,
et pouri = 0 . . .N + 1 on définit les points de discrétisationxi = ih (voir Figure 1.4.3), qui sont les points où
l’on va écrire l’équation−u′′ = f en vue de se ramer à un système discret, c.à.d. à un système avec un nombre fini
d’inconnues. Remarquons quex0 = 0 etxN+1 = 1. Soitu(xi) la valeur exacte deu enxi. On écrit la première
équation de (1.4.21) en chaque pointxi, pouri = 1 . . .N .

−u′′(xi) = f(xi) = bi ∀i ∈ {1 . . .N}.
2On appelle équation aux dérivées partielles une équation qui fait intervenir les dérivées partielles de la fonction inconnue, par exemple

∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0, oùu est une fonction deIR2 dansIR
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x

x

x

x

x

x0 = 0 x1 · · · xi = ih · · ·

u(x)

ui

xN+1 = 1

x

x

x

x x

FIG. 1.4 – Solution exacte et approchée de−u′′ = f

On peut facilement montrer, par un développement de Taylor,que siu ∈ C4([0, 1], IR) (ce qui est vrai sif ∈ C2)
alors3

−u(xi+1) + u(xi−1) − 2u(xi)

h2
= −u′′(xi) +Ri avec|Ri| ≤

h2

12
‖u(4)‖∞. (1.4.22)

La valeurRi s’appelle erreur de consistance au pointxi.
On introduit alors les inconnues(ui)i=1,...,N qu’on espère être des valeurs approchées deu aux pointsxi et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) du système suivant

{

−ui+1 + ui−1 − 2ui

h2
= bi, ∀i ∈ {1 ≤ N},

u0 = uN+1 = 0.
(1.4.23)

On cherche doncu =






u1

...
uN




 ∈ IRN solution de (1.4.23). Ce système peut s’écrire sous forme matricielle :Au = b

avecb = (b1, . . . , bN )t etA la matrice carrée d’ordreN de coefficients(ai,j)i,j=1,N définis par :






ai,i =
2

h2
, ∀ i = 1, . . . , N,

ai,j = − 1

h2
, ∀ i = 1, . . . , N, j = i± 1,

ai,j = 0, ∀ i = 1, . . . , N, |i− j| > 1.

(1.4.24)

On remarque immédiatement queA est tridiagonale. On peut montrer queA est symétrique définie positive (voir
exercice 25 page 44). On peut aussi montrer que

max
i=1...N

{|ui − u(xi)|} ≤ h2

96
‖u(4)‖∞.

En effet, si on noteu le vecteur deIRN de composantesu(xi), i = 1, . . . , N , etR le vecteur deIRN de com-
posantesRi, i = 1, . . . , N , on a par définition deR (formule (1.4.22))A(u − u) = R, et donc‖u − u‖∞ ≤

3En effet, par développement de Taylor, on a :

u(xi+1) = u(xi) + hu′(xi) + h2

2
u′′(xi) + h3

6
u′′′(xi) + h4

24
u(4)(ξi) où ξi ∈ (xi, xi+1) et

u(xi−1) = u(xi) − hu′(xi) + h2

2
u′′(xi) −

h3

6
u′′′(xi) + h4

24
u(4)(ηi) oùηi ∈ (xi, xi+1).

En faisant la somme de ces deux égalités, on en déduit que :u(xi+1) + u(xi−1) = 2u(xi) + h2

u

′′
(xi) + h4

24
u(4)(ξi) + h4

24
u(4)(ηi), et

doncRi défini par (1.4.22) vérifie :

|Ri| = | −
u(xi+1)+u(xi−1)−2u(xi)

h2 + u′′(xi)| ≤ |h4

24
u(4)(ξi) + h4

24
u(4)(ηi)| ≤

h2

12
‖u(4)‖∞.
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‖A−1‖∞‖R‖∞. Or on peut montrer (voir exercice 27 page 45, partie I) que‖A−1‖∞ ≤ 1/8, et on obtient donc
avec (1.4.22) que‖u− u‖∞ ≤ h2/96‖u(4)‖∞.

Cette inégalité donne la précision de la méthode. On remarque en particulier que si on raffine la discrétisation,
c’est–à–dire si on augmente le nombre de pointsN ou, ce qui revient au même, si on diminue le pas de discrétisa-
tionh, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée. Or on a déjà dit qu’on peut montrer
(voir exercice 25 page 44) quecond(A) ≃ N2. Donc si on augmente le nombre de points, le conditionnementde
A augmente aussi. Par exemple siN = 104, alors‖δx‖/‖x‖ = 108‖δb‖/‖b‖. Or sur un ordinateur en simple
précision, on a‖δb‖/‖b‖ ≥ 10−7, donc l’estimation (1.4.20) donne une estimation de l’erreur relative‖δx‖/‖x‖
de1000%, ce qui laisse à désirer pour un calcul qu’on espère précis.
En fait, l’estimation (1.4.20) ne sert à rien pour ce genre deproblème, il faut faire une analyse un peu plus poussée,
comme c’est fait dans l’exercice 27 page 45. On se rend comptealors que pourf donnée il existeC ∈ IR+ ne
dépendant que def (mais pas deN ) tel que

‖δu‖
‖u‖ ≤ C

‖δb‖
‖b‖ avecb =






f(x1)
...

f(xN )




 . (1.4.25)

L’estimation (1.4.25) est évidemment bien meilleure que l’estimation (1.4.20) puisqu’elle montre que l’erreur
relative commise suru est du même ordre que celle commise surb. En particulier, elle n’augmente pas avec le
nombre de points de discrétisation. En conclusion, l’estimation (1.4.20) est peut-être optimale dans le cas d’une
matrice quelconque, (on a montré ci-dessus qu’il peut y avoir égalité dans (1.4.20)) mais elle n’est pas significative
pour l’étude des systèmes linéaires issus de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.

1.5 Méthodes itératives

1.5.1 Origine des systèmes à résoudre

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent sont très efficaces : elles donnent la
solution exacte (aux erreurs d’arrondi près) du système linéaire considéré. Elles ont l’inconvénient de nécessiter
une assez grande place mémoire car elles nécessitent le stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice
est pleine, c.à.d. si la plupart des coefficients de la matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire
vive de l’ordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu’à gérer habilement le “swapping" c’est–à–dire l’échange
de données entre mémoire disque et mémoire vive pour pouvoirrésoudre le système.
Cependant, si le système a été obtenu à partir de la discrétisation d’équations aux dérivés partielles, il est en
général “creux", c.à. d. qu’un grand nombre des coefficientsde la matrice du système sont nuls ; de plus la matrice
a souvent une structure “bande",i.e. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.
On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode de Choleski “conserve le profil" (voir à ce propos page
19). Prenons par exemple le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. On cherche à
résoudre le problème :

−∆u = f surΩ =]0, 1[×]0, 1[,
u = 0 sur∂Ω,

(1.5.26)

On rappelle que l’opérateur Laplacien est défini pouru ∈ C2(Ω), oùΩ est un ouvert deIR2, par

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points(xi, yj), pouri = 1, . . . ,M et j = 1, . . . ,M avec
xi = ih, yj = jh et h = 1/(M + 1), representée en figure 1.5.1 pourM = 6. On peut alors approcher les
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dérivées secondes par des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page 23), pour obtenir
un système linéaire :AU = b oùA ∈ MN(IR) et b ∈ IRN avecN = M2. Utilisons l’ordre“lexicographique"
pour numéroter les inconnues, c.à.d. de bas en haut et de gauche à droite : les inconnues sont alors numérotées de
1 àN = M2 et le second membre s’écritb = (b1, . . . , bN )t. Les composantesb1, . . . , bN sont définies par :pour
i, j = 1, . . . ,M , on posek = j + (i− 1)M et bk = f(xi, yj).

2 3 4 5 6

7 8 9

31

10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24

302928272625

32 33 34 35 36

1i = 1

j = 1

x

y

FIG. 1.5 – Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans lecasM = 6

Les coefficients deA = (ak,ℓ)k,l=1,N peuvent être calculés de la manière suivante :







Pour i, j = 1, . . . ,M, on posek = j + (i− 1)M,

ak,k =
4

h2
,

ak,k+1 =

{

− 1

h2
si j 6= M,

0 sinon,

ak,k−1 =

{

− 1

h2
si j 6= 1,

0 sinon,

ak,k+M =

{

− 1

h2
si i < M,

0 sinon,

ak,k−M =

{

− 1

h2
si i > 1,

0 sinon,

Pour k = 1, . . . , N, et ℓ = 1, . . . , N ;
ak,ℓ = 0, ∀ k = 1, . . . , N, 1 < |k − ℓ| < N ou |k − ℓ| > N.
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La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

D =














4 −1 0 . . . . . . 0
−1 4 −1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...

0
. . .

. . .
. . . −1

0 . . . 0 −1 4














,

les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimensionM ×M ), on a :

A =













D −Id 0 . . . . . . 0
−Id D −Id 0 . . . 0
0 −Id D −Id · · · 0
...

. . .
. ..

. . .
. . .

...

0
. .. −Id D −Id

0 . . . 0 −Id D













, (1.5.27)

où Id désigne la matrice identité d’ordreM .
On peut remarquer que la matriceA a une “largeur de bande" deM . Si on utilise une méthode directe genre
Choleski, on aura donc besoin d’une place mémoire deN ×M = M3. (Notons que pour une matrice pleine on a
besoin deM4.)
Lorsqu’on a affaire à de très gros systèmes issus par exemplede l’ingénierie (calcul des structures, mécanique
des fluides, . . . ), oùN peut être de l’ordre de plusieurs milliers, on cherche à utiliser des méthodes nécessitant le
moins de mémoire possible. On a intérêt dans ce cas à utiliserdes méthodes itératives. Ces méthodes ne font appel
qu’à des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement
des termes non nuls. Dans l’exemple précédent, on a 5 diagonales non nulles, donc la place mémoire nécessaire
pour un produit matrice vecteur est5N = 5M2. Ainsi pour les gros systèmes, il est souvent avantageux d’utiliser
des méthodes itératives qui ne donnent pas toujours la solution exacte du système en un nombre fini d’itérations,
mais qui donnent une solution approchée à coût moindre qu’une méthode directe, car elles ne font appel qu’à des
produits matrice vecteur.

Remarque 1.20 (Sur la méthode du gradient conjugué)
Il existe une méthode itérative “miraculeuse" de résolution des systèmes linéaires lorsque la matriceA est symétrique
définie positive : c’est la méthode du gradient conjugué. Elle est miraculeuse en ce sens qu’elle donne la solution
exacte du systèmeAx = b en un nombre fini d’opérations (en ce sens c’est une méthode directe) : moins deN
itérations oùN est l’ordre de la matriceA, bien qu’elle ne nécessite que des produits matrice vecteurou des
produits scalaires. La méthode du gradient conjugué est en fait une méthode d’optimisation pour la recherche du
minimum dansIRN de la fonction deIRN dansIR définie par :f(x) = 1

2Ax · x − b · x. Or on peut montrer que
lorsqueA est symétrique définie positive, la recherche dex minimisantf dansIRN est équivalent à la résolution
du systèmeAx = b. (Voir paragraphe 3.2.2 page 124.) En fait, la méthode du gradient conjugué n’est pas si mirac-
uleuse que cela en pratique : en effet, le nombreN est en général très grand et on ne peut en géneral pas envisager
d’effectuer un tel nombre d’itérations pour résoudre le système. De plus, si on utilise la méthode du gradient con-
jugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la solution enN itérations en raison de l’accumulation des
erreurs d’arrondi, mais plus la taille du système croît et plus le nombre d’itérations nécessaires devient élevé. On
a alors recours aux techniques de “préconditionnement". Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.
La méthode itérative du gradient à pas fixe, qui est elle aussiobtenue comme méthode de minimisation de la
fonctionf ci-dessus, fait l’objet des exercices 28 page 46 et 63 page 149.
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1.5.2 Définition et propriétés

SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible etb ∈ IRN , on cherche toujours ici à résoudre le système linéaire (1.1.1)
c’est–à–dire à trouverx ∈ IRN tel queAx = b.

Définition 1.21 On appelle méthode itérative de résolution du système linéaire (1.1.1)une méthode qui construit
une suite(x(k))k∈IN (où “l’itéré" x(k) est calculé à partir des itérésx(0) . . . x(k−1)) censée converger versx
solution de(1.1.1)).

Définition 1.22 On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour toutchoix initial x(0) ∈ IRN , on a :

x(k) −→ x quandn→ +∞
Puisqu’il s’agit de résoudre un sytème linéaire, il est naturel d’essayer de construire la suite des itérés sous la forme
x(k+1) = Bx(k) + c, oùB ∈ MN (IR) et c ∈ IRN seront choisis de manière à ce que la méthode itérative ainsi
définie soit convergente. On appellera ce type de méthodeMéthode I, et on verra par la suite un choix plus restrictif
qu’on appelleraMéthode II.

Définition 1.23 (Méthode I) On appelle méthode itérative de type I pour la résolution du système linéaire(1.1.1)
une méthode itérative où la suite des itérés(x(k))k∈IN est donnée par :

{
Initialisation x(0) ∈ IRN

Itérationn x(k+1) = Bx(k) + c.

oùB ∈ MN (IR) etc ∈ IRN .

Remarque 1.24 (Condition nécessaire de convergence)Une condition nécessaire pour que la méthode I con-
verge est quec = (Id − B)A−1b. En effet, supposons que la méthode converge. En passant à lalimite lorsque
n tend vers l’infini sur l’itérationn de l’algorithme, on obtientx = Bx + c et commex = A−1b, ceci entraîne
c = (Id−B)A−1b.

Remarque 1.25 (Intérêt pratique) La “méthode I” est assez peu intéressante en pratique, car ilfaut calculer
A−1b, sauf si(Id−B)A−1 = αId, avecα ∈ IR. On obtient dans ce cas :

B = −αA+ Id
et c = αb

c’est–à–dire
xn+1 = xn + α(b −Axn).

Le termeb−Axn est appelé résidu et la méthode s’appelle dans ce cas la méthode d’extrapolation de Richardson.

Théorème 1.26 (Convergence de la méthode de type I)SoitA ∈ MN (IR)A inversible,b ∈ IRN . On considère
la méthode I avecB ∈ MN (IR) et

c = (Id−B)A−1b. (1.5.28)

Alors la méthode I converge si et seulement si le rayon spectral ρ(B) de la matriceB vérifieρ(B) < 1.

Démonstration
SoitB ∈ MN (IR).
Soitx la solution du système linéaire (1.1.1) ; grâce à (1.5.28),x = Bx + c, et commex(k+1) = Bxk) + c, on a
doncx(k+1) − x = B(xk) − x) et par récurrence surk,

x(k) − x = Bk(x(0) − x), ∀k ∈ IN. (1.5.29)

On rappelle (voir exercice 5 page 37) queρ(B) < 1 si et seulement siBn → 0 et que donc, siρ(B) ≥ 1 alors
Bn 6→ 0. On rappelle aussi queBn → 0 si et seulement siBny → 0, ∀y ∈ IRn.
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(⇒) On démontre l’implication par contraposée. Supposons queρ(B) ≥ 1 et montrons que la méthode I ne

converge pas. Siρ(B) ≥ 1 il existey ∈ IRN tel queBky 6−→
k→+∞

0.

En choisissantx(0) = x+y = A−1b+y, l’égalité (1.5.29) devient :x(k)−x = Bky 6−→
k→+∞

0 par hypothèse

et donc la méthode n’est pas convergente.

(⇐) Supposons maintenant queρ(B) < 1 alors l’égalité (1.5.29) donne

x(k) − x = Bk(x(0) − x) →
k→+∞

0

carρ(B) < 1. Doncx(k) −→
k→+∞

x = A−1b. La méthode est bien convergente.

Définition 1.27 (Méthode II) SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible,b ∈ IRN . SoientM̃ et Ñ ∈ MN (IR)
des matrices telles queA = M̃ − Ñ etM̃ est inversible (et facile à inverser).
On appelle méthode de type II pour la résolution du système linéaire(1.1.1)une méthode itérative où la suite des
itérés(x(k))k∈IN est donnée par :

{
Initialisation x(0) ∈ IRN

Itérationn M̃x(k+1) = Ñx(k) + b.
(1.5.30)

Remarque 1.28SiM̃x(k+1) = Ñx(k) +b pour toutk ∈ IN etx(k) −→ y quandn −→ +∞ alorsM̃y = Ñy+b,
c.à.d.(M̃ − Ñ)y = b et doncAy = b. En conclusion, si la méthode de type II converge, alors elleconverge bien
vers la solution du système linéaire.

Théorème 1.29 (Convergence de la méthode II)SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible,b ∈ IRN . SoientM̃
et Ñ ∈ MN (IR) des matrices telles queA = M̃ − Ñ etM̃ est inversible. Alors :

1. La méthode définie par(1.5.30)converge si et seulement siρ(M̃−1Ñ) < 1.

2. La méthode itérative définie par(1.5.30)converge si et seulement si il existe une norme induite notée‖ · ‖
telle que‖M̃−1Ñ‖ < 1.

Démonstration

1. Pour démontrer le point 1, il suffit de réécrire la méthode II avec le formalisme de la méthode I. En effet,

M̃x(k+1) = Ñx(k) + b⇐⇒ x(k+1) = M̃−1Ñx(k) + M̃−1b = Bx(k) + c,

avecB = M̃−1Ñ etc = M̃−1b.

2. Si il existe une norme induite notée‖ · ‖ telle que‖M̃−1Ñ‖ < 1, alors en vertu de la proposition 1.5,
ρ(M̃−1Ñ) < 1 et donc la méthode converge ce qui précède.
Réciproquement, si la méthode converge alorsρ(M̃−1Ñ) < 1, et donc il existeη > 0 tel queρ(M̃−1Ñ) =
1 − η. varepsilon Prenons maintenantε = η

2 et appliquons la proposition 1.6 : il existe une norme induite
‖ · ‖ telle que‖M̃−1Ñ‖ ≤ ρ(M̃−1Ñ) + ε < 1, ce qui démontre le résultat.

Pour trouver des méthodes itératives de résolution du système (1.1.1), on cherche donc une décomposition de la
matriceA de la forme :A = M̃ − Ñ , oùM̃ est inversible, telle que le systèmẽMy = d soit un système facile à
résoudre (par exemplẽM soit triangulaire).

Théorème 1.30 (Condition suffisante de convergence, méthode II) SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique
définie positive, et soient̃M et Ñ ∈ MN(IR) telles queA = M̃ − Ñ et M̃ est inversible. Si la matricẽM t + Ñ
est symétrique définie positive alorsρ(M̃−1Ñ) < 1, et donc la méthode II converge.
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DémonstrationOn rappelle (voir exercice (5) page 37) que siB ∈ MN (IR), et si‖ · ‖ est une norme induite sur
MN (IR) par une norme surIRN , on a toujoursρ(B) ≤ ‖B‖. On va donc chercher une norme surIRN , notée‖ ·‖∗
telle que

‖M̃−1Ñ‖∗ = max{‖M̃−1Ñx‖∗, x ∈ IRN , ‖x‖∗ = 1} < 1,

(où on désigne encore par‖.‖∗ la norme induite surMN(IR)) ou encore :

‖M̃−1Ñx‖∗ < ‖x‖∗, ∀x ∈ IRN , x 6= 0. (1.5.31)

On définit la norme‖·‖∗ par‖x‖∗ =
√
Ax · x, pour toutx ∈ IRN .CommeA est symétrique définie positive,‖·‖∗

est bien une norme surIRN , induite par le produit scalaire(x|y)A = Ax·y. On va montrer que la propriété (1.5.31)
est vérifiée par cette norme. Soitx ∈ IRN , x 6= 0, on a :‖M̃−1Ñx‖2

∗ = AM̃−1Ñx ·M̃−1Ñx.Or Ñ = M̃ −A, et
donc :‖M̃−1Ñx‖2

∗ = A(Id − M̃−1A)x · (Id − M̃−1A)x. Soity = M̃−1Ax ; remarquons quey 6= 0 carx 6= 0
etM̃−1A est inversible. Exprimons‖M̃−1Ñx‖2

∗ à l’aide dey.

‖M̃−1Ñx‖2
∗ = A(x− y) · (x− y) = Ax · x− 2Ax · y +Ay · y = ‖x‖2

∗ − 2Ax · y +Ay · y.
Pour que‖M̃−1Ñx‖2

∗ < ‖x‖2
∗ (et par suiteρ(M̃−1Ñ) < 1), il suffit donc de montrer que−2Ax · y+Ay · y < 0.

Or, commeM̃y = Ax, on a :−2Ax · y + Ay · y = −2M̃y · y + Ay · y. En écrivant :M̃y · y = y · M̃ ty =
M̃ ty · y, on obtient donc que :−2Ax · y + Ay · y = (−M̃ − M̃ t + A)y · y, et commeA = M̃ − Ñ on obtient
−2Ax · y + Ay · y = −(M̃ t + Ñ)y · y. CommeM̃ t + Ñ est symétrique définie positive par hypothèse et que
y 6= 0, on en déduit que−2Ax · y +Ay · y < 0, ce qui termine la démonstration.

Estimation de la vitesse de convergenceOn montre dans l’exercice 41 page 51 que si la suite(x(k))k∈IN ⊂
IR est donnée par une “méthode I" (voir définition 1.23 page 28) convergente,i.e. x(k+1) = Bx(k) + C (avec
ρ(B) < 1), et si on suppose quex est la solution du système (1.1.1), et quex(k) → x quandk → ∞, alors
‖x(k+1) − x‖
‖x(k) − x‖ −→ ρ(B) quandk → +∞ (sauf cas particuliers) indépendamment de la norme surIRN . Le rayon

spectralρ(B) de la matriceB est donc une bonne estimation de la vitesse de convergence. Pour estimer cette
vitesse de convergence lorsqu’on ne connaît pasx, on peut utiliser le fait (voir encore l’exercice 41 page 51)qu’on
a aussi

‖x(k+1) − x(k)‖
‖x(k) − x(k−1)‖ −→ ρ(B) lorsquen→ +∞,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la méthode par le calcul des itérés courants.

1.5.3 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR

Décomposition par blocs deA :

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systèmes linéaires à résoudre ont une structure “par blocs", et on
se sert de cette structure lors de la résolution par une méthode itérative.

Définition 1.31 SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. Une décomposition par blocs deA est définie par un
entierS ≤ N , des entiers(ni)i=1,...,S tels que

∑S
i=1 ni = N , etS2 matricesAi,j ∈ Mni,nj

(IR) (ensemble des
matrices rectangulaires àni lignes etnj colonnes, telles que les matricesAi,i soient inversibles pouri = 1, . . . , S
et
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A =















A1,1 A1,2 . . . . . . A1,S

A2,1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . AS−1,S

AS,1 . . . . . . AS,S−1 AS,S















(1.5.32)

Remarque 1.32

1. SiS = N etni = 1 ∀i ∈ {1, . . . , S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient.

2. SiA est symétrique définie positive, la conditionAi,i inversible dans la définition 1.31 est inutile carAi,i

est nécessairement symétrique définie positive donc inversible. Prenons par exemplei = 1 ; soit y ∈ IRn1 ,
y 6= 0 etx = (y, 0 . . . , 0)t ∈ IRN . AlorsA1,1y · y = Ax · x > 0 doncA1,1 est symétrique définie positive.

3. SiA est une matrice triangulaire par blocs, c.à.d. de la forme(1.5.32)avecAi,j = 0 si j > i, alors

det(A) =

S∏

i=1

det(Ai,i).

Par contre siA est décomposée en2 × 2 blocs carrés (i.e. tels queni = mj , ∀(i, j) ∈ {1, 2}), on a en
général :det(A) 6= det(A1,1)det(A2,2) − det(A1,2)det(A2,1).

Méthode de Jacobi

On peut remarquer que le choix le plus simple pour le systèmeM̃x = d soit facile à résoudre (on rappelle que c’est
un objectif de la mise sous forme méthode de type II) est de prendre pourM̃ une matrice diagonale. La méthode
de Jacobi4 consiste à prendre pour̃M la matrice diagonaleD formée par les blocs diagonaux deA :

D =















A1,1 0 . . . . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 AS,S















.

Dans la matrice ci-dessus,0 désigne un bloc nul.

4Carl Gustav Jakob Jacobi, (Potsdam, 1804 - Berlin, 1851), mathématicien allemand. Issu d’une famille juive, il étudie àl’Université de
Berlin, où il obtient son doctorat en 1825, à peine âgé de 21 ans. Sa thèse est une discussion analytique de la théorie des fractions. En 1829,
il devient professeur de mathématique à l’Université de Kï¿1

2
nigsberg, et ce jusqu’en 1842. Il fait une dépression, et voyage en Italie en 1843.

à son retour, il déménage à Berlin où il sera pensionnaire royal jusqu’à sa mort. Dans une lettre du 2 juillet 1830 adresséeà Legendre, Jacobi
écrit : ï¿1

2
M. Fourier avait l’opinion que le but principal des mathématiques était l’utilité publique et l’explication des phénomènes naturels ;

mais un philosophe comme lui aurait dû savoir que le but unique de la science, c’est l’honneur de l’esprit humain, et que sous ce titre, une
question de nombres vaut autant qu’une question du système du monde. ï¿1

2
L’expression est restée, et renvoie à un débat toujours d’actualité.
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On a alorsÑ = E + F , oùE etF sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et supérieurs de la matriceA :

E =















0 0 . . . . . . 0

−A2,1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
−AS,1 . . . . . . −AS,S−1 0















et

F =















0 −A1,2 . . . . . . −A1,S

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . −AS−1,S

0 . . . . . . 0 0















.

On a bienA = M̃ − Ñ et avecD,E etF définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi s’écrit :

{
x(0) ∈ IRN

Dx(k+1) = (E + F )x(k) + b.
(1.5.33)

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I, on aB = D−1(E + F ) ; on noteraJ cette matrice.
En introduisant la décomposition par blocs dex, solution recherchée de (1.1.1), c.à.d. :x = [x1, . . . , xS ]t, où
xi ∈ IRni , on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :







x0 ∈ IRN

Ai,ix
(k+1)
i = −

∑

j<i

Ai,jx
(k)
j −

∑

j>i

Ai,jx
(k)
j + bi i = 1, . . . , S. (1.5.34)

Si S = N etni = 1 ∀i ∈ {1, . . . , S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on obtient la méthode de
Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s’écrit donc :







x0 ∈ IRN

ai,ix
(k+1)
i = −

∑

j<i

ai,jx
(k)
j −

∑

j>i

ai,jx
(k)
j + bi i = 1, . . . , N. (1.5.35)

Méthode de Gauss-Seidel

L’idée de la méthode de Gauss-Seidel5 est d’utiliser le calcul des composantes de l’itéré(k + 1) dès qu’il est
effectué. Par exemple, pour calculer la deuxième composantex(k+1)

2 du vecteurx(k+1), on pourrait employer la

“nouvelle" valeurx(k+1)
1 qu’on vient de calculer plutôt que la valeurx(k)

1 comme dans (1.5.34) ; de même, dans le

calcul dex(k+1)
3 , on pourrait employer les “nouvelles" valeursx(k+1)

1 etx(k+1)
2 plutôt que les valeursx(k)

1 etx(k)
2 .

Cette idée nous suggère de remplacer dans (1.5.34)x
(k)
j parx(k+1)

j si j < i. On obtient donc l’algorithme suivant :

5Philipp Ludwig von Seidel (Zweibrï¿1
2

cken, Allemagne 1821 ? Munich, 13 August 1896) mathématicien allemand dont il est dit qu’il a
découvert en 1847 le concept crucial de la convergence uniforme en étudiant une démonstration incorrecte de Cauchy.
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{

x(0) ∈ IRN

Ai,ix
(k+1)
i = −∑j<i Ai,jx

(k+1)
j −∑i<j Ai,jx

(k)
j + bi, i = 1, . . . , S.

(1.5.36)

Notons que l’algorithme de Gauss–Seidel par points (cas ouS = N etni = 1) s’écrit donc :
{

x(0) ∈ IRN

ai,ix
(k+1)
i = −∑j<i ai,jx

(k+1)
j −∑i<j ai,jx

(k)
j + bi, i = 1, . . . , N.

(1.5.37)

La méthode de Gauss–Seidel s’écrit donc sous forme de méthode II avecM̃ = D − E et Ñ = F :
{
x0 ∈ IRN

(D − E)x(k+1) = Fx(k) + b.
(1.5.38)

Lorsqu’on écrit la méthode de Gauss–Seidel comme une méthode I, on aB = (D − E)−1F ; on noteraL1 cette
matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d’utiliser la méthode de Gauss-
Seidel pour calculer un itéré intermédiairex̃(k+1) qu’on “relaxe" ensuite pour améliorer la vitesse de convergence
de la méthode. On se donne0 < ω < 2, et on modifie l’algorithme de Gauss–Seidel de la manière suivante :







x0 ∈ IRN

Ai,ix̃
(k+1)
i = −

∑

j<i

Ai,jx
(k+1)
j −

∑

i<j

Ai,jx
(k)
j + bi

x
(k+1)
i = ωx̃

(k+1)
i + (1 − ω)x

(k)
i , i = 1, . . . , S.

(1.5.39)

(Pourω = 1 on retrouve la méthode de Gauss–Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant parAi,i la ligne 3 de l’algorithme (1.5.39)) :







x(0) ∈ IRN

Ai,ix
(k+1)
i = ω



−
∑

j<i

Ai,jx
(k+1)
j −

∑

j>i

Ai,jx
(k)
j + bi





+(1 − ω)Ai,ix
(k)
i .

(1.5.40)

On obtient donc
(D − ωE)x(k+1) = ωFx(k) + ωb+ (1 − ω)Dx(k).

L’algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode II avec

M̃ =
D

ω
− E et Ñ = F +

(
1 − ω

ω

)

D.

Il est facile de vérifier queA = M̃ − Ñ .

L’algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

B =

(
D

ω
− E

)−1

(F +

(
1 − ω

ω

)

D).

On noteraLω cette matrice.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 33 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



1.5. MÉTHODES ITÉRATIVES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
Remarque 1.33 (Méthode de Jacobi relaxée)On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir à ce sujet l’exercice 35 page 48). Cette méthode est toutefois
beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) quela méthode SOR.

En “symétrisant" le procédé de la méthode SOR, c.à.d. en effectuant les calculs SOR sur les blocs dans l’ordre 1
àN puis dans l’ordreN à 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR = Symmetric Successive
Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

B =

(
D

ω
− F

)−1(

E +
1 − ω

ω
D

)

︸ ︷︷ ︸

calcul dans l’ordre S...1

(
D

ω
− E

)−1(

F +
1 − ω

ω
D

)

︸ ︷︷ ︸

calcul dans l’ordre 1...S

.

Etude théorique de convergence

On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :

1. Les méthodes sont–elles convergentes?

2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence?

3. Peut-on estimer le coefficient de relaxationω optimal dans la méthode SOR, c.à.d. celui qui donnera la plus
grande vitesse de convergence?

On va maintenant donner des réponses, partielles dans certains cas, faute de mieux, à ces questions.

Convergence On rappelle qu’une méthode itérative de type I,i.e. écrite sous la formex(n+1) = Bx(n) + C
converge si et seulement siρ(B) < 1 (voir le théorème 1.26 page 28).

Théorème 1.34 (Sur la convergence de la méthode SOR)
SoitA ∈ MN(IR) qui admet une décomposition par blocs définie dans la définition 1.5.32 page 31 ; soientD
la matrice constituée par les blocs diagonaux,−E (resp.−F ) la matrice constituée par les blocs triangulaires
inférieurs (resp. supérieurs) ; on a donc :A = D − E − F . SoitLω la matrice d’itération de la méthode SOR (et
de la méthode de Gauss–Seidel pourω = 1) définie par :

Lω =

(
D

ω
− E

)−1(

F +
1 − ω

ω
D

)

, ω 6= 0.

Alors :

1. Siρ(Lω) < 1 alors0 < ω < 2.

2. Si on suppose de plus queA symétrique définie positive, alors :

ρ(Lω) < 1 si et seulement si0 < ω < 2.

En particulier, siA est une matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss–Seidel converge.

Démonstration du théorème 1.34 :

1. Calculonsdet(Lω). Par définition,

Lω = M̃−1Ñ, avecM̃ =
1

ω
D − E et Ñ = F +

1 − ω

ω
D.
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Donc det(Lω) = (det(M̃))−1det(Ñ). CommeM̃ et Ñ sont des matrices triangulaires par blocs, leurs
déterminants sont les produits des déterminants des blocs diagonaux (voir la remarque 1.32 page 31). On a
donc :

det(Lω) =
(1−ω

ω )Ndet(D)

( 1
ω )Ndet(D)

= (1 − ω)N .

Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit des valeurs propres de cette matrice (comptées avec leur
multiplicités algébriques), dont les valeurs absolues sont toutes, par définition, inférieures au rayon spectral.
On a donc :|det(Lω)| = |(1 − ω)N | ≤ (ρ(Lω))N , d’où le résultat.

2. Supposons maintenant queA est une matrice symétrique définie positive, et que0 < ω < 2. Montrons
queρ(Lω) < 1. Par le théorème 1.30 page 29, il suffit pour cela de montrer que M̃ t + Ñ est une matrice
symétrique définie positive. Or,

M̃ t =

(
D

ω
− E

)t

=
D

ω
− F,

M̃ t + Ñ =
D

ω
− F + F +

1 − ω

ω
D =

2 − ω

ω
D.

La matriceM̃ t + Ñ est donc bien symétrique définie positive.

Remarque 1.35 (Comparaison Gauss–Seidel/Jacobi)On a vu (théorème 1.34) que siA est une matrice symétrique
définie positive, la méthode de Gauss–Seidel converge. Par contre, même dans le cas oùA est symétrique définie
positive, il existe des cas où la méthode de Jacobi ne converge pas, voir à ce sujet l’exercice 30 page 46.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théorème précédent n’est que
partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétriques définies positives et que les méthodes Gauss-Seidel
et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthode de Jacobi pour les matrices à diagonale dominante
stricte, voir exercice 31 page 47, et un résultat de comparaison des méthodes pour les matrices tridiagonales par
blocs, voir le théorème 1.36 donné ci-après. Dans la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. . .

Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question est ici d’estimer le coefficient de relax-
ationω optimal dans la méthode SOR, c.à.d. le coefficientω0 ∈]0, 2[ (condition nécessaire pour que la méthode
SOR converge, voir théorème 1.34) tel queρ(Lω0) < ρ(Lω) ∀ω ∈]0, 2[.
D’après le paragraphe précédent ceω0 donnera la meilleure convergence possible pour SOR. On saitle faire dans le
cas assez restrictif des matrices tridiagonales par blocs.On ne fait ici qu’énoncer le résultat dont la démonstration
est donnée dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé en début de cours.

Théorème 1.36 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale)On considère une matriceA ∈ MN (IR) qui admet
une décomposition par blocs définie dans la définition 1.5.32page 31 ; on suppose que la matriceA est tridiago-
nale par blocs, c.à.d.Ai,j = 0 si |i− j| > 1 ; soientL1 etJ les matrices d’itération respectives des méthodes de
Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

1. ρ(L1) = (ρ(J))2 : la méthode de Gauss–Seidel converge (ou diverge) donc plusvite que celle de Jacobi.

2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itérationJ de la méthode de Jacobi sont
réelles. alors le paramètre de relaxation optimal, c.à.d. le paramètreω0 tel queρ(Lω0) = min{ρ(Lω), ω ∈
]0, 2[}, s’exprime en fonction du rayon spectralρ(J) de la matriceJ par la formule :

ω0 =
2

1 +
√

1 − ρ(J)2
> 1,

et on a :ρ(Lω0) = ω0 − 1.
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1.5.4 Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.à.d. des valeurs et vecteurs propres (voir Définition 1.4 page
6) d’une matrice sont essentielles dans de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques, voir à ce propos l’exemple célèbre du “Tacoma Bridge", décrit dans les livres
de M. Braun (en anglais) et M. Schatzman (en français) conseillés en début de cours.
On donne dans les exercices qui suivent deux méthodes assez classiques de recherche de valeurs propres d’une
matrice qui sont la méthode de la puissance (exercice 41 page51) et celui de la puissance inverse (exercice 42
page 52). Citons également une méthode très employée, la méthodeQR, qui est présente dans de nombreuses
bibliothèques de programmes. On pourra se référer aux ouvrages de Ph. Ciarlet et de M. Schatzman, de D. Serre
et de P. Lascaux et R. Theodor (voir introduction).

1.6 Exercices

Exercice 1 (Matrices symétriques définies positives)Suggestions en page 53, corrigé en page 57.

On rappelle que toute matriceA ∈ MN(IR) symétrique est diagonalisable dansIR (cf. lemme 1.11 page 8). Plus
précisément, on a montré en cours que, siA ∈ MN (IR) est une matrice symétrique, il existe une base deIRN ,
notée{f1, . . . , fN}, et il existeλ1, . . . , λN ∈ IR t.q.Afi = λifi, pour touti ∈ {1, . . . , N}, etfi · fj = δi,j pour
tout i, j ∈ {1, . . . , N} (x · y désigne le produit scalaire dex avecy dansIRN ).

1. SoitA ∈ MN (IR). On suppose queA est symétrique définie positive, montrer que les éléments diagonaux
deA sont strictements positifs.

2. SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique. Montrer queA est symétrique définie positive si et seulement si
toutes les valeurs propres deA sont strictement positives.

3. SoitA ∈ MN (IR). On suppose queA est symétrique définie positive. Montrer qu’on peut définir une unique
matriceB ∈ MN (IR), B symétrique définie positive t.q.B2 = A (on noteB = A

1
2 ).

Exercice 2 (Normes de l’Identité)

Soit Id la matrice “Identité" deMN(IR). Montrer que pour toute norme induite on a‖Id‖ = 1 et que pour toute
norme matricielle on a‖Id‖ ≥ 1.

Exercice 3 (Normes induites particulières)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 57.

SoitA = (ai,j)i,j∈{1,...,N} ∈ MN (IR).

1. On munitIRN de la norme‖·‖∞ etMN(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖·‖∞. Montrer
que‖A‖∞ = maxi∈{1,...,N}

∑N
j=1 |ai,j |.

2. On munitIRN de la norme‖ · ‖1 etMN(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖ · ‖1. Montrer
que‖A‖1 = maxj∈{1,...,N}

∑N
i=1 |ai,j |.

3. On munitIRN de la norme‖ · ‖2 etMN(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi‖ · ‖2. Montrer
que‖A‖2 = (ρ(AtA))

1
2 .

Exercice 4 (Norme non induite)

PourA = (ai,j)i,j∈{1,...,N} ∈ MN (IR), on pose‖A‖s = (
∑N

i,j=1 a
2
i,j)

1
2 .

1. Montrer que‖ · ‖s est une norme matricielle mais n’est pas une norme induite (pourN > 1).
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2. Montrer que‖A‖2

s = tr(AtA). En déduire que‖A‖2 ≤ ‖A‖s ≤
√
N‖A‖2 et que‖Ax‖2 ≤ ‖A‖s‖x‖2,

pour toutA ∈ MN (IR) et toutx ∈ IRN .

3. Chercher un exemple de norme non matricielle.

Exercice 5 (Rayon spectral)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 58.

On munitMN(IR) d’une norme, notée‖ · ‖. SoitA ∈ MN (IR).

1. Montrer queρ(A) < 1 si et seulement siAk → 0 quandk → ∞.

2. Montrer que :ρ(A) < 1 ⇒ lim supk→∞ ‖Ak‖ 1
k ≤ 1.

3. Montrer que :lim infk→∞ ‖Ak‖ 1
k < 1 ⇒ ρ(A) < 1.

4. Montrer queρ(A) = limk→∞ ‖Ak‖ 1
k .

5. On suppose ici que‖ · ‖ est une norme matricielle, déduire de la question précédente queρ(A) ≤ ‖A‖. On a
ainsi démontré la proposition 1.5.

Exercice 6 (Valeurs propres nulles d’un produit de matrices)

Soientp etn des entiers naturels non nuls tels quen ≤ p, et soientA ∈ Mn,p(IR) etB ∈ Mp,n(IR). (On rappelle
queMn,p(IR) désigne l’ensemble des matrices àn lignes etp colonnes.)

1. Montrer queλ est valeur propre non nulle deAB si et seulement siλ est valeur propre non nulle deBA.

2. Montrer que siλ = 0 est valeur propre deAB alorsλ est valeur propre nulle deBA.
(Il est conseillé de distinguer les casBx 6= 0 etBx = 0, oùx est un vecteur propre associé à laλ = 0
valeur propre deAB. Pour le deuxième cas, on pourra distinguer selon queImA = IRn ou non.)

3. Montrer en donnant un exemple queλ peut être une valeur propre nulle deBA sans être valeur propre de
AB.
(Prendre par exemplen = 1, p = 2.)

4. On suppose maintenant quen = p, déduire des questions 1. et 2. que l’ensemble des valeurs propres deAB
est égal à l’ensemble des valeurs propres de la matriceBA.

Exercice 7 (Rayon spectral)Corrigé en page 59.

Soit A ∈ MN(IR). Montrer que siA est diagonalisable, il existe une norme induite surMN(IR) telle que
ρ(A) = ‖A‖. Montrer par un contre exemple que ceci peut être faux siA n’est pas diagonalisable.

Exercice 8 (Sur le rayon spectral)

On définit les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

A =

(
1 1
1 1

)

, B =

(
−1 0
−1 −1

)

, C = A+B.

Calculer le rayon spectral de chacune des matricesA, B etC et en déduire que le rayon spectral ne peut être ni
une norme, ni même une semi-norme sur l’espace vectoriel desmatrices.

Exercice 9 (Série de Neumann)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 59.

SoientA ∈ MN(IR) et‖ · ‖ une norme matricielle.

1. Montrer que siρ(A) < 1, les matricesId−A et Id+A sont inversibles.

2. Montrer que la série de terme généralAk converge (vers(Id−A)−1) si et seulement siρ(A) < 1.
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Exercice 10 (Normes matricielles)

Soit‖.‖ une norme matricielle quelconque, et soitA ∈ MN (IR) telle queρ(A) < 1 (on rappelle qu’on noteρ(A)
le rayon spectral de la matriceA). Pourx ∈ IRN , on définit‖x‖∗ par :

‖x‖∗ =

∞∑

j=0

‖Ajx‖.

1. Montrer que l’application définie deIRN dansIR parx 7→ ‖x‖∗ est une norme.

2. Soitx ∈ IRN tel que‖x‖∗ = 1. Calculer‖Ax‖∗ en fonction de‖x‖, et en déduire que‖A‖∗ < 1.

3. On ne suppose plus queρ(A) < 1. Soit ε > 0 donné. Construire à partir de la norme‖.‖ une norme induite
‖.‖∗∗ telle que‖A‖∗∗ ≤ ρ(A) + ε.

Exercice 11 (DécompositionLDLt etLLt) Corrigé en page 60

1. SoitA =

(
2 1
1 0

)

.

Calculer la décompositionLDLt deA. Existe-t-il une décompositionLLt de A ?

2. Montrer que toute matrice deMN (IR) symétrique définie positive admet une décompositionLDLt.

3. Ecrire l’algorithme de décompositionLDLt. La matriceA =

(
0 1
1 0

)

admet-elle une décompositionLDLt ?

Exercice 12 (DécompositionLU etLLt de matrices3 × 3)

1. SoitA =







2 −1 4 0
4 −1 5 1
−2 2 −2 3
0 3 −9 4







. Donner la décompositionLU deA.

2. SoitB =







2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2







. Donner la décompositionLLt deB.

3. Que deviennent les coefficients nuls dans la décompositionLLt ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

Exercice 13 (Sur la méthodeLLt) Corrigé détaillé en page 62.

Soit A une matrice carrée d’ordreN , symétrique définie positive et pleine. On cherche à résoudre le système
A2x = b.
On propose deux méthodes de résolution de ce système :

1. CalculerA2, effectuer la décompositionLLt deA2, résoudre le systèmeLLtx = b.

2. Calculer la décompositionLLt deA, résoudre les systèmesLLty = b etLLtx = y.

Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessairespour chacune des deux méthodes et comparer.

Exercice 14 (DécompositionLLt d’une matrice tridiagonale symétrique)

SoitA ∈ MN (IR) symétrique définie positive et tridiagonale (i.e.ai,j = 0 si i− j > 1).
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1. Montrer queA admet une décompositionLLt, oùL est de la forme

L =











α1 0 . . . 0
β2 α2 0 . . . 0

0
. . .

. . . . . . 0
...

. . .
. . . . . .

...
0 · · · 0 βN αN











.

2. Donner un algorithme de calcul des coefficientsαi et βi, en fonction des coefficientsai,j , et calculer le
nombre d’opérations élementaires nécessaires dans ce cas.

3. En déduire la décompositionLLt de la matrice :

A =









1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2









.

4. L’inverse d’une matrice inversible tridiagonale est elle tridiagonale ?

Exercice 15 (Choleski pour matrice bande)Suggestions en page 53, corrigé en page 62

SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive.

1. On suppose ici queA est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de la factorisationLLt dans ce cas.

2. Même question siA est une matrice bande (c’est-à-direp diagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour la discrétisation de l’équation−u′′ = f
vue page 23. Même question pour la discrétisation de l’équation−∆u = f présentée page 25.

Exercice 16 (Un système par blocs)

Soit A ∈ MN (IR) une matrice carrée d’ordreN inversible,b, c, f ∈ IRN . Soientα et γ ∈ IR. On cherche à
résoudre le système suivant (avecx ∈ IRN , λ ∈ IR) :

Ax+ bλ = f,
c · x+ αλ = γ.

(1.6.41)

1. Ecrire le système (1.6.41) sous la forme :My = g, oùM est une matrice carrée d’ordreN + 1, y ∈ IRN+1,
g ∈ IRN+1. Donner l’expression deM , y etg.

2. Donner une relation entreA, b, c et α, qui soit une condition nécessaire et suffisante pour que le système
(1.6.41) soit inversible. Dans toute la suite, on supposeraque cette relation est vérifiée.

3. On propose la méthode suivante pour la résolution du système (1.6.41) :

(a) Soientz solution deAz = b, eth solution deAh = f .

(b) x = h− γ − c · h
α− c · z z, λ =

γ − c · h
α− c · z .

Montrer quex ∈ IRN etλ ∈ IR ainsi calculés sont bien solutions du système (1.6.41).

4. On suppose dans cette question queA est une matrice bande, dont la largeur de bande estp.

(a) Calculer le coût de la méthode de résolution proposée ci-dessus en utilisant la méthodeLU pour la
résolution des systèmes linéaires.
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(b) Calculer le coût de la résolution du systèmeMy = g par la méthodeLU (en profitant ici encore de la

structure creuse de la matriceA).

(c) Comparer et conclure.
Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieur est2Nq2, et les coûts sont donc comparables.

Exercice 17 (Propriétés générales du conditionnement)Corrigé détaillé en page 63.

Partie I
On munit IRN d’une norme, notée‖ · ‖, et MN(IR) de la norme induite, notée aussi‖ · ‖. Pour une matrice
inversibleA ∈ MN (IR), on notecond(A) = ‖A‖‖A−1‖.

1. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. Montrer quecond(A) ≥ 1.

2. Montrer quecond(αA) = cond(A) pour toutα ∈ IR⋆.

3. SoitA, B ∈ MN (IR) deux matrices inversibles. Montrer quecond(AB) ≤ cond(A)cond(B).

Partie II
On suppose maintenant queIRN est muni de la norme euclidienne usuelle‖ · ‖ = ‖ · ‖2 etMN(IR) de la norme
induite (notée aussi‖ · ‖2. On note alorscond2(A) conditionnement d’une matriceA inversible.

1. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. On noteσN [resp.σ1] la plus grande [resp. petite] valeur propre
deAtA (noter queAtA est une matrice symétrique définie positive). Montrer quecond2(A) =

√

σN/σ1.

2. On suppose maintenant queA est symétrique définie positive, montrer quecond2(A) = λN/λ1 où λN

[resp.λ1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre deA.

3. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. Montrer quecond2(A) = 1 si et seulement siA = αQ où
α ∈ IR⋆ etQ est une matrice orthogonale (c’est-à-direQt = Q−1).

4. SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible. On suppose queA = QR oùQ est une matrice orthogonale.
Montrer quecond2(A) = cond2(R).

5. SoitA, B ∈ MN (IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer quecond2(A+B) ≤ max{cond2(A), cond2(B)}
Exercice 18 (Minoration du conditionnement)

Soit‖ . ‖ une norme induite surMN (IR) et soitA ∈ MN(IR) telle que det(A) 6= 0.

1. Montrer que si‖A−B‖ < 1
‖A−1‖ , alorsB est inversible.

2. Montrer que cond(A) ≥ supB∈MN (IR)
detB=0

‖A‖
‖A−B‖

Exercice 19 (Minoration du conditionnement) Corrigé détaillé en page 65.

On note‖ · ‖ une norme matricielle surMN (IR). SoitA ∈ MN(IR) une matrice carrée inversible,cond(A) =
‖A‖‖A−1‖ le conditionnement deA, et soitδA ∈ MN (IR).

1. Montrer que siA+ δA est singulière, alors

cond(A) ≥ ‖A‖
‖δA‖ . (1.6.42)

2. On suppose dans cette question que la norme‖ · ‖ est la norme induite par la norme euclidienne surIRN .
Montrer que la minoration (1.6.42) est optimale, c’est-à-dire qu’il existeδA ∈ MN (IR) telle queA + δA
soit singulière et telle que l’égalité soit vérifiée dans (1.6.42).
[On pourra chercherδA de la forme

δA = − y x
t

xt x
,

avecy ∈ IRN convenablement choisi etx = A−1y.]
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3. On suppose ici que la norme‖ · ‖ est la norme induite par la norme infinie surIRN . Soitα ∈]0, 1[. Utiliser

l’inégalité (1.6.42) pour trouver un minorant, qui tend vers+∞ lorsqueα tend vers 0, decond(A) pour la
matrice

A =





1 −1 1
−1 α −α
1 α α



 .

Exercice 20 (Conditionnement du carré)

SoitA ∈ MN (IR) une matrice telle quedetA 6= 0.

1. Quelle relation existe-t-il en général entrecond (A2) et (cond A)2 ?

2. On suppose queA symétrique. Montrer quecond2 (A2) = (cond2A)2.

3. On suppose quecond2 (A2) = (cond2A)2. Peut-on conclure queA est symétrique ? (justifier la réponse.)

Exercice 21 (Calcul de l’inverse d’une matrice et conditionnement) Corrigé détaillé en page 66.

On note‖ · ‖ une norme matricielle surMN(IR). SoitA ∈ MN (IR) une matrice carrée inversible. On cherche ici
des moyens d’évaluer la précision de calcul de l’inverse deA.

1. On suppose qu’on a calculéB, approximation (en raison par exemple d’erreurs d’arrondi) de la matriceA−1.
On pose :







e1 =
‖B −A−1‖

‖A−1‖ , e2 =
‖B−1 −A‖

‖A‖

e3 = ‖AB − Id‖, e4 = ‖BA− Id‖
(1.6.43)

(a) Expliquer en quoi les quantitése1, e2, e3 et e4 mesurent la qualité de l’approximation deA−1.

(b) On suppose ici queB = A−1 + E, où‖E‖ ≤ ε‖A−1‖, et que

εcond(A) < 1.

Montrer que dans ce cas,

e1 ≤ ε, e2 ≤ εcond(A)

1 − εcond(A)
, e3 ≤ εcond(A) ete4 ≤ εcond(A).

(c) On suppose maintenant queAB − Id = E′ avec‖E′‖ ≤ ε < 1. Montrer que dans ce cas :

e1 ≤ ε, e2 ≤ ε

1 − ε
, e3 ≤ ε et e4 ≤ εcond(A).

2. On suppose maintenant que la matriceA n’est connue qu’à une certaine matrice d’erreurs près, qu’on note
δA.

(a) Montrer que la matriceA+ δA est inversible si‖δA‖ <
1

‖A−1‖ .

(b) Montrer que si la matriceA+ δA est inversible,

‖(A+ δA)−1 −A−1‖
‖(A+ δA)−1‖ ≤ cond(A)

‖δA‖
‖A‖ .

Exercice 22 (Discrétisation)

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 41 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



1.6. EXERCICES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
On considère la discrétisation à pas constant par le schéma aux différences finies symétrique à trois points (vu en
cours) du problème (1.4.21) page 23, avecf ∈ C([0, 1]). SoitN ∈ IN⋆, N impair. On poseh = 1/(N + 1). On
noteu est la solution exacte,xi = ih, pouri = 1, . . . , N les points de discrétisation, et(ui)i=1,...,N la solution du
système discrétisé (1.4.23).

1. Montrer que siu ∈ C4([0, 1], alors la propriété (1.4.22) est vérifiée, c.à.d. :

−u(xi+1) + u(xi−1) − 2u(xi)

h2
= −u′′(xi) +Ri avec|Ri| ≤

h2

12
‖u(4)‖∞.

2. Montrer que sif est constante, alors
max

1≤i≤N
|ui − u(xi)| = 0.

.

3. SoitN fixé, et max
1≤i≤N

|ui−u(xi)| = 0. A-t-on forcément quef est constante sur[0, 1] ? (justifier la réponse.)

Exercice 23 (IP-matrice) Corrigé en page 67

SoitN ∈ IN⋆, on noteMN (IR) l’ensemble des matrices deN lignes etN colonnes et à coefficients réels. Si
x ∈ IRN , on dit quex ≥ 0 [resp.x > 0] si toutes les composantes dex sont positives [resp. strictement positives].
SoitA ∈ MN (IR), on dit queA est une IP-matrice si elle vérifie la propriété suivante :

Si x ∈ IRN est tel queAx ≥ 0, alorsx ≥ 0,

ce qui peut encore s’écrire :{x ∈ IRN t.q.Ax ≥ 0} ⊂ {x ∈ IRN t.q.x ≥ 0}.

1. SoitA = (ai,j)i,j=1,...,N ∈ MN (IR). Montrer queA est une IP-matrice si et seulement siA est inversible et
A−1 ≥ 0 (c’est-à-dire que tous les coefficients deA−1 sont positifs).

2. SoitA =

(
a b
c d

)

une matrice réelle d’ordre 2. Montrer queA est une IP-matrice si et seulement si :






ad < bc,
a < 0, d < 0
b ≥ 0, c ≥ 0

ou







ad > bc,
a > 0, d > 0,
b ≤ 0, c ≤ 0.

(1.6.44)

3. Montrer que siA ∈ MN (IR) est une IP-matrice alorsAt (la transposée deA) est une IP-matrice.

4. Montrer que siA est telle que

ai,j ≤ 0, pour touti, j = 1, . . . , N, i 6= j,

ai,i >

N∑

j=1
j 6=i

|ai,j |, pour touti = 1, . . . , N, (1.6.45)

alorsA est une IP-matrice.

5. En déduire que siA est telle que

ai,j ≤ 0, pour touti, j = 1, . . . , N, i 6= j,

ai,i >

N∑

j=1
j 6=k

|aj,i|, pour touti = 1, . . . , N, (1.6.46)

alorsA est une IP-matrice.
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6. Montrer que siA ∈ MN (IR) est une IP-matrice et six ∈ IRN alors :

Ax > 0 ⇒ x > 0.

c’est-à-dire que{x ∈ IRN t.q.Ax > 0} ⊂ {x ∈ IRN t.q.x > 0}
7. Montrer, en donnant un exemple, qu’une matriceA deMN (IR) peut vérifier{x ∈ IRN t.q.Ax > 0} ⊂ {x ∈
IRN t.q.x > 0} et ne pas être une IP-matrice.

8. On suppose dans cette question queA ∈ MN (IR) est inversible et que{x ∈ IRN t.q.Ax > 0} ⊂ {x ∈ IRN

t.q.x > 0}. Montrer queA est une IP-matrice.

9. SoitE l’espace des fonctions continues surIR et admettant la même limite finie en+∞ et −∞. Soit L(E)
l’ensemble des applications linéaires continues deE dansE. Pourf ∈ E, on dit quef > 0 (resp.f ≥ 0) si
f(x) > 0 (resp.f(x) ≥ 0) pour toutx ∈ IR. Montrer qu’il existeT ∈ L(E) tel queTf ≥ 0 =⇒ f ≥ 0, etg ∈ E
tel queTg > 0 etg 6> 0 (ceci démontre que le raisonnement utilisé en 2 (b) ne marchepas en dimension infinie).

Exercice 24 (M-matrice)

Dans ce qui suit, toutes les inégalités écrites sur des vecteurs ou des matrices sont à entendre au sens composante
par composante.
SoitA = (ai,j)i,j=1,...,n une matrice carrée d’ordren. On dit queA est uneM -matrice siA est une IP-matrice (A
est inversible etA−1 ≥ 0, voir exercice 23) qui vérifie de plus

(a) ai,i > 0 pouri = 1, . . . , n ;

(b) ai,j ≤ 0 pouri, j = 1, . . . , n, i 6= j ;

1. SoitA une IP-matrice ; montrer queA est uneM -matrice si et seulement si la propriété (b) est vérifiée.

2. SoitA =

(
a b
c d

)

une matrice réelle d’ordre 2. Montrer queA est une M-matrice si et seulement si :






ad > bc,
a > 0, d > 0,
b ≤ 0, c ≤ 0.

(1.6.47)

3. Les matricesA =

(
−1 2

2 −1

)

etB =

(
2 −1

−1 2

)

sont-elles des IP-matrices ? des M-matrices ?

4. SoitA la matrice carrée d’ordre 3 définie par :

A =





2 −1 1
2

0 1 −1
−1 0 1





Montrer queA−1 ≥ 0 mais queA n’est pas uneM–matrice.

5. SoitA une matrice carrée d’ordren = m+ p, avecm, p ∈ IN tels quem ≥ 1 etp ≥ 1, vérifiant :

ai,i ≥ 0,
ai,j ≤ 0, pourj = 1, . . . , n, j 6= i,

ai,i +

n∑

j=1
j 6=i

ai,j = 0







pouri = 1, . . . ,m, (1.6.48)

ai,i = 1,
ai,j = 0, pourj = 1, . . . , n, j 6= i,

}

pouri = m+ 1, . . . , n. (1.6.49)
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∀i ≤ m, ∃(kℓ)ℓ=1,...,Li

; k1 = i, kLi
> m, etakℓ,kℓ+1

< 0, ∀ ℓ = 1, . . . , Li. (1.6.50)

Soit b ∈ IRn tel quebi = 0 pouri = 1, . . . ,m. On considère le système linéaire

Au = b (1.6.51)

5.1 Montrer que le système (1.6.51) admet une et une seule solution.

5.2 Montrer queu est tel quemink=m+1,n bk ≤ ui ≤ maxk=m+1,n bk. (On pourra pour simplifier supposer que
les équations sont numérotées de telle sorte quemink=m+1,n bk = bm+2 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn = maxk=m+1,n bk.)

6. On considère le problème de Dirichlet suivant :

−u′′ = 0 sur [0, 1] (1.6.52a)

u(0) = −1 (1.6.52b)

u(1) = 1. (1.6.52c)

6.1 Calculer la solution exacteu de ce problème et vérifier qu’elle reste comprise entre -1 et 1.

6.2 Soitm > 1 et soientA etb et la matrice et le second membre du système linéaire d’ordren = m+2 obtenu par
discrétisation par différences finies avec un pas uniformeh = 1

m du problème (1.6.52) (en écrivant les conditions
aux limites dans le système). Montrer que la solutionU ∈ IRn du systèmeAU = b vérifie−1 ≤ ui ≤ 1.

Exercice 25 (Valeurs propres du Laplacien discret 1D)Suggestions en page 54, corrigé détaillé en page 68.

Soit f ∈ C([0, 1]). SoitN ∈ IN⋆,N impair. On poseh = 1/(N + 1). SoitA la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du problème (1.4.21) page 23.
1. Montrer queA est symétrique définie positive.
2. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres deA. [On pourra commencer par chercherλ ∈ IR et
ϕ ∈ C2(IR, IR) (ϕ non identiquement nulle) t.q.−ϕ′′(x) = λϕ(x) pour toutx ∈]0, 1[ etϕ(0) = ϕ(1) = 0].
3. Calculercond2(A) et montrer queh2cond2(A) → 4

π2 lorsqueh→ 0.

Exercice 26 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.)

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du problème aux limites suivant :

−u′′(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = u(1) = 0.

(1.6.53)

Soit N ∈ IN⋆. On noteU = (uj)j=1,...,N une “valeur approchée” de la solutionu du problème (1.6.53) aux

points
(

j
N+1

)

j=1,...,N
. On rappelle que la discrétisation par différences finies dece problème consiste à chercher

U comme solution du système linéaireAU =
(

f( j
N+1 )

)

j=1,...,N
où la matriceA ∈ MN (IR) est définie par

A = (N + 1)2B + Id, Id désigne la matrice identité et

B =












2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 . . . 0 −1 2
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1. (Valeurs propres de la matriceB.)

On rappelle que le problème aux valeurs propres

−u′′(x) = λu(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = u(1) = 0.

(1.6.54)

admet la famille(λk, uk)k∈IN∗ , λk = (kπ)2 etuk(x) = sin(kπx) comme solution. Montrer que les vecteurs

Uk =
(

uk( j
N+1 )

)

j=1,...,N
sont des vecteurs propres de la matriceB. En déduire toutes les valeurs propres

de la matriceB.

2. En déduire les valeurs propres de la matriceA.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matriceA.

Exercice 27 (Conditionnement “efficace".)Suggestions en page 54, corrigé en page 69.

Soit f ∈ C([0, 1]). SoitN ∈ IN⋆,N impair. On poseh = 1/(N + 1). SoitA la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du problème (1.4.21) page 23.

Pouru ∈ IRN , on noteu1, . . . , uN les composantes deu. Pouru ∈ IRN , on dit queu ≥ 0 si ui ≥ 0 pour tout
i ∈ {1, . . . , N}. Pouru, v ∈ IRN , on noteu · v =

∑N
i=1 uivi.

On munitIRN de la norme suivante : pouru ∈ IRN , ‖u‖ = max{|ui|, i ∈ {1, . . . , N}}. On munit alorsMN (IR)
de la norme induite, également notée‖ · ‖, c’est-à-dire‖B‖ = max{‖Bu‖, u ∈ IRN t.q. ‖u‖ = 1}, pour tout
B ∈ MN(IR).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur l’erreur relative

1. (Existence et positivité deA−1) Soientb ∈ IRN et u ∈ IRN t.q.Au = b. Remarquer queAu = b peut
s’écrire :

{
1
h2 (ui − ui−1) + 1

h2 (ui − ui+1) = bi, ∀i ∈ {1, . . . , N},
u0 = uN+1 = 0.

(1.6.55)

Montrer queb ≥ 0 ⇒ u ≥ 0. [On pourra considèrerp ∈ {0, . . . , N+1} t.q.up = min{uj, j ∈ {0, . . . , N+
1}.]

En déduire queA est inversible.

2. (Préliminaire. . . ) On considère la fonctionϕ ∈ C([0, 1], IR) définie parϕ(x) = (1/2)x(1 − x) pour tout
x ∈ [0, 1]. On définit alorsφ ∈ IRN parφi = φ(ih) pour touti ∈ {1, . . . , N}. Montrer que(Aφ)i = 1 pour
tout i ∈ {1, . . . , N}.

3. (calcul de‖A−1‖) Soientb ∈ IRN et u ∈ IRN t.q. Au = b. Montrer que‖u‖ ≤ (1/8)‖b‖ [Calculer
A(u ± ‖b‖φ) avecφ défini à la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ‖A−1‖ ≤ 1/8 puis
montrer que‖A−1‖ = 1/8.

4. (calcul de‖A‖) Montrer que‖A‖ = 4
h2 .

5. (Conditionnement pour la norme‖ · ‖). Calculer‖A−1‖‖A‖. Soientb, δb ∈ IRN . Soientu, δu ∈ IRN t.q.

Au = b etA(u + δu) = b+ δb. Montrer que
‖δu‖
‖u‖ ≤ ‖A−1‖‖A‖‖δb‖‖b‖ .

Montrer qu’un choix convenable deb et δb donne l’égalité dans l’inégalité précédente.

Partie II Borne réaliste sur l’erreur relative : Conditionnement “efficace"

On se donne maintenantf ∈ C([0, 1], IR) et on suppose (pour simplifier. . . ) quef(x) > 0 pour toutx ∈]0, 1[. On
prend alors, dans cette partie,bi = f(ih) pour touti ∈ {1, . . . , N}. On considère aussi le vecteurϕ défini à la
question2 de la partie I.
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1. Montrer que

h
N∑

i=1

biϕi →
∫ 1

0

f(x)φ(x)dx quandN → ∞

et que
N∑

i=1

biϕi > 0 pour toutN ∈ IN ∗ .

En déduire qu’il existeα > 0, ne dépendant que def , t.q.h
∑N

i=1 biϕi ≥ α pour toutN ∈ IN⋆.

2. Soitu ∈ IRN t.q.Au = b. Montrer queN‖u‖ ≥∑N
i=1 ui = u · Aϕ ≥ α

h (avecα donné à la question 1).

Soitδb ∈ IRN et δu ∈ IRN t.q.A(u + δu) = b+ δb. Montrer que
‖δu‖
‖u‖ ≤ ‖f‖L∞(]0,1[)

8α

‖δb‖
‖b‖ .

3. Comparer‖A−1‖‖A‖ (question I.5) et
‖f‖L∞(]0,1[)

8α
(question II.2) quandN est “grand" (ou quandN →

∞).

Exercice 28 (Méthode itérative du “gradient à pas fixe"6) Suggestions en page 54

Soit A ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive,b ∈ IRN et α ∈ IR. Pour trouver la solution de
Ax = b, on considère la méthode itérative suivante :
– Initialisation :x(0) ∈ IRN ,
– Iterations :x(n+1) = x(n) + α(b −Ax(n)).

1. Pour quelles valeurs deα (en fonction des valeurs propres deA) la méthode est-elle convergente?

2. Calculerα0 (en fonction des valeurs propres deA) t.q.ρ(Id− α0A) = min{ρ(Id− αA), α ∈ IR}.

Exercice 29 (Une matrice cyclique)Suggestions en page 54, corrigé en page 71

Soitα ∈ IR et soitA ∈ M4(IR) la matrice définie par

A =







α −1 0 −1
−1 α −1 0

0 −1 α −1
−1 0 −1 α







Cette matrice est dite cyclique : chaque ligne de la matrice peut être déduite de la précédente en décalant chaque
coefficient d’une position.

1. Déterminer les valeurs propres deA.

2. Pour quelles valeurs deα la matriceA est-elle symétrique définie positive ? singulière ?

3. On suppose ici queα 6= 0. Soitb = (b1, b2, b3, b4)
t ∈ IR4 donné. On considère la méthode de Jacobi pour

la résolution du systèmeAx = b. Soit(x(n))n∈IN la suite de vecteurs donnés par l’algorithme. On notex
(n)
i

pouri = 1, . . . , 4 les composantes dex(n). Donner l’expression dex(n+1)
i , i = 1, . . . , 4, en fonction dex(n)

i

etb(n)
i , i = 1, . . . , 4. Pour quelles valeurs deα la méthode de Jacobi converge-t-elle?

4. On suppose maintenant queA est symétrique définie positive. Reprendre la question précédente pour la
méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 30 (Non convergence de la méthode de Jacobi)Suggestions en page 55.
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Soita ∈ IR et

A =





1 a a
a 1 a
a a 1





Montrer queA est symétrique définie positive si et seulement si−1/2 < a < 1 et que la méthode de Jacobi
converge si et seulement si−1/2 < a < 1/2.

Exercice 31 (Jacobi pour les matrices à diagonale dominantestricte) Suggestions en page 55, corrigé en page
73

SoitA = (ai,j)i,j=1,...,N ∈ MN (IR) une matrice à diagonale dominante stricte (c’est-à-dire|ai,i| >
∑

j 6=i |ai,j |
pour touti = 1, . . . , N ). Montrer queA est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculer la solution de
Ax = b) converge.

Exercice 32 (Jacobi pour pour un problème de diffusion )

Soit f ∈ C([0, 1]) ; on considère le système linéaireAx = b issu de la discrétisation par différences finies de pas
uniforme égal àh = 1

N+1 du problème suivant :
{

−u′′(x) + αu(x) = f(x), x ∈ [0, 1],
u(0) = 0, u(1) = 1,

(1.6.56)

oùα ≥ 0.

1. Donner l’expression deA etb.

2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée à la résolutionde ce système converge (distinguer les casα > 0
etα = 0).

Exercice 33 (Jacobi et diagonale dominance forte)Corrigé en page 74

On considère une matriceA ∈ MN (IR) inversible.

1. Montrer que siA est symétrique définie positive alors tous ses coefficients diagonaux sont strictement posi-
tifs. En déduire que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. On suppose maintenant que la matrice diagonale extraite deA, notéeD, est inversible. On suppose de plus
que

∀i = 1, . . . , N, |ai,i| ≥
∑

j 6=i

|ai,j | et∃i0; |ai0,i0 | >
∑

j 6=i0

|ai,j |.

(On dit que la matrice est à diagonale fortement dominante).SoitJ la matrice d’itération de la méthode de
Jacobi.

(a) Montrer queρ(J) ≤ 1.

(b) Montrer que siJx = λx avec|λ| = 1, alorsxi = ‖x‖, ∀i = 1, . . . , N. En déduire quex = 0 et que la
méthode de Jacobi converge.

(c) Retrouver ainsi le résultat de la question 2 de l’exercice 32.

Exercice 34 (Diagonalisation dansIR )

SoitE un espace vectoriel réel de dimensionN ∈ IN muni d’un produit scalaire, noté(·, ·). SoientT et S deux
applications linéaires symétriques deE dansE (T symétrique signifie(Tx, y) = (x, T y) pour tousx, y ∈ E). On
suppose queT est “définie positive" (c’est-à-dire(Tx, x) > 0 pour toutx ∈ E \ {0}).
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1. Montrer queT est inversible. Pourx, y ∈ E, on pose(x, y)T = (Tx, y). Montrer que l’application(x, y) →

(x, y)T définit un nouveau produit scalaire surE.

2. Montrer queT−1S est symétrique pour le produit scalaire défini à la question précédente. En déduire, avec
le lemme 1.11 page 8, qu’il existe une base deE, notée{f1, . . . , fN}, et il existe{λ1, . . . , λN} ⊂ IR t.q.
T−1Sfi = λifi pour touti ∈ {1, . . . , N} et t.q.(Tfi/fj) = δi,j pour touti, j ∈ {1, . . . , N}.

Exercice 35 (Méthode de Jacobi et relaxation) Suggestions en page 55, corrigé en page 75

SoitN ≥ 1. SoitA = (ai,j)i,j=1,...,N ∈ MN (IR) une matrice symétrique. On noteD la partie diagonale deA,
−E la partie triangulaire inférieure deA et−F la partie triangulaire supérieure deA, c’est-à-dire :

D = (di,j)i,j=1,...,N , di,j = 0 si i 6= j, di,i = ai,i,
E = (ei,j)i,j=1,...,N , ei,j = 0 si i ≤ j, ei,j = −ai,j si i > j,
F = (fi,j)i,j=1,...,N , fi,j = 0 si i ≥ j, fi,j = −ai,j si i < j.

Noter queA = D − E − F . Soit b ∈ IRN . On cherche à calculerx ∈ IRN t.q.Ax = b. On suppose queD est
définie positive (noter queA n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici à la méthode de Jacobi (par points),
c’est–à–dire à la méthode itérative suivante :

Initialisation. x(0) ∈ IRN

Itérations. Pourn ∈ IN,Dx(n+1) = (E + F )x(n) + b.

On poseJ = D−1(E + F ).

1. Montrer, en donnant un exemple avecN = 2, queJ peut ne pas être symétrique.

2. Montrer queJ est diagonalisable dansIR et, plus précisement, qu’il existe une base deIRN , notée{f1, . . . ,
fN}, et il existe{µ1, . . . , µN} ⊂ IR t.q.Jfi = µifi pour touti ∈ {1, . . . , N} et t.q.Dfi · fj = δi,j pour
tout i, j ∈ {1, . . . , N}.

En ordonnant les valeurs propres deJ , on a doncµ1 ≤ . . . ≤ µN , on conserve cette notation dans la suite.

3. Montrer que la trace deJ est nulle et en déduire queµ1 ≤ 0 etµN ≥ 0.

On suppose maintenant queA et2D −A sont symétriques définies positives et on posex = A−1b.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-à-direx(n) → x quandn→ ∞). [Utiliser un
théorème du cours.]

On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
ω > 0, on considère la méthode suivante :
Initialisation. x(0) ∈ IRN

Itérations. Pourn ∈ IN,Dx̃(n+1) = (E + F )x(n) + b, x(n+1) = ωx̃(n+1) + (1 − ω)x(n).

5. Calculer les matricesMω (inversible) etNω telles queMωx
(n+1) = Nωx

(n) + b pour toutn ∈ IN, en
fonction deω,D etA. On note, dans la suiteJω = (Mω)−1Nω.

6. On suppose dans cette question que(2/ω)D − A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-à-dire quex(n) → x quandn→ ∞.)

7. Montrer que(2/ω)D −A est symétrique définie positive si et seulement siω < 2/(1 − µ1).

8. Calculer les valeurs propres deJω en fonction de celles deJ . En déduire, en fonction desµi, la valeur
“optimale" deω, c’est-à-dire la valeur deω minimisant le rayon spectral deJω.

Exercice 36 (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridiagonale)
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SoitA = (ai,j)i,j=1,...,N ∈ MN (IR) une matrice carrée d’ordreN tridiagonale, c’est-à-dire telle queai,j = 0 si
|i− j| > 1, et telle que la matrice diagonaleD = diag(ai,i)i=1,...,N soit inversible. On noteA = D − E − F où
−E (resp.−F ) est la partie triangulaire inférieure (resp. supérieure)deA, et on noteJ etG les matrices d’itération
des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel associées à la matriceA.

1.a. Pourµ ∈ Cl , λ 6= 0 etx ∈ Cl N , on note

xµ = (x1, µx2, . . . , µ
k−1xk, µ

N−1xN )t.

Montrer que siλ est valeur propre deJ associée au vecteur proprex, alorsxµ vérifie (µE + 1
µF )xµ = λDxµ. En

déduire que siλ 6= 0 est valeur propre deJ alorsλ2 est valeur propre deG.

1.b Montrer que siλ2 est valeur propre non nulle deG, alorsλ est valeur propre deJ .

2. Montrer queρ(G) = ρ(J)2. En déduire que lorsqu’elle converge, la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution
du systèmeAx = b converge plus rapidement que la méthode de Jacobi.

3. SoitLω la matrice d’itération de la méthode SOR associée àA. Montrer queλ est valeur propre deJ si et
seulement siνω est valeur propre deLω, oùνω = µ2

ω etµω vérifieµ2
ω − λωµω + ω − 1 = 0.

En déduire que
ρ(Lω) = max

λ valeur propre deJ
{|µω|;µ2

ω − λωµω + ω − 1 = 0}.

Exercice 37 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulières) Suggestions en page 55, corrigé en page 77

On noteMN (IR) l’ensemble des matrices carrées d’ordreN à coefficients réels, etId la matrice identité dans
MN (IR). SoitA = [ai,j ]i,j=1,...,N ∈ MN (IR). On suppose que :

ai,j ≤ 0, ∀i, j = 1, . . . , N, i 6= j, (1.6.57)

ai,i > 0, ∀i = 1, . . . , N. (1.6.58)
N∑

i=1

ai,j = 0, ∀j = 1, . . . , N. (1.6.59)

Soitλ ∈ IR∗
+.

1. Pourx ∈ IRN , on définit

‖x‖A =

N∑

i=1

ai,i|xi|.

Montrer que‖ · ‖A est une norme surIRN .

2. Montrer que la matriceλId +A est inversible.

3. On considère le système linéaire suivant :

(λId +A)u = b (1.6.60)

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de la solution de ce système définit une suite(u(k))k∈N ⊂
IRN .

4. Montrer que la suite(u(k))k∈IN vérifie :

‖u(k+1) − u(k)‖A ≤ (
1

1 + α
)k‖u(1) − u(0)‖A,

oùα = mini=1,...,N ai,i.
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5. Montrer que la suite(u(k))k∈IN est de Cauchy, et en déduire qu’elle converge vers la solution du système

(1.6.60).

Exercice 38 (Une méthode itérative particulière)

Soientα1, . . . , αn des réels strictement positifs, etA la matricen× n de coefficientsai,j définis par :







ai,i = 2 + αi

ai,i+1 = ai,i−1 = −1

ai,j = 0 pour tous les autres cas.

Pourβ > 0 on considère la méthode itérativeMx(k+1) = Nx(k) + b avecA = M − N etN = diag(β − αi)
(c.à.dβ − αi pour les coefficients diagonaux, et 0 pour tous les autres).

1. Soitλ ∈ C une valeur propre de la matriceM−1N ; montrer qu’il existe un vecteurx ∈ Cn non nul tel que
Nx ·x = λMx ·x (oùx désigne le conjugué dex). En déduire que toutes les valeurs propres de la matriceM−1N
sont réelles.

2. Montrer que le rayon spectralρ(M−1N) de la matrice vérifie :ρ(M−1N) ≤ maxi=1,n
|β − αi|

β

3. Déduire de la question 1. que siβ >
α

2
, oùα = maxi=1,n αi, alorsρ(M−1N) < 1, et donc que la méthode

itérative converge.

4. Trouver le paramètreβ minimisantmaxi=1,n
|β − αi|

β
.

(On pourra d’abord montrer que pour toutβ > 0, |β − αi| ≤ max(β − α, ᾱ − β) pour touti = 1, . . . , n, avec
α = mini=1,...,n αi et ᾱ = maxi=1,...,n αi et en déduire quemaxi=1,n |β − αi| = max(β − α, ᾱ− β)) .

Exercice 39 (Une matrice3 × 3) Suggestions en page 55, corrigé en page 79

SoitA ∈M3(IR) définie parA = Id− E − F avec

E = −





0 2 0
1 0 0
0 0 0



 , etF = −





0 0 0
0 0 0
1 1 0



 .

1. Montrer queA est inversible.

2. Soit0 < ω < 2. Montrer que pour( 1
ω Id− E) est inversible si et seulement siω 6=

√
2/2.

Pour0 < ω < 2, ω 6=
√

2/2, on considère la méthode itérative (pour trouver la solution deAx = b)
suivante :

(
1

ω
Id− E)xn+1 = (F +

1 − ω

ω
Id)xn + b.

Il s’agit donc de la “méthode I" du cours avecB = Lω = ( 1
ω Id− E)−1(F + 1−ω

ω Id).

3. Calculer, en fonction deω, les valeurs propres deLω et son rayon spectral.

4. Pour quelles valeurs deω la méthode est-elle convergente? Déterminerω0 ∈]0, 2[ t.q.ρ(Lω0) = min{ρ(Lω),
ω ∈]0, 2[, ω 6=

√
2/2}.

Exercice 40 (Méthode des directions alternées)
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SoitN ∈ IN etN ≥ 1, SoitA ∈ MN (IR) une matrice carrée d’ordreN symétrique inversible etb ∈ IRN .
On cherche à calculeru ∈ IRN , solution du système linéaire suivant :

Au = b, (1.6.61)

On suppose connues des matricesX et Y ∈ MN (IR), symétriques. Soitα ∈ IR∗
+, choisi tel queX + αId et

Y + αId soient définies positives (oùId désigne la matrice identité d’ordreN ) etX + Y + αId = A.

Soitu(0) ∈ IRN , on propose, pour résoudre (1.6.61), la méthode itérative suivante :
{

(X + αId)u(k+1/2) = −Y u(k) + b,
(Y + αId)u(k+1) = −Xu(k+1/2) + b.

(1.6.62)

1. Montrer que la méthode itérative (1.6.62) définit bien unesuite(u(k))k∈IN et que cette suite converge vers la
solutionu de (1.1.1) si et seulement si

ρ
(
(Y + αId)−1X(X + αId)−1Y

)
< 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’ordreN , ρ(M) désigne le rayon spectral de la matriceM .)

2. Montrer que si les matrices(X + α
2 Id) et (Y + α

2 Id) sont définies positives alors la méthode (1.6.62)
converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas obligatoire) suivre la démarche suivante :

(a) Montrer que

ρ
(
(Y + αId)−1X(X + αId)−1Y

)
= ρ
(
X(X + αId)−1Y (Y + αId)−1

)
.

(On pourra utiliser l’exercice 6 page 37).

(b) Montrer que

ρ
(
X(X + αId)−1Y (Y + αId)−1

)
≤ ρ
(
X(X + αId)−1

)
ρ
(
Y (Y + αId)−1

)
.

(c) Montrer queρ
(
X(X + αId)−1

)
< 1 si et seulement si la matrice(X + α

2 Id) est définie positive.

(d) Conclure.

3. Soitf ∈ C([0, 1] × [0, 1]) et soitA la matrice carrée d’ordreN = M ×M obtenue par discrétisation de
l’équation−∆u = f sur le carré[0, 1] × [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogènesu = 0
sur∂Ω, par différences finies avec un pas uniformeh = 1

M , etb le second membre associé.

(a) Donner l’expression deA et b.

(b) Proposer des choix deX , Y etα pour lesquelles la méthode itérative (1.6.62) converge dans ce cas et
qui justifient l’appellation “méthode des directions alternées" qui lui est donnée.

Exercice 41 (Méthode de la puissance)Suggestions en page 56, corrigé en page 80

1. SoitA ∈ MN(IR) une matrice symétrique. SoitλN ∈ IR valeur propre deA t.q. |λN | = ρ(A) et soit
x(0) ∈ IRN . On suppose que−λN n’est pas une valeur propre deA et quex(0) n’est pas orthogonal à
Ker(A− λNId). On définit la suite(x(n))n∈IN parx(n+1) = Ax(n) pourn ∈ IN. Montrer que

(a) x(n)

(λN )n → x, quandn→ ∞, avecx 6= 0 etAx = λNx.

(b) ‖x(n+1)‖
‖x(n)‖ → ρ(A) quandn→ ∞.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance".
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2. SoitA ∈ MN(IR) une matrice inversible etb ∈ IRN . Pour calculerx t.q.Ax = b, on considère la méthode

itérative appelée “méthode I" en cours, et on supposeB symétrique. Montrer que, sauf cas particuliers à
préciser,

(a) ‖x(n+1)−x‖
‖x(n)−x‖ → ρ(B) quandn→ ∞ (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence).

(b) ‖x(n+1)−x(n)‖
‖x(n)−x(n−1)‖ → ρ(B) quandn→ ∞ (ceci permet d’estimerρ(B) au cours des itérations).

Exercice 42 (Méthode de la puissance inverse)Suggestions en page 56.

SoientA ∈ MN (IR) une matrice symétrique etλ1, . . . , λp (p ≤ N ) les valeurs propres deA. Soiti ∈ {1, . . . , p},
on cherche à calculerλi. Soitx(0) ∈ IRN . On suppose quex(0) n’est pas orthogonal àKer(A−λiId). On suppose
également connaîtreµ ∈ IR t.q. 0 < |µ − λi| < |µ − λj | pour toutj 6= i. On définit la suite(x(n))n∈IN par
(A− µId)x(n+1) = x(n) pourn ∈ IN. Montrer que

1. x(n)(λi − µ)n → x, quandn→ ∞, avecx 6= 0 etAx = λix.

2. ‖x(n+1)‖
‖x(n)‖ → 1

|µ−λi| quandn→ ∞.
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1.7 Suggestions

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives)

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéaires associés.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particulières)

1. Pour montrer l’égalité, prendrex tel quexj = sign(ai0,j) oùi0 est tel que
∑

j=1,...,N |ai0,j | ≥
∑

j=1,...,N |ai,j |,
∀i = 1, . . . , N , etsign(s) désigne le signe des.

2. Pour montrer l’égalité, prendrex tel quexj0 = 1 et xj = 0 si j 6= j0, où j0 est tel que
∑

i=1,...,N |ai,j0 | =
maxj=1,...,N

∑

i=1,...,N |ai,j |.

3. Utiliser le fait queAtA est une matrice symétrique positive pour montrer l’inégalité, et pour l’égalité, prendre
pourx le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre deA.

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Pour le sens direct, utiliser la proposition 1.6 page 6 du cours.

2. On rappelle quelim supk→+∞ uk = limk→+∞ supn≥k un, etlim infk→+∞ uk = limk→+∞ infn≥k un. Utiliser
la question 1.

3. Utiliser le fait quelim infk→+∞ uk est une valeur d’adhérence de la suite(uk)k∈IN (donc qu’il existe une suite
extraite(ukn

)n∈IN telle queuukn
→ lim infk→+∞ uk lorsquek → +∞.

4. Raisonner avec1αA oùα ∈ IR+ est tel queρ(A) < α et utiliser la question 2 pour déduire que

lim sup
k→+∞

‖Ak‖ 1
k ≤ ρ(A).

Raisonner ensuite avec1βA oùβ ∈ IR+ est tel quelim infk→+∞ ‖Ak‖ 1
k < β et utiliser la question 3.

Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)

1. Montrer que siρ(A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre deId+A etId−A.

2. Utiliser le résultat de la question 1 de l’exercice 5.

Exercice 15 page 39

2. Soitq le nombre de sur- ou sous-diagonales (p = 2q + 1). Compter le nombrecq d’opérations nécessaires pour
le calcul des colonnes 1 àq et N − q + 1 à N , puis le nombredn d’opérations nécessaires pour le calcul des
colonnesn = q+ 1N − q. En déduire l’estimation sur le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de toutes
les colonnes,Zp(N), par :

2cq ≤ Zp(N)2cq +

N−q
∑

n=q+1

cn.
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Exercice 17 page 40 (Propriétés générales du conditionnement)

Partie II
1. On rappelle que siA a comme valeurs propresλ1, . . . , λN , alorsA−1 a comme valeurs propresλ−1

1 , . . . , λ−1
N

etAt a comme valeurs propresλ1, . . . , λN .
2. Utiliser le fait queAAt est diagonalisable.

5. Soient0 < λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λN et0 < µ1 ≤ µ2 . . . ≤ µN les valeurs propres deA etB (qui sont s.d.p.). Montrer
d’abord que :

cond2(A+ B) ≤ λN + µN

λ1 + µ1
.

Montrer ensuite que
a+ b

c+ d
≤ max(

a

c
,
b

d
), ∀(a, b, c, d) ∈ (IR∗

+)4.

et conclure

Exercice 25 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres deA.)

Chercher les vecteurs propresΦ ∈ IRN deA sous la formeΦj = ϕ(xj), j = 1, . . . , N oùϕ est introduite dans
les indications de l’énoncé. Montrer que les valeurs propres associées à ces vecteurs propres sont de la forme :

λk =
2

h2
(1 − cos kπh) =

2

h2
(1 − cos

kπ

N + 1
).

Exercice 27 page 45 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer queA est inversible, utiliser le théorème du rang.

2. Utiliser le fait queϕ est un polynôme de degré 2.

3. Pour montrer que‖A−1‖ =
1

8
, remarquer que le maximum deϕ est atteint enx = .5, qui correspond à un point

de discrétisation carN est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait queAφ = (1 . . . 1)t.

Exercice 28 page 46(Méthode itérative du “gradient à pas fixe".)

1. Calculer le rayon spectralρ(B) de la matrice d’itérationB = Id−αA. Calculer les valeurs deα pour lesquelles
ρ(B) < 1 et en déduire que la méthode itérative du gradient à pas fixe converge si0 < α < 2

ρ(A) .

2. Remarquer queρ(Id − αA) = max(|1 − αλ1|, |1 − αλN − 1|, oùλ1, . . . , λN sont les valeurs propres deA
ordonnées dans le sens croissant. En traçant les graphes desvaleurs prises par|1 − αλ1| et |1 − αλN − 1| en
fonction deα, en déduire que le min est atteint pourα = 2

λ1+λN
.

Exercice 29 page 46 (Une matrice cyclique)

1. On peut trouver les trois valeurs propres (dont une double) sans calcul en remarquant que pourα = 0 il y a 2
fois 2 lignes identiques, que la somme des colonnes est un vecteur constant et par le calcul de la trace.
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2. Une matriceA est symétrique définie positive si et seulement si elle est diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.
3. Appliquer le cours.

Exercice 30 page 46 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

Considèrer d’abord le casa = 0.
Si a 6= 0, pour chercher les valeurs dea pour lesquellesA est symétrique définie positive, calculer les valeurs
propres deA en cherchant les racines du polynôme caractéristique. Introduire la variableµ telle queaµ = 1 − λ.
Pour chercher les valeurs dea pour lesquelles la méthode de Jacobi converge, calculer lesvaleurs propres de la
matrice d’itérationJ définie en cours.

Exercice 31 page 47 (Jacobi et diagonale dominante stricte.)

Pour montrer queA est inversible, montrer queAx = 0 si et seulement six = 0. Pour montrer que la méthode de
Jacobi converge, montrer que toutes les valeurs propres de la matriceA sont strictement inférieures à 1 en valeur
absolue.

Exercice 35 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

1. Prendre pourA une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonaux sont différents l’un de l’autre.
2. Appliquer l’exercice 34 page 47 en prenant pourT l’application linéaire dont la matrice estD et pourS l’appli-
cation linéaire dont la matrice estE + F .
4. Remarquer queρ(J) = max(−µ1, µN ), et montrer que :
si µ1 ≤ −1, alors2D −A n’est pas définie positive,
si µN ≥ 1, alorsA n’est pas définie positive.
6. Reprendre le même raisonnement qu’à la question 2 à 4 avec les matricesMω etNω au lieu deD etE + F .
7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeurs propres sont strictement positives en utilisant la base
de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la base deIRN , notée{f1, . . . , fN}, trouvée à la question2.)

8. Remarquer que lesfi de la question 2 sont aussi vecteurs propres deJω et en déduire que les valeurs propresµ
(ω)
i

deJω sont de la formeµ(ω)
i = ω(µi −1−1/ω).Pour trouver le paramètre optimalω0, tracer les graphes des fonc-

tions deIR+ dansIR définies parω 7→ |µ(ω)
1 | etω 7→ |µ(ω)

N |, et en conclure que le minimum demax(|µ(ω)
1 |, |µ(ω)

N |)
est atteint pourω = 2

2−µ1−µN
.

Exercice 37 page 49 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

2. Utiliser l’exercice 31 page 47

Exercice 39 page 50 (Convergence de SOR.)

1. Calculer le déterminant deA.
2. Calculer le déterminant deIdω − E.
3. Remarquer que les valeurs propres deLω annulentdet(1−ω

ω Id+F−λ( I
dω−E)). Après calcul de ce déterminant,

on trouveλ1 = 1 − ω, λ2 = 1−ω
1+

√
2ω

, λ3 = 1−ω
1−

√
2ω

.

Montrer que siω <
√

2, ρ(Lω) = |λ3| et queρ(Lω) = |λ1| si ω ≥
√

2.
4. Utiliser l’expression des valeurs propres pour montrer que la méthode converge siω > 2

1+
√

2
et que le paramètre

de relaxation optimal estω0 = 1.
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Exercice 41 page 51 (Méthode de la puissance pour calculer lerayon spectral deA.)

1. Décomposerx0 sur une base de vecteurs propres orthonormée deA, et utiliser le fait que−λN n’est pas valeur
propre.
2. a/ Raisonner avecy(n) = x(n) − x oùx est la solution deAx = b et appliquer la question 1.
b/ Raisonner avecy(n) = x(n+1) − x(n).

Exercice 42 page 52 (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer l’exercice précédent à la matriceB = (A− µId)−1.
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1.8 Corrigés

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives)

1. Supposons qu’il existe un élément diagonalai,i négatif. AlorsAei · ei ≤ 0 ce qui contredit le fait queA est
définie positive.

2. Soitx ∈ IRN , décomposonsx sur la base orthonormée(fi)i=1,N : x =
∑N

i=1 xifi. On a donc :

Ax · x =

N∑

i=1

λix
2
i . (1.8.63)

Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictement positives alorsA est définie positive :
Supposons queλi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N . Alors pour∀x ∈ IRN , d’après (1.8.63),Ax · x ≥ 0 et la matriceA est
positive.
Supposons maintenant queλi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N . Alors pour∀x ∈ IRN , toujours d’après (1.8.63),(Ax · x =
0) ⇒ (x = 0), et et la matriceA est donc bien définie.

Montrons maintenant la réciproque :
SiA est positive, alorsAfi · fi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N et doncλi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N .
SiA est définie, alors (Aαfi · αfi = 0) ⇒ (α = 0), ∀i = 1, . . . , N et doncλi > 0, ∀i = 1, . . . , N .
3. CommeA est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictement positives, et on peut donc définir l’application

linéaireS dans la base orthonormée(fi)i=1,N par :S(fi) =
√
λifi, ∀i = 1, . . . , N . On a évidemmentS ◦S = T ,

et donc si on désigne parB la matrice représentative de l’applicationS dans la base canonique, on a bienB2 = A.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particulières)

1. Par définition,‖A‖∞ = supx∈IRN ,‖x‖∞=1 ‖Ax‖∞, et

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,N

|
∑

j=1,...,N

ai,jxj | ≤ max
i=1,...,N

|
∑

j=1,...,N

|ai,j ||xj |.

Or ‖x‖∞ = 1 donc|xj | ≤ 1 et

‖Ax‖∞ ≤ max
i=1,...,N

|
∑

j=1,...,N

|ai,j |.

Posons maintenantα = maxi=1,...,N |∑j=1,...,N |ai,j | et montrons qu’il existex ∈ IRN , ‖x‖∞ = 1, tel que
‖Ax‖∞ = α. Pours ∈ IR, on notesign(s) le signe des, c’est–à–diresign(s) = s/|s| si s 6= 0 et sign(0) = 0.
Choisissonsx ∈ IRN défini parxj = sign(ai0,j) où i0 est tel que

∑

j=1,...,N |ai0,j| ≥
∑

j=1,...,N |ai,j |, ∀i =
1, . . . , N . On a bien‖x‖∞ = 1, et

‖Ax‖∞ = max
i=1,...,N

|
N∑

j=1

ai,jsgn(ai0,j)|.

Or, par choix dex, on a
∑

j=1,...,N |ai0,j | = maxi=1,...,N

∑

j=1,...,N |ai,j |. On en déduit que pour ce choix dex,
on a bien‖Ax‖ = maxi=1,...,N |∑j=1,...,N |ai,j |.
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2. Par définition,‖A‖1 = supx∈IRN ,‖x‖1=1 ‖Ax‖1, et

‖Ax‖1 =
∑

i=1,...,N

|
∑

j=1,...,N

ai,jxj | ≤
∑

j=1,...,N

|xj



|
∑

i=1,...,N

|ai,j |





≤ max
j=1,...,N

|
∑

i=1,...,N

|ai,j |
∑

j=1,...,N

|xj |.

Et comme
∑

j=1,...,N |xj | = 1, on a bien que‖A‖1 ≤ maxj=1,...,N

∑

i=1,...,N |ai,j |.
Montrons maintenant qu’il existex ∈ IRN , ‖x‖1 = 1, tel que‖Ax‖1 =

∑

i=1,...,N |ai,j |. Il suffit de considèrer

pour cela le vecteurx ∈ IRN défini parxj0 = 1 et xj = 0 si j 6= j0, où j0 est tel que
∑

i=1,...,N |ai,j0 | =
maxj=1,...,N

∑

i=1,...,N |ai,j |. On vérifie alors facilement qu’on a bien‖Ax‖1 = maxj=1,...,N

∑

i=1,...,N |ai,j |.

3. Par définition de la norme 2, on a :

‖A‖2
2 = sup

x∈IRN ,‖x‖2=1

Ax ·Ax = sup
x∈IRN ,‖x‖2=1

AtAx · x.

CommeAtA est une matrice symétrique positive (carAtAx · x = Ax · Ax ≥ 0), il existe une base orthonormée
(fi)i=1,...,N et des valeurs propres(µi)i=1,...,N , avec0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µN tels queAfi = µifi pour tout
i ∈ {1, . . . , N}. Soitx =

∑

i=1,...,N αifi ∈ IRN . On a donc :

AtAx · x =
( ∑

i=1,...,N

µiαifi

)
·
( ∑

i=1,...,N

αifi

)
=

∑

i=1,...,N

α2
iµi ≤ µN‖x‖2

2.

On en déduit que‖A‖2
2 ≤ ρ(AtA).

Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considèrer le vecteur x = fN ; on a en effet‖fN‖2 = 1, et‖AfN‖2
2 =

AtAfN · fN = µN = ρ(AtA).

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Siρ(A) < 1, grâce au résultat d’approximation du rayon spectral de la proposition 1.6 page 6, il existeε > 0
tel queρ(A) < 1− 2ε et une norme induite‖.‖A,ε tels que‖A‖A,ε = µ ≤ ρ(A) + ε = 1− ε < 1. Comme‖.‖A,ε

est une norme matricielle, on a‖Ak‖A,ε ≤ µk → 0 lorsquek → ∞. Comme l’espaceMN (IR) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc‖Ak‖ → 0 lorsquek → ∞.
Montrons maintenant la réciproque : supposons queAk → 0 lorsquek → ∞, et montrons queρ(A) < 1. Soient
λ une valeur propre deA etx un vecteur propre associé. AlorsAkx = λkx, et siAk → 0, alorsAkx→ 0, et donc
λkx→ 0, ce qui n’est possible que si|λ| < 1.

2. Siρ(A) < 1, d’après la question précédente on a :‖Ak‖ → 0 donc il existeK ∈ IN tel que pourk ≥ K, ‖Ak‖ <
1. On en déduit que pourk ≥ K, ‖Ak‖1/k < 1, et donc en passant à la limite sup surk, lim supk→+∞ ‖Ak‖ 1

k ≤ 1.

3. Commelim infk→+∞ ‖Ak‖1/k < 1, il existe une sous-suite(kn)n∈IN ⊂ IN telle que‖Akn‖1/kn → ℓ < 1
lorsquen→ +∞, et donc il existeN tel que pourn ≥ N , ‖Akn‖1/kn ≤ η, avecη ∈]0, 1[. On en déduit que pour
n ≥ N , ‖Akn‖ ≤ ηkn , et donc queAkn → 0 lorsquen → +∞. Soientλ une valeur propre deA etx un vecteur
propre associé, on a :Aknx = λknx ; on en déduit que|λ| < 1, et donc queρ(A) < 1.

4. Soitα ∈ IR+ tel queρ(A) < α. Alorsρ( 1
αA) < 1, et donc par la question 2,

lim sup
k→+∞

‖Ak‖ 1
k < α, ∀α > ρ(A).
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En faisant tendreα versρ(A), on obtient donc :

lim sup
k→+∞

‖Ak‖ 1
k ≤ ρ(A). (1.8.64)

Soit maintenantβ ∈ IR+ tel quelim infk→+∞ ‖Ak‖ 1
k < β. On a alorslim infk→+∞ ‖( 1

βA)k‖ 1
k < 1 et donc par

la question 3,ρ( 1
βA) < 1, doncρ(A) < β pour toutβ ∈ IR+ tel quelim infk→+∞ ‖Ak‖ 1

k < β. En faisant tendre

β verslim infk→+∞ ‖Ak‖ 1
k , on obtient donc

ρ(A) ≤ lim inf
k→+∞

‖Ak‖ 1
k . (1.8.65)

De (1.8.64) et (1.8.65), on déduit que

lim sup
k→+∞

‖Ak‖ 1
k = lim inf

k→+∞
‖Ak‖ 1

k = lim
k→+∞

‖Ak‖ 1
k = ρ(A). (1.8.66)

5. Si‖.‖ est une norme matricielle, alors‖Ak‖ ≤ ‖A‖k et donc d’après la question précédente,ρ(A) ≤ ‖A‖.

Exercice 7 page 37 (Rayon spectral)

Il suffit de prendre comme norme la norme définie par :‖x‖ =
∑N

i=1 α
2
i où les(αi)i=1,N sont les composantes de

x dans la base des vecteurs propres associés àA.

Pour montrer que ceci est faux dans le cas oùA n’est pas diagonalisable, il suffit de prendreA =

(
0 1
0 0

)

, on a

alorsρ(A) = 0, et commeA est non nulle,‖A‖ 6= 0.

Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)

1. Si ρ(A) < 1, les valeurs propres deA sont toutes différentes de 1 et−1. Donc 0 n’est pas valeur propre des
matricesId−A etId+A, qui sont donc inversibles.

2. Suppposons queρ(A) < 1. Il est facile de remarquer que

(

N∑

k=0

Ak)(Id−A) = Id−AN+1. (1.8.67)

Si ρ(A) < 1, d’après la question 1. de l’exercice 5 page 37, on aAk → 0 lorsquek → 0. De plus,Id − A est
inversible. On peut donc passer à la limite dans (1.8.67) et on a donc(Id−A)−1 =

∑+∞
k=0 A

k.
Remarquons de plus que la série de terme généralAk est absolument convergente pour une norme‖ · ‖A,ǫ donnée
par la proposition 1.6 page 6, avecε choisi tel queρ(A) + ε < 1. Par contre, la série n’est pas absolument
convergente pour n’importe quelle norme. On pourra s’en convaincre facilement grâce au contre–exemple (en
dimension 1) suivant : la sériesk = 1 + x + · · · + xk est absolument convergente pour la norme| · | sur IR
pour |x| < 1, ce qui n’est évidemment plus le cas si l’on remplace la normepar la norme (pourtant équivalente)
‖ · ‖ = 10| · |.
Réciproquement, siρ(A) ≥ 1, la série ne peut pas converger en raison du résultat de la question 1 de l’exercice 5
page 37.
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Exercice 11 page 38 (DécompositionsLLt etLDLt )

1. On poseL =
( 1 0
γ 1

)
etD =

( α 0
0 β

)
.

Par identification, on obtientα = 2, β = − 1
2 etγ = 1

2 .

Si maintenant on essaye d’écrireA = LLt avecL =
( a 0
b c

)
, on obtientc2 = − 1

2 ce qui est impossible dansIR.

En fait, on peut remarquer qu’il est normal queA n’admette pas de décompositionLLt, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soitx = (x1, x2)

t ∈ IR2,, alorsAx · x = 2x1(x1 + x2), et en prenantx = (1,−2)t, on a
Ax · x < 0.

2. 2. Reprenons en l’adaptant la démonstration du théorème 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Dans le casN = 1, on aA = (a1,1). On peut donc définirL = (ℓ1,1) où ℓ1,1 = 1,D = (a1,1), d1,1 6= 0, et
on a bienA = LDLt.

2. On suppose que, pour1 ≤ p ≤ N , la décompositionA = LDLt s’obtient pourA ∈ Mp(IR) symétrique
définie positive ou négative, avecdi,i 6= 0 pour1 ≤ i ≤ N et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pourA ∈ MN+1(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit doncA ∈ MN+1(IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrireA sous la forme :

A =







B a

at α







(1.8.68)

oùB ∈ MN (IR) est symétrique définie positive ou négative (calculerAx ·x avecx = (y, 0)t, avecy ∈ IRN

pour le vérifier),a ∈ IRN etα ∈ IR.
Par hypothèse de récurrence, il existe une matriceM ∈ MN(IR)M = (mi,j)

N
i,j=1 et une matrice diagonale

D̃ = diag(d1,1, d2,2, . . . , dN,N) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :

(a) mi,j = 0 si j > i

(b) mi,i = 1

(c) B = MD̃M t.

On va chercherL etD sous la forme :

L =







M 0

bt 1






, D =







D̃ 0

0 λ






, (1.8.69)

avecb ∈ IRN , λ ∈ IR tels queLDLt = A. Pour déterminerb etλ, calculonsLDLt avecL etD de la forme
(1.8.69) et identifions avecA :

LDLt =







M 0

bt 1













D̃ 0

0 λ













M t b

0 1







=







MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b+ λ







On chercheb ∈ IRN et λ ∈ IR tels queLDLt = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

MD̃b = a etbtD̃b+ λ = α.
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La matriceM est inversible (en effet, le déterminant deM s’écrit det(M) =

∏N
i=1 1 = 1). Par hypothèse

de récurrence, la matricẽD est aussi inversible. La première égalité ci-dessus donne :b = D̃−1M−1a. On
calcule alorsλ = α− btM−1a. Remarquons qu’on a forcémentλ 6= 0, car siλ = 0,

A = LDLt =







MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b







qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche(x, y) ∈ IRN × IR solution de






MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b













x

y







=







0

0






,

on se rend compte facilement que tous les couples de la forme(−M−tby, y)t, y ∈ IR, sont solutions. Le
noyau de la matrice n’est donc pas réduit à{0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dN+1,N+1 6= 0 ce qui termine la récurrence.

3. On reprend l’algorithme de décompositionLLt :
Soit A ∈ MN (IR) symétrique définie positive ou négative ; on vient de montrerqu’il existe une matriceL ∈
MN (IR) triangulaire inférieure telle queℓi,j = 0 si j > i, ℓi,i = 1, et une matriceD ∈ MN (IR) diagonale
inversible, telles que etA = LDLt. On a donc :

ai,j =

N∑

k=1

ℓi,kdk,kℓj,k, ∀ (i, j) ∈ {1, . . . , N}2. (1.8.70)

1. Calculons la 1ère colonne deL ; pourj = 1, on a :

a1,1 = d1,1 doncd1,1 = a1,1,

a2,1 = ℓ2,1d1,1 doncℓ2,1 =
a2,1

d1,1
,

ai,1 = ℓi,1ℓ1,1 doncℓi,1 =
ai,1

ℓ1,1
∀i ∈ {2, . . . , N}.

2. On suppose avoir calculé lesn premières colonnes deL. On calcule la colonne(n+1) en prenantj = n+1
dans (1.3.13)

Pouri = n+ 1, an+1,n+1 =

n∑

k=1

ℓ2n+1,kdk,k + dn+1,n+1 donc

dn+1,n+1 = an+1,n+1 −
n∑

k=1

ℓ2n+1,kdk,k. (1.8.71)

On procède de la même manière pouri = n+ 2, . . . , N ; on a :

ai,n+1 =

n+1∑

k=1

ℓi,kdk,kℓn+1,k =

n∑

k=1

ℓi,kdk,kℓn+1,k + ℓi,n+1dn+1,n+1ℓn+1,n+1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficientsdk,k sont tous non nuls, on peut écrire :

ℓi,n+1 =

(

ai,n+1 −
n∑

k=1

ℓi,kdk,kℓn+1,k

)

1

dn+1,n+1
. (1.8.72)
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Exercice 13 page 38 (Sur la méthodeLLt)

Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécessiteN multiplications etN − 1 additions, et la matrice comporteN2

coefficients. Comme la matrice est symétrique, seulsN(N + 1)/2 coefficients doivent être calculés. Le
calcul deA2 nécessite nécessite donc(2N−1)N(N+1)

2 opérations élémentaires.

Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer la décompositionLLt deA2 nécessiteN
3

3 + N2

2 + N
6

(cours).
La résolution du systèmeA2x = b nécessite2N2 opérations (N2 pour la descente,N2 pour la remontée,
voir cours).
Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution dusystèmeA2x = b par la première méthode est
donc (2N−1)N(N+1)

2 + N3

3 + 3N2

2 + N
6 = 4N3

3 +O(N2) opérations.

2. La décompositionLLt deA nécessiteN
3

3 + N2

2 + N
6 , et la résolution des systèmesLLty = b etLLtx = y

nécessite4N2 opérations. Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systèmeA2x = b

par la deuxième méthode est doncN3

3 + 9N2

2 + N
6 = N3

3 +O(N2) opérations.

Pour les valeurs deN assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxièmeméthode.

Exercice 15 page 39 (DécompositionLLt d’une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matriceénoncé dans le cours. CommeA est symétrique,
le nombrep de diagonales de la matriceA est forcément impair siA ; notonsq = p−1

2 le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matriceA, alors la matriceL aura égalementq sous-diagonales non nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale.Si on reprend l’algorithme de construction de la matriceL vu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonnen+ 1, avec1 ≤ n < N − 1, on a le nombre d’opérations suivant :

– Calcul deℓn+1,n+1 = (an+1,n+1 −
n∑

k=1

ℓn+1,kℓn+1,k)1/2 > 0 :

une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.

– Calcul deℓn+2,n+1 =

(

an+2,n+1 −
n∑

k=1

ℓn+2,kℓn+1,k

)

1

ℓn+1,n+1
:

une division seulement carℓn+2,k = 0.
On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour lecalcul de la colonnen + 1, avec1 ≤ n < N − 1,
est de 4.
Or le nombre d’opérations pour la première et dernière colonnes est inférieur à 4 (2 opérations pour la première
colonne, une seule pour la dernière). Le nombreZ1(N) d’opérations élémentaires pour la décompositionLLt de
A peut donc être estimé par :4(N − 2) ≤ Z1(N) ≤ 4N, ce qui donne queZ1(N) est de l’ordre de4N (le calcul
exact du nombre d’opérations, inutile ici car on demande uneestimation, est4N − 3.)

2. Cas d’une matrice àp diagonales.
On cherche une estimation du nombre d’opérationsZp(N) pour une matrice àp diagonales non nulles (ouq
sous-diagonales non nulles) en fonction deN .
On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

ℓn+1,n+1 = (an+1,n+1 −
n∑

k=1

ℓn+1,kℓn+1,k)1/2 > 0, (1.8.73)
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et ℓi,n+1 =

(

ai,n+1 −
n∑

k=1

ℓi,kℓn+1,k

)

1

ℓn+1,n+1
, (1.8.74)

est toujours inférieur à2q + 1, car la somme
∑n

k=1 fait intervenir au plusq termes non nuls.
De plus, pour chaque colonnen+1, il y a au plusq+1 coefficientsℓi,n+1 non nuls, donc au plusq+1 coefficients
à calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonnepeut être majoré par(2q + 1)(q + 1).
On peut donc majorer le nombre d’opérationszq pour lesq premières colonnes et lesq dernières par2q(2q+1)(q+
1), qui est indépendant deN (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction deN , et donc le nombrezq

estO(1) par rapport àN .)
Calculons maintenant le nombre d’opérationsxn nécessaires une colonnen = q+1 àN − q− 1. Dans (1.8.73) et
(1.8.74), les termes non nuls de la somme sont pourk = i− q, . . . , n, et donc on a(n− i+ q+ 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

xn =

n+q+1
∑

i=n+1

(
2(n− i+ q + 1) + 1

)

=

q+1
∑

j=1

(
2(−j + q + 1) + 1

)

= (q + 1)(2q + 3) − 2

q+1
∑

j=1

j

= (q + 1)2.

Le nombrezi d’opérations nécessaires pour les colonnesn = q + 1 àN − q − 1 est donc

zi = (q + 1)2(N − 2q).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires pour la décompositionLLt d’une matrice àp diagonales est
donc donnée par :

(q + 1)2(N − 2q) ≤ Zp(N) ≤ (q + 1)2(N − 2q) + 2q(2q + 1)(q + 1), (1.8.75)

et que, àq constant,Zp(N) = O((q + 1)2N)). Remarquons qu’on retrouve bien l’estimation obtenue pourq = 1.

3. Dans le cas de la discrétisation de l’équation−u′′ = f traitée dans le cours page 18, on aq = 1 et la méthode de
Choleski nécessite de l’ordre de4N opérations élémentaires, alors que dans le cas de la discrétisation de l’équation
−∆u = f traitée dans le cours page 25-26, on aq =

√
N et la méthode de Choleski nécessite de l’ordre deN2

opérations élémentaires (dans les deux casN est le nombre d’inconnues).

On peut noter que l’encadrement (1.8.75) est intéressant dès queq est d’ordre inférieur àNα, α < 1.

Exercice 17 page 40 (propriétés générales du conditionnement)

Partie I
1. Comme‖·‖ est une norme induite, c’est donc une norme matricielle. On adonc pour toute matriceA ∈ MN (IR),

‖Id‖ ≤ ‖A‖ ‖A−1‖

ce qui prouve quecond(A) ≥ 1.
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2.Par définition,

cond(αA) = ‖αA‖ ‖(αA)−1‖

= |α| ‖A‖ 1

|α| ‖A
−1‖ = cond(A)

3. SoientA etB des matrices inversibles, alorsAB est une matrice inversible et

cond(AB) = ‖AB‖ ‖(AB)−1‖ = ‖AB‖ B−1A−1‖
≤ ‖A‖ ‖B‖ ‖B−1‖ ‖A−1‖,

car‖ · ‖ est une norme matricielle. Donccond(AB) ≤ cond(A)cond(B).

Partie II
1. Par définition, on acond2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2. Or on a vu à l’exercice 3 que‖A‖2 = (ρ(AtA))1/2 =

√
σN .

On a donc

‖A−1‖2 = (ρ((A−1)tA−1))1/2 =
(
ρ(AAt)−1)

)1/2
; or ρ((AAt)−1) =

1

σ̃1
,

où σ̃1 est la plus petite valeur propre de la matriceAAt. Or les valeurs propres deAAt sont les valeurs propres
deAtA : en effet, siλ est valeur propre deAAt associée au vecteur proprex alorsλ est valeur propre deAAt

associée au vecteur propreAtx. On a donc

cond2(A) =

√
σN

σ1
.

2. SiA est s.d.p., alorsAtA = A2 etσi = λ2
i oùλi est valeur propre de la matriceA. On a dans ce cascond2(A) =

λN

λ1
.

3. Si cond2(A) = 1, alors
√

σN

σ1
= 1 et donc toutes les valeurs propres deAtA sont égales. CommeAtA est

symétrique définie positive (carA est inversible), il existe une base orthonormée(f1 . . . fN ) telle queAtAfi =

σfi, ∀i etσ > 0 (carAtA est s.d.p.). On a doncAtA = σId At = α2A−1 avecα =
√
σ. En posantQ =

1

α
A,

on a doncQt =
1

α
At = αA−1 = Q−1.

Réciproquement, siA = αQ, alorsAtA = α2Id, σN

σ1
= 1, et donccond2(A) = 1.

4.A ∈ MN (IR) est une matrice inversible. On suppose queA = QR oùQ est une matrice orthogonale. On a
donc :

cond2(A) = ‖A‖2 ‖A−1‖2 = ‖QR‖2 ‖R−1Qt‖2.

On a aussicond2(A) =

√
σN

σ1
où σ1 ≤ . . . ≤ σN sont les valeurs propres deAtA. OrAtA = (QR)t(QR) =

RtQ−1QR = RtR. Donccond2(A) = cond2(R).

5. Soient0 < λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λN et 0 < µ1 ≤ µ2 . . . ≤ µN les valeurs propres deA etB (qui sont s.d.p.). Alors

cond2(A+B) =
νN

ν1
, où0 < ν1 ≤ . . . ≤ νN sont les valeurs propres deA+B.

a) On va d’abord montrer que

cond2(A+B) ≤ λN + µN

λ1 + µ1
.
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Remarquons en premier lieu que siA est s.d.p., alors

cond2(A) =
sup‖x‖=1Ax · x
inf‖x‖2=1 Ax · x

En effet, siA est s.d.p., alorssup
‖x‖2=1

Ax · x = λN ; il suffit pour s’en rendre compte de décomposerx sur la

base(fi)i=1...N . Soitx =
N∑

i=1

αifi. Alors :Ax · x =
N∑

i=1

α2
iλi ≤ λNΣα2

i = λN . EtAfN · fN = λN .

De même,Ax · x ≥ λ1Σα
2
i = λ1 etAx · x = λ1 si x = f1. Donc inf

‖x‖=1
Ax · x = λ1.

On en déduit que siA est s.d.p.,cond2(A) =
sup‖x‖=1Ax · x
inf‖x‖=1Ax · x

Donccond2(A+B) =
sup‖x‖=1(A+B)x · x
inf‖x‖=1(A+B)x · x

Or sup
‖x‖=1

(Ax · x+Bx · x) ≤ sup
‖x‖=1

Ax · x+ sup
‖x‖=1

Bx · x = λN + µN

et inf
‖x‖=1

(Ax · x+Bx · x) ≥ inf
‖x‖=1

Ax · x+ inf
‖x‖=1

Bx · x = λ1 + µ1

donc

cond2(A+B) ≤ λN + µN

λ1 + µ1
.

b) On va montrer que
a+ b

c+ d
≤ max(

a

c
,
b

d
), ∀(a, b, c, d) ∈ (IR∗

+)4.

Supposons que
a+ b

c+ d
≥ a

c
alors(a + b)c ≥ (c + d)a c’est–à–direbc ≥ da doncbc + bd ≥ da + db soit

b(c+ d) ≥ d(a+ b) ; donca+b
c+d ≤ b

d . On en déduit quecond2(A+B) ≤ max(cond2(A), cond2(B)).

Exercice 19 page 40 (Minoration du conditionnement)

1. CommeA est inversible,A+ δA = A(Id+A−1δA), et donc siA+ δA est singulière, alorsId+A−1δA
est singulière. Or on a vu en cours que toute matrice de la forme Id + B est inversible si et seulement si
ρ(B) < 1. On en déduit queρ(A−1δA) ≥ 1, et comme

ρ(A−1δA) ≤ ‖A−1δA‖ ≤ ‖A−1‖‖δA‖,

on obtient

‖A−1‖‖δA‖ ≥ 1, soit encorecond(A) ≥ ‖A‖
‖δA‖ .

2. Soity ∈ IRN tel que‖y‖ = 1 et‖A−1y‖ = ‖A−1‖. Soitx = A−1y, etδA = −y xt

xt x ,on a donc

(A+ δA)x = Ax− −y xt

xt x
x = y − −y xtx

xt x
= 0.

La matriceA+ δA est donc singulière. De plus,

‖δA‖ =
1

‖x‖2
‖y yt A−t‖.
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Or par définition dex et y, on a‖x‖2 = ‖A−1‖2. D’autre part, comme il s’agit ici de la normeL2, on a
‖A−t‖ = ‖A−1‖. On en déduit que

‖δA‖ =
1

‖A−1‖2
‖y‖2‖A−1‖ =

1

‖A−1‖ .

On a donc dans ce cas égalité dans (1.6.42).

3. Remarquons tout d’abord que la matriceA est inversible. En effet,detA = 2α2 > 0.SoitδA =





0 0 0
0 −α α
0 −α −α



 .

Commedet(A+ δA) = 0, la matriceA+ δA est singulière, et donc

cond(A) ≥ ‖A‖
‖δA‖ . (1.8.76)

Or ‖δA‖ = 2α et‖A‖ = max(3, 1 + 2α) = 3, carα ∈]0, 1[. Donccond(A) ≥ 3
2α .

Exercice 21 page 41 (Calcul de l’inverse d’une matrice et conditionnement)

1. (a) L’inverse de la matriceA vérifie les quatre équations suivantes :






X −A−1 = 0, X−1 −A = 0,

AX − Id = 0, XA− Id = 0.

Les quantitése1, e2, e3 et e4 sont les erreurs relatives commises sur ces quatre équations lorsqu’on
remplaceX parB ; en ce sens, elles mesurent la qualité de l’approximation deA−1.

(b) On remarque d’abord que comme la norme est matricielle, on a ‖MP‖ ≤ ‖M‖‖P‖ pour toutes
matricesM etP deMN (IR). On va se servir de cette propriété plusieurs fois par la suite.

(α) CommeB = A−1 + E, on a

e1 =
‖E‖

‖A−1‖ ≤ ε
‖A−1‖
‖A−1‖ = ε.

(β) Par définition,

e2 =
‖B−1 −A‖

‖A‖ =
‖(A−1 + E)−1 −A‖

‖A‖ .

Or
(A−1 + E)−1 −A = (A−1(Id+AE))−1 −A

= (Id+AE)−1A−A
= (Id+AE)−1(Id− (Id+AE))A
= −(Id+AE)−1AEA.

On a donc
e2 ≤ ‖(Id+AE)−1‖‖A‖‖E‖.

Or par hypothèse,‖AE‖ ≤ ‖A‖‖E‖ ≤ cond(A)ε < 1 ; on en déduit, en utilisant le théorème
1.11, que :

‖(Id+AE))−1‖ ≤ 1

1 − ‖AE‖ , et donce2 ≤ εcond(A)

1 − εcond(A)
.
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(γ) Par définition,e3 = ‖AB − Id‖ = ‖A(A−1 +E)− Id‖ = ‖AE‖ ≤ ‖A‖‖E‖ ≤ ‖A‖ε‖A−1‖ =

εcond(A).

(δ) Enfin,e4 = ‖BA− Id‖ = ‖(A−1 + E)A− Id‖ ≤ ‖EA‖ ≤ ‖E‖‖A‖ ≤ εcond(A).

(c) (α) CommeB = A−1(Id+ E′), on a

e1 =
‖A−1(Id+ E′) −A−1‖

‖A−1‖ ≤ ‖Id+ E′ − Id‖ ≤ ε.

(β) Par définition,

e2 = ‖(Id+E′)−1A−A‖
‖A‖

= ‖(Id+E′)−1(A−(Id+E′)A)‖
‖A‖

≤ ‖(Id+ E′)−1‖‖Id− (Id+ E′)‖ ≤ ε
1−ε

carε < 1 (théorème 1.1).

(γ) Par définition,e3 = ‖AB − Id‖ = ‖AA−1(Id+ E′) − Id‖ = ‖E′‖ ≤ ε.

(δ) Enfin,e4 = ‖BA− Id‖ = ‖A−1(Id+E′)A− Id‖ = ‖A−1(A+E′A−A)‖ ≤ ‖A−1‖‖AE′‖ ≤
εcond(A).

2. (a) On peut écrireA + δA = A(Id + A−1δA). On a vu en cours (théorème 1.11) que si‖A−1δA‖ < 1,
alors la matriceId + A−1δA est inversible. Or‖A−1δA‖ ≤ ‖A−1‖‖δA‖, et donc la matriceA + δA

est inversible si‖δA‖ <
1

‖A−1‖ .

(b) On peut écrire‖(A+ δA)−1 −A−1‖ = ‖(A + δA)−1(Id − (A + δA)A−1‖ ≤ ‖(A + δA)−1‖‖Id −
Id− δAA

−1‖ ≤ ‖(A+ δA)−1‖δA‖‖A−1‖. On en déduit le résultat.

Exercice 23 page 42 (IP-matrice)

1. Supposons d’abord queA est inversible et queA−1 ≥ 0 ; soit x ∈ IRn tel queb = Ax ≥ 0. On a donc
x = A−1b, et comme tous les coefficients deA−1 et deb sont positifs ou nuls, on a bienx ≥ 0.

Réciproquement, siA est une IP-matrice, alorsAx = 0 entrainex = 0 ce qui montre queA est inversible.
Soit ei le i-ème vecteur de la base canonique deIRn, on a :AA−1ei = ei ≥ 0, et donc par la propriété de
IP-matrice,A−1ei ≥ 0, ce qui montre que tous les coefficients deA−1 sont positifs.

2. La matrice inverse deA estA−1 = 1
∆

(
d −b

−c a

)

avec∆ = ad− bc. Les coefficients deA−1 sont donc

positifs ou nuls si et seulement si







ad < bc,
a ≤ 0, d ≤ 0
b ≥ 0, c ≥ 0

ou







ad > bc,
a ≥ 0, d ≥ 0,
b ≤ 0, c ≤ 0.

Or on a forcémentad 6= 0 : en effet sinon on aurait dans le premier cas)bc < 0, or b ≤ 0 et c ≤ 0, ce
qui aboutit à une contradiction. De même dans le deuxième cas, on auraitbc > 0, or b ≥ 0 et c ≥ 0. Les
conditions précédentes sont donc équivalentes aux conditions (1.6.44).

3. La matriceAt est une IP-matrice si et seulementAt est inversible et(At)−1 ≥ 0. Or (At)−1 = (A−1)t.
D’où l’équivalence.

4. Supposons queA vérifie (1.6.45), et soitx ∈ IRN tel queAx ≥ 0. Soit k ∈ 1, . . . , N tel quexk =
min{xi, i = 1, . . . , N}. Alors

(Ax)k = ak,kxk +

N∑

j=1
j 6=k

ak,jxj ≥ 0.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 67 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



1.8. CORRIGÉS CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES
Par hypothèse,ak,j ≤ 0 pourk 6= j, et doncak,j = −|ak,j |. On peut donc écrire :

ak,kxk −
N∑

j=1
j 6=k

|ak,j |xj ≥ 0,

et donc :

(ak,k −
N∑

j=1
j 6=k

|ak,j |)xk ≥
N∑

j=1
j 6=k

|ak,j |(xj − xk).

Commexk = min{xi, i = 1, . . . , N}, on en déduit que le second membre de cette inégalité est positif ou
nul, et donc quexk ≥ 0. On a doncx ≥ 0.

5. Si la matriceA vérifie (1.6.46), alors la matriceAt vérifie (1.6.45). On en déduit par les questions précédentes
queAt etA sont des IP-matrices.

6. Soit1 le vecteur deIRN dont toutes les composantes sont égales à 1. SiAx > 0, comme l’espaceIRN est
de dimension finie, il existeǫ > 0 tel queAx ≥ ǫ1. Soitη = ǫA−1

1 ≥ 0 ; on a alorsA(x − η) ≥ 0 et donc
x ≥ η, carA est une IP-matrice.
Montrons maintenant queη > 0 : tous les coefficients deA−1 sont positifs ou nuls et au moins l’un d’entre
eux est non nul par ligne (puisque la matriceA−1 est inversible). On en déduit queηi = ǫ

∑N
i=1(A

−1)i,j > 0
pour touti = 1, . . . , N . On a donc bienx ≥ η > 0.

7. SoitA la matrice nulle, on a alors{x ∈ IRN t.q.Ax > 0} = ∅, et donc{x ∈ IRN t.q.Ax > 0} ⊂ {x ∈ IRN

t.q.x > 0}. PourtantA n’est pas inversible, et n’est donc pas une IP-matrice.

8. Soitx tel queAx ≥ 0, alors il existeε ≥ 0 tel queAx + ε1 ≥ 0. Soit maintenantb = A−1
1 ; on a

A(x+ εb) > 0 et doncx+ εb > 0. En faisant tendreε vers 0, on en déduit quex ≥ 0.

9. SoitT ∈ L(E) défini parf ∈ E 7→ Tf , avecTf(x) = f( 1
x ) si x 6= 0 et f(0) = ℓ, avecℓ = lim±∞ f .

On vérifie facilement queTf ∈ E. Si Tf ≥ 0, alorsf( 1
x) ≥ 0 pour toutx ∈ IR ; doncf(x) ≥ 0 pour tout

x ∈ IR \ {0} ; on en déduit quef(0) ≥ 0 par continuité. On a donc bienf ≥ 0.
Soit maintenantg définie deIR dansIR parg(x) = | arctanx|. On ag(0) = 0, doncg 6> 0. OrTg(0) = π

2
etTg(x) = | arctan 1

x | > 0 si x > 0, doncTg > 0.

Exercice 25 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres deA.)

1. Pour montrer queA est définie positive (carA est évidemment symétrique), on va montrer queAx · x > 0 si
x 6= 0.
On a

Ax · x =
1

h2

[

x1(2x1 − x2) +

N−1∑

i=2

xi(−xi−1 + 2xi − xi+1) + 2x2
N − xN−1xN

]

On a donc

h2Ax · x = 2x2
1 − x1x2 −

N−1∑

i=2

(
xixi−1 + 2x2

i

)
−

N∑

i=3

xixi−1 + 2x2
N − xN−1xN

=

N∑

i=1

x2
i +

N∑

i=2

x2
1−i + x2

N − 2

N∑

i=1

xixi−1

=

N∑

i=2

(xi − xi−1)
2 + x2

1 + x2
N ≥ 0.
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De plus,Ax · x = 0 ⇒ x2

1 = xN = 0 etxi = xi−1 pouri = 2 àN , doncx = 0.
Pour chercher les valeurs propres et vecteurs propres deA, on s’inspire des valeurs propres et vecteurs propres du
problème continu, c’est–à–dire des valeursλ et fonctionsϕ telles que

{
−ϕ′′(x) = λϕ(x) x ∈]0, 1[
ϕ(0) = ϕ(1) = 0

(1.8.77)

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n’importe quel cas.)
L’ensemble des solutions de l’équation différentielle−ϕ′′ = λϕ est un espace vectoriel d’ordre 2, doncϕ est
de la formeϕ(x) = α cos

√
λx + β sin

√
λx (λ ≥ 0) et α et β dont déterminés par les conditions aux limites

ϕ(0) = α = 0 et ϕ(1) = α cos
√
λ + β sin

√
λ = 0 ; on veutβ 6= 0 car on chercheϕ 6= 0 et donc on obtient

λ = k2π2. Les couples(λ, ϕ) vérifiant (1.8.77) sont donc de la forme(k2π2, sin kπx).

2. Pourk = 1 àN , posonsΦ(k)
i = sin kπxi, oùxi = ih, pouri = 1 àN , et calculonsAΦ(k) :

(AΦ(k))i = −sinkπ(i− 1)h+ 2 sinkπ(ih) − sin kπ(i+ 1)h.

En utilisant le fait quesin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b pour développersin kπ(1 − i)h et sin kπ(i+ 1)h, on
obtient (après calculs) :

(AΦ(k))i = λkΦ
(k)
i , i = 1, . . . , N,

oùλk =
2

h2
(1 − cos kπh) =

2

h2
(1 − cos

kπ

N + 1
)

On a donc trouvéN valeurs propresλ1 . . . λN associées aux vecteurs propresΦ(1) . . .Φ(N) de IRN tels que

Φ
(k)
i = sin

kπi

N + 1
, i = 1 . . .N .

Remarque :LorsqueN → +∞ (ouh→ 0), on a

λ
(h)
k =

2

h2

(

1 − 1 +
k2π2h2

2
+O(h4)

)

= k2φ2 +O(h2)

Donc
λ

(h)
k → k2π2 = λk

h→ 0.

Calculonscond2(A). CommeA est s.d.p., on acond2(A) =
λN

λ1
=

1 − cos Nπ
N+1

1 − cos π
N+1

.

On a :h2λN = 2(1 − cos Nπ
N+1) → 4 etλ1 → π2 lorsqueh→ 0. Donch2cond2(A) → 4

π2 lorsqueh→ 0.

Exercice 27 page 45 (Conditionnement “efficace")

Partie I
1. Soitu = (u1, . . . , uN )t. On a

Au = b⇔
{

1

h2
(ui − ui−1) +

1

h2
(ui − ui+1) = bi, ∀i = 1, . . . , N,

u0 = uN+1 = 0.

Supposonsbi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N , et soitp ∈ {0, . . . , N + 1} tel queup = min(ui, i = 0, . . . , N + 1).
Si p = 0 ouN + 1, alorsui ≥ 0 ∀i = 0, N + 1 et doncu ≥ 0.
Si p ∈ {1, . . . , N}, alors

1

h2
(up − up−1) +

1

h2
(up − up+1) ≥ 0
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et commeup − up−1 < 0 etup − up+1 ≤ 0, on aboutit à une contradiction.

Montrons maintenant queA est inversible. On vient de montrer que siAu ≥ 0 alorsu ≥ 0. On en déduit par
linéarité que siAu ≤ 0 alorsu ≤ 0, et donc que siAu = 0 alorsu = 0. Ceci démontre que l’application linéaire
représentée par la matriceA est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soitϕ ∈ C([0, 1], IR) tel queϕ(x) = 1/2x(1 − x) etφi = ϕ(xi), i = 1, N , oùxi = ih.
(Aφ)i est le développement de Taylor à l’ordre 2 deϕ′′(xi), et commeϕ est un polynôme de degré 2, ce développe-
ment est exact. Donc(Aφ)i = ϕ′′(xi) = 1.

3. Soientb ∈ IRN etu ∈ IRN tels queAu = b. On a :

(A(u ± ‖b‖ϕ))i = (Au)i ± ‖b‖(Aφ)i = bi ± ‖b‖.

Prenons d’abord̃bi = bi + ‖b‖ ≥ 0, alors par la question (1),

ui + ‖b‖φi ≥ 0 ∀i = 1 . . .N.

Si maintenant on prend̄bi = bi − ‖b‖ ≤ 0, alors

ui − ‖b‖φi ≤ 0 ∀i = 1, . . . , N.

On a donc−‖b‖φi ≤ ‖b‖φi.

On en déduit que‖u‖∞ ≤ ‖b‖ ‖φ‖∞ ; or ‖φ‖∞ =
1

8
. D’où ‖u‖∞ ≤ 1

8
‖b‖.

On peut alors écrire que pour toutb ∈ IRN ,

‖A−1b‖∞ ≤ 1

8
‖b‖, donc

‖A−1b‖∞
‖b‖∞

≤ 1

8
, d’où ‖A−1‖ ≤ 1

8
.

On montre que‖A−1‖ =
1

8
en prenant le vecteurb défini parb(xi) = 1, ∀i = 1, . . . , N . On a en effetA−1b = φ,

et commeN est impair,∃i ∈ {1, . . . , N} tel quexi = 1
2 ;or ‖ϕ‖∞ = ϕ(1

2 ) = 1
8 .

4. Par définition, on a‖A‖ = sup‖x‖∞=1 ‖Ax‖, et donc‖A‖ = maxi=1,N

∑

j=1,N |ai,j |, d’où le résultat.

5. Grâce aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme‖·‖, cond(A) = ‖A‖‖A−1‖ =
1

2h2 .
CommeAδu = δb, on a :

‖δu‖ ≤ ‖A−1‖δb‖
‖b‖
‖b‖ ≤ ‖A−1‖δb‖

‖A‖‖u‖
‖b‖ ,

d’où le résultat.
Pour obtenir l’égalité, il suffit de prendreb = Au oùu est tel que‖u‖ = 1 et‖Au‖ = ‖A‖, etδb tel que‖δb‖ = 1
et‖A−1δb‖ = ‖A−1‖. On obtient alors

‖δb‖
‖b‖ =

1

‖A‖ et
‖δu‖
‖u‖ = ‖A−1‖.

D’où l’égalité.

Partie 2 Conditionnement efficace
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1. Soientϕ(h) etf (h) les fonctions constantes par morceaux définies par

ϕh(x) =

{
ϕ(ih) = φi si x ∈]xi − h

2 , xi + h
2 [, i = 1, . . . , N,

0 si x ∈ [0, h
2 ] oux ∈]1 − h

2 , 1].
et

f (h)(x) =

{
f(ih) = bi si x ∈]xi − h

2 , xi + h
2 [,

f(ih) = 0 si x ∈ [0, h
2 ] oux ∈]1 − h

2 , 1].

Commef ∈ C([0, 1], IR) etϕ ∈ C2([0, 1], IR), la fonctionfh (resp.ϕh) converge uniformément versf (resp.ϕ)
lorsqueh→ 0. On a donc

h

N∑

i=1

biϕi =

∫ 1

0

f (h)(x)ϕ(h)(x)dx →
∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx lorsqueh→ 0.

Commebi > 0 etfi > 0 ∀i = 1, . . . , N , on a évidemment

SN =
N∑

i=1

biϕi > 0 etSN →
∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx = β > 0 lorsqueh→ 0.

Donc il existeN0 ∈ IN tel que siN ≥ N0, SN ≥ β

2
, et doncSN ≥ α = min(S0, S1 . . . SN0 ,

β

2
) > 0.

2. On aN‖u‖ = N supi=1,N |ui| ≥
∑N

i=1 ui. D’autre part,Aϕ = (1 . . . 1)t doncu · Aϕ =

N∑

i=1

ui ; or u · Aϕ =

Atu ·ϕ = Au ·ϕ carA est symétrique. Doncu ·Aϕ =
N∑

i=1

biϕi ≥
α

h
d’après la question 1. Commeδu = A−1δb,

on a donc‖δu‖ ≤ ‖A−1‖ ‖δb‖ ; et commeN‖u‖ ≥ α

h
, on obtient :

‖δu‖
‖u‖ ≤ 1

8

hN

α
‖δb‖

‖f‖∞
‖b‖ . Or hN = 1 et on

a donc bien :
‖δu‖
‖u‖ ≤ ‖f‖∞

8α

‖δb‖
‖b‖ .

3. Le conditionnementcond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre1/h2, et donc tend vers l’infini lorsque le
pas de discrétisation tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative‖δu‖

‖u‖ est

inférieure à une constante multipliée par la variation relative de‖δb‖
‖b‖ . Cette dernière information est nettement plus

utile et réjouissante pour la résolution effective du système linéaire.

Exercice 29 page 46 (Une matrice cyclique)

1. On remarque queA s’écrit sous la formeA = αId+K, où

K =







0 −1 0 −1
−1 0 −1 0

0 −1 0 −1
−1 0 −1 0







Soit λ une valeur propre deA et x un vecteur propre associé. On aAx = αx + Kx. Les valeurs propres deA
s’écrivent donc sous la formeλ = α+ µ oùµ est valeur propre deK. OrK est une matrice qui comporte 2 fois 2
lignes identiques. La matriceK admet donc 0 comme valeur propre double. De plus la somme des colonnes deK
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est égale au vecteur constant de composantes -2, donc−2 est valeur propre deK (pour le vecteur propre constant
de composantes égales à 1). Enfin, la dernière valeur propre deK est 2 car la somme des valeurs propres est égale
à la trace. On en déduit que les valeurs propres deA sontα+ 2, α− 2 etα.

2. La matriceA est sdp si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives, i.e. siα > 2. Elle
est singulière dès qu’une de ses valeurs propres est nulle, c.à.d. pourα = −2, 0 et2.

3. La méthode de Jacobi s’écrit :

x
(n+1)
1 =

1

α
(b1 + x

(n)
2 + x

(n)
4 ),

x
(n+1)
2 =

1

α
(b2 + x

(n)
1 + x

(n)
3 ),

x
(n+1)
3 =

1

α
(b3 + x

(n)
2 + x

(n)
4 ),

x
(n+1)
4 =

1

α
(b4 + x

(n)
1 + x

(n)
3 ),

La matrice d’itération est

B =
1

α







0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0







dont les valeurs propres sont 0 (double)2
α et −2

α . On en déduit que la méthode de Jacobi converge siα > 2.

4. L’algorithme de GS pour le systèmeAx = b s’écrit :

αx
(n+1)
1 = b1 + x

(n)
2 + x

(n)
4 ,

−x(n+1)
1 + αx

(n+1)
2 = b2 + x

(n)
3 ,

−x(n+1)
2 + αx

(n+1)
3 = b3 + x

(n)
4 ,

−x(n+1)
1 − x

(n+1)
3 + αx

(n+1)
4 = b4.

On obtient donc, avecβ = 1
α :

x
(n+1)
1 = β(b1 + x

(n)
2 + x

(n)
4 ),

x
(n+1)
2 = β(b2 + x

(n+1)
1 + x

(n)
3 ),

x
(n+1)
3 = β(b3 + x

(n+1)
2 + x

(n)
4 ),

x
(n+1)
4 = β(b4 + x

(n+1)
1 + x

(n+1)
3 ).

soit encore :

x
(n+1)
1 = β

(

b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4

)

,

x
(n+1)
2 = β

(

b2 + β
(

b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4

)

+ x
(n)
3

)

,

x
(n+1)
3 = β

(

b3 + β
(

b2 + β(b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4 ) + x

(n)
3

)

+ x
(n)
4

)

,

x
(n+1)
4 = β

(

b4 + β(b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4 ) + β

(

b3 + β
(

b2 + β(b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4 ) + x

(n)
3

)

) + x
(n)
4

))

.
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On obtient donc :

x
(n+1)
1 = β

(

b1 + x
(n)
2 + x

(n)
4

)

,

x
(n+1)
2 = β

(

b2 + βb1 + βx
(n)
2 + x

(n)
3 + βx

(n)
4

)

,

x
(n+1)
3 = β

(

b3 + βb2 + β2b1 + β2x
(n)
2 + βx

(n)
3 + (1 + β2)x

(n)
4

)

,

x
(n+1)
4 = β

(

b4 + β(1 + β2)b1 + β2b2 + βb3 + β(1 + β2)x
(n)
2 + β2x

(n)
3 + (2 + β2)x

(n)
4

)

Pourα > 2, la matrice est symétrique définie positive et la méthode de Gauss–Seidel converge.

Exercice 31 page 47 (Jacobi pour les matrices à diagonale dominante stricte)

Pour montrer queA est inversible, supposons qu’il existex ∈ IRN tel queAx = 0 ; on a donc

N∑

j=1

aijxj = 0.

Pouri ∈ {1, . . . , N}, on a donc

|ai,i||xi| = |ai,ixi| = |
∑

j;i6=j

ai,jxj | ≤
∑

j;i6=j

|ai,j |‖x‖∞, ∀i = 1, . . . , N.

Si x 6= 0, on a donc

|xi| ≤
∑

j;i6=j ai,jxj |
|ai,i|

‖x‖∞ < ‖x‖∞, ∀i = 1, . . . , N

, ce qui est impossible pouri tel que
|xi| = ‖x‖∞.

Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge : Avecle formalisme de la méthode II du cours, on a

M = D =






a1,1 0
. . .

0 aN,N




 , etN = M −A.

La matrice d’itération est

J = M−1N = D−1N =






a−1
1,1 0

. . .
0 a−1

N,N











0 −ai,j

. . .
−ai,j 0






=






0 −a1,2

a1,1
. . .

.. .
− a1,1

aN,N
. . . 0




 .

Cherchons le rayon spectral deJ : soientx ∈ IRN etλ ∈ IR tels queJx = λx, alors

∑

j;i6=j

−ai,j

ai,i
xj = λxi, et donc|λ||xi| ≤

∑

j;i6=j

|ai,j |
‖x‖∞
|ai,i|

.

Soit i tel que|xi| = ‖x‖∞ et x 6= 0, on déduit de l’inégalité précédente que|λ| ≤
P

j;i6=j |ai,j |
|aii| < 1 pour toute

valeur propreλ. On a doncρ(J) < 1. Donc la méthode de Jacobi converge.
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Exercice 33 page 47 (Jacobi pour les matrices à diagonale dominante forte)

1. SiA est symétrique définie positive alorsAei · ei > 0 pour tout vecteurei de la base canonique. Tous les
coefficients diagonaux sont donc strictement positifs, et donc aussi inversibles. On en déduit que la matrice
D est inversible et que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. (a) Soitλ une valeur propre deJ associée au vecteur proprex. On a doncJx = λx, c’est-à-direD−1(E+
F )x = λx, soit encore(E + F )x = λDx. On a donc

|
∑

j 6=i

ai,jxj | = |λ||ai,i||xi|.

Soit i tel que|xi| = maxj=1,N |xj |. Notons que|xi| 6= 0 carx est vecteur propre, donc non nul. En
divisant l’égalité précédente par|xi|, on obtient :

|λ| ≤
∑

j 6=i

|ai,j |
|ai,i|

≤ 1,

par hypothèse. On en déduit queρ(J) ≤ 1.

(b) Soitx ∈ IRN tel queJx = λx avec|λ| = 1. Alors

|
∑

j 6=i

ai,jxj | = |ai,i||xi|, pour touti = 1, . . . , N. (1.8.78)

On a donc ∑

j 6=i

|ai,j ||xi| ≤ |ai,i||xi| = |
∑

j 6=i

ai,jxj |

≤
∑

j 6=i

|ai,j ||xj | pour touti = 1, . . . , N.
(1.8.79)

Si A est diagonale, alors en vertu de (1.8.78),xi = 0 pour touti = 1, . . . , N . Supposons maintenant
A non diagonale. On déduit alors de (1.8.79) que

|xi|
|xj |

≤ 1 pour touti 6= j.

Donc|xi| = |xj | pour touti, j.

Comme de plus, par hypothèse,
|ai0,i0 | >

∑

j 6=i0

|ai0,j |,

on a donc, si|xi0 | 6= 0,

∑

j 6=i0

|ai0,j||xi0 | < |ai0,i0xi0 | ≤
∑

j 6=i0

|ai0,jxi0 |,

ce qui est impossible. On en déduit quex = 0.

On a ainsi prouvé queJ n’admet pas de valeur propre de module égal à 1, et donc par la question
précédente,ρ(J) < 1, ce qui prouve que la méthode converge.

(c) La matriceA de l’exercice 32 est à diagonale fortement dominante. Donc la méthode de Jacobi con-
verge.
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Exercice 35 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation)

1. J = D−1(E + F ) peut ne pas être symétrique, même siA est symétrique :

En effet, prenonsA =

(
2 1
1 1

)

.

Alors

J = D−1(E + F ) =

(
1
2 0
0 1

)(
0 1
1 0

)

=

(
0 1

2
1 0

)

6=
(

0 1
1
2 0

)

.

doncJ n’est pas symétrique.

2. On applique l’exercice précédent pour l’application linéaireT de matriceD, qui est, par hypothèse, définie
positive (et évidemment symétrique puisque diagonale) etS = E + F , symétrique carA est symétrique.
Il existe donc(f1 . . . fN ) base deE et (µ1 . . . µN ) ∈ IRN tels que

Jfi = D−1(E + F )fi = µifi, ∀i = 1, . . . , N, et (Dfi, fj) = δij .

3. Par définition deJ , tous les éléments diagonaux deJ sont nuls et donc sa trace également. OrTrJ =
N∑

i=1

µi.

Si µi > 0 ∀i = 1, . . . , N , alorsTrJ > 0, donc∃i0; µi ≤ 0 et commeµ1 ≤ µi0 , on aµ1 ≤ 0. Un
raisonnement similaire montre queµN ≥ 0.

4. La méthode de Jacobi converge si et seulement siρ(J) < 1 (théorème 1.26 page 28). Or, par la question
précédente,ρ(A) = max(−µ1, µN ). Supposons queµ1 ≤ −1, alorsµ1 = −α, avecα ≥ 1. On a alors
D−1(E+F )f1 = −αf1 ou encore(E+F )f1 = −αDf1, ce qui s’écrit aussi(D+E+F )f1 = D(1−α)f1
c’est–à–dire(2D−A)f1 = βDf1 avecβ ≤ 0. On en déduit que((2D−A)f1, f1) = β ≤ 0, ce qui contredit
le fait que2D − A est définie positive. En conséquence, on a bienµ1 ≥ −1.
Supposons maintenant queµN = α ≥ 1. On a alorsD−1(E + F )f1 = −αfN , soit encore(E + F )fN =
−αDfN . On en déduit queAfN = (D − E − F )fN = D(1 − α)fN = DβfN avecβ ≤ 0. On a
alors(AfN , fN ) ≤ 0, ce qui contredit le fait queA est définie positive.

5. Par définition, on a :Dx̃(n+1)s = (E+F )x(n) + b etx(n+1) = ωx̃(n+1) +(1−ω)x(n).On a doncx(n+1) =
ω[D−1(E+F )x(n)+D−1b]+(1−ω)x(n) c’est–à–direx(n+1) = [Id−ω(Id−D−1(E+F ))]x(n)+ωD−1b,,
soit encore1

ωDx
(n+1) = [ 1

ωD− (D− (E +F ))]x(n) + b.On en déduit queMωx
(n+1) = Nωx

(n) + b avec
Mω = 1

ωD etNω = 1
ωD −A.

6. La matrice d’itération est donc maintenantJω = M−1
ω Nω qui est symétrique pour le produit scalaire

(·, ·)Mω
donc en reprenant le raisonnement de la question 2, il existeune base(f̃1, . . . , f̃N ) ∈ (IRN )N

et (µ̃1, . . . µ̃N ) ⊂ IRN tels que

Jω f̃i = Mω
−1Nωf̃i = ωD−1

(
1

ω
D −A

)

f̃i = µ̃if̃i, ∀i = 1, . . . , N,

et
1

ω
Df̃i · f̃j = δij , ∀i,= 1, . . . , N, ∀j,= 1, . . . , N.

Supposons̃µ1 ≤ −1, alorsµ̃1 = −α, avecα ≥ 1 etωD−1( 1
ωD − A)f̃1 = −αf̃1, ou encore1

ωD − Af̃1 =

−α 1

ω
Df̃1. On a donc2

ωD − Af̃1 = (1 − α)
1

ω
Df̃1, ce qui entraîne(

2

ω
D − A)f̃1 · f̃1 ≤ 0. Ceci contredit

l’hypothèse
2

ω
D −A définie positive.

De même, sĩµN ≥ 1, alorsµ̃N = α avecα ≥ 1. On a alors

(
1

ω
D −A)f̃N = α

1

ω
Df̃N ,
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et doncAf̃N = (1−α) 1

ωDf̃N ce qui entraîne en particulier queAf̃N · f̃N ≤ 0 ; or ceci contredit l’hypothèse
A définie positive.

7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
(

2

ω
D −A

)

x · x > 0, ∀x 6= 0, (1.8.80)

ce qui est équivalent à
(

2

ω
D −A

)

fi · fi > 0, ∀i = 1, . . . , N, (1.8.81)

où les(fi)i=1,N sont les vecteurs propres deD−1(E + F ). En effet, la famille(fi)i=1,...,N est une base de
IRN , et (

2

ω
D −A

)

fi =

(
2

ω
D −D + (E + F )

)

fi

=

(
2

ω
− 1

)

Dfi + µiDfi

=

(
2

ω
− 1 + µi

)

Dfi.

(1.8.82)

On a donc en particulier
(

2
ωD −A

)
fi · fj = 0 is i 6= j, ce qui prouve que (1.8.80) est équivalent à (1.8.81).

De (1.8.81), on déduit, grâce au fait que(Dfi, fi) = 1,

((
2

ω
D −A

)

fi, fi

)

=

(
2

ω
− 1 + µi

)

.

On veut donc que2ω − 1 + µ1 > 0 carµ1 = inf µi, c’est–à–dire :− 2
ω < µ1 − 1, ce qui est équivalent à :

ω <
2

1 − µ1
.

8. La matrice d’itérationJω s’écrit :

Jω =

(
1

ω
D

)−1(
1

ω
D −A

)

= ωIω, avecIω = D−1(
1

ω
D −A).

Soitλ une valeur propre deIω associée à un vecteur propreu ; alors :

D−1

(
1

ω
D −A

)

u = λu, i.e.

(
1

ω
D −A

)

u = λDu.

On en déduit que

(D −A)u +

(
1

ω
− 1

)

Du = λDu, soit encore

D−1(E + F )u =

(

1 − 1

ω
+ λ

)

u.

Or fi est vecteur prore deD−1(E + F ) associée à la valeur propreµi (question 2). On a donc :

D−1(E + F )fi = µifi =

(

1 − 1

ω
+ λ

)

fi,

ce qui est vrai siµi = 1 − 1
ω + λ, c’est–à–direλ = µi − 1 − 1

ω . Doncµ(ω)
i = ω

(

µi − 1 − 1

ω

)

est valeur

propre deJω associée au vecteur proprefi.
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On cherche maintenant à minimiser le rayon spectral

ρ(Jω) = sup
i

|ω(µi − 1 − 1

ω
)|

On a

ω(µ1 − 1 − 1

ω
) ≤ ω(µi − 1 − 1

ω
) ≤ ω(µN − 1 − 1

ω
),

et

−ω(µN − 1 − 1

ω
) ≤ −ω(µ1 − 1 − 1

ω
) ≤ −ω(µi − 1 − 1

ω
),

donc

ρ(Jω) = max

(

|ω(µN − 1 − 1

ω
)|, | − ω(µ1 − 1 − 1

ω
|)
)

dont le minimum est atteint (voir Figure 1.8) pour

ω(1 − µ1) − 1 = 1 − ω(1 − µN ) c’est–à–direω =
2

2 − µ1 − µN
.

1

1
1−µN

1
1−µ1

|ω(1 − µ1) + 1|
|ω(1 − µN ) + 1|
max(|ω(1 − µN ) + 1|, |ω(1 − µ1) + 1|)

2
2−µ1−µN

ω

FIG. 1.6 – Détermination de la valeur deω réalisant le minimum du rayon spectral.

Exercice 37 page 49 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulières)

1. Soitx ∈ IRN , supposons que

‖x‖A =
N∑

i=1

ai,i|xi| = 0.

Commeai,i > 0, ∀i = 1, . . . , N, on en déduit quexi = 0, ∀i = 1, . . . , N. D’autre part, il est immédiat
de voir que‖x + y‖A ≤ ‖x‖ + ‖y‖A pour tout(x, y) ∈ IRN × IRN et que‖λx‖A = |λ|‖x‖A pour tout
(x, λ) ∈ IRN × IR. On en déduit que‖ · ‖A est une norme surIRN .
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2. PosonsÃ = λId + A et notons̃ai,j ses coefficients. Commeλ ∈ IR∗

+,et grâce aux hypothèses (1.6.57)–
(1.6.59), ceux-ci vérifient :

ãi,j ≤ 0, ∀i, j = 1, . . . , N, i 6= j, (1.8.83)

ãi,i >

N∑

i=1
j 6=i

ai,j , ∀i = 1, . . . , N. (1.8.84)

La matriceÃ est donc à diagonale dominante stricte, et par l’exercice 31page 47, elle est donc inversible.

3. La méthode de Jacobi pour la résolution du système (1.6.60) s’écrit :

D̃u(k+1) = (E + F )u(k) + b, (1.8.85)

avecD̃ = λId+D, etA = D−E−F est la décomposition habituelle deA en partie diagonale, triangulaire
inférieure et triangulaire supérieure. Commeai,i ≥ 0 etλ ∈ IR∗

+, on en déduit quẽD est inversible, et que
donc la suite(u(k))k∈IN est bien définie dansIR.

4. Par définition de la méthode de Jacobi, on a :

u
(k+1)
i =

1

ai,i + λ
(
∑

j=1,N
j 6=i

ai,ju
(k)
j + bi).

On en déduit que

u
(k+1)
i − u

(k)
i =

1

ai,i + λ

∑

j=1,N
j 6=i

ai,j(u
(k)
j − u

(k−1)
j ).

et donc

‖u(k+1) − u(k)‖A ≤
N∑

i=1

ai,i

ai,i + λ

∑

j=1,N
j 6=i

ai,j(u
(k)
j − u

(k−1)
j ).

Or
ai,i

ai,i + λ
≤ 1

1 + λ
ai,i

≤ 1

1 + α
. On a donc

‖u(k+1) − u(k)‖A ≤ 1

1 + α

N∑

j=1

(u
(k)
j − u

(k−1)
j )

∑

j=1,N
j 6=i

ai,j .

Et par hypothèse,
∑

j=1,N
j 6=i

ai,j = aj,j . On en déduit que

‖u(k+1) − u(k)‖A ≤ 1

1 + α
‖u(k) − u(k−1)‖A.

On en déduit le résultat par une récurrence immédiate.

5. Soientp et q = p+m ∈ IN, avecm ≥ 0. Par le résultat de la question précédente, on a :

‖u(q) − u(p)‖A ≤
m∑

i=1

‖u(p+i) − u(p−i−1)‖A

≤ ‖u(1) − u(0)‖A(
1

1 + α
)p

m∑

i=0

(
1

1 + α
)i
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Orα > 0 donc la série de terme général( 1

1+α )i, et on a :

‖u(q) − u(p)‖A ≤ ‖u(1) − u(0)‖A(
1

1 + α
)p

+∞∑

i=0

(
1

1 + α
)i

≤ (1 +
1

α
)‖u(1) − u(0)‖A(

1

1 + α
)p

→ 0 lorsquep→ +∞.

On en déduit que pour toutǫ > 0, il existeN tel que sip, q > N alors‖u(q) − u(p)‖A ≤ ǫ, ce qui montre
que la suite est de Cauchy, et donc qu’elle converge. Soitu sa limite. En passant à la limite dans (1.8.85), on
obtient queu est solution de (1.6.60).

Exercice 39 page 50 (Une méthode itérative particulière)

1. Det(A) = −1 et doncA est inversible.

2. Det(
1

ω
Id− E) =

1

ω

(
1

ω2
− 2

)

. Orω ∈]0, 2[. Donc la matrice
1

ω
Id− E est inversible siω 6=

√
2

2
.

3. Les valeurs propres deLω sont les complexesλ tels qu’il existex ∈ C3, x 6= 0, t.q :Lωx = λx, c’est–à–dire :
(

F +
1 − ω

ω
Id

)

x = λ

(
1

ω
Id− E

)

x,

soit encoreMλ,ωx = 0, avecMλ,ω = ωF + λωE + (1 − ω − λ)Id.

Or
Det (Mλ,ω) = (1 − ω − λ)((1 − ω − λ)2 − 2λ2ω2)

= (1 − ω − λ)(1 − ω − (1 +
√

2ω)λ)(1 − ω − (1 −
√

2ω)λ)
Les valeurs propres deLω sont donc réelles, et égales à

λ1 = 1 − ω, λ2 =
1 − ω

1 +
√

2ω
etλ3 =

1 − ω

1 −
√

2ω
.

Par définition, le rayon spectralρ(Lω) de la matriceLω est égal àmax(|λ1|, |λ2|, |λ3|). Remarquons tout d’abord
que|1 +

√
2ω| > 1, ∀ω ∈]0, 2[, et donc|λ1| > |λ2|, ∀ω ∈]0, 2[. Il ne reste donc plus qu’à comparer|λ1| et |λ3|.

Une rapide étude des fonctions|λ1| et |λ3| permet d’établir le graphe représentatif ci-contre.
On a donc :

ρ(Lω) = |λ3(ω)| =

∣
∣
∣
∣

1 − ω

1 −
√

2ω

∣
∣
∣
∣

si ω ∈]0,
√

2]

ρ(Lω) = λ1(ω) = |1 − ω| si ω ∈ [
√

2, 2[.

4. La méthode est convergente siρ(Lω) < 1 ; Si ω ∈ [
√

2, 2[, ρ(Lω) = ω − 1 < 1 ; si ω ∈]0,
√

2[,

ρ(Lω) =

∣
∣
∣
∣

1 − ω

1 −
√

2ω

∣
∣
∣
∣
< 1

dès que
1 − ω√
2ω − 1

< 1, c’est à direω >
2

1 +
√

2
.

Le minimum deρ(Lω) est atteint pourω0 = 1, on a alorsρ(Lω) = 0.
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FIG. 1.7 – Graphe des valeurs propresλ1 etλ3

Exercice 41 page 51 (Méthode de la puissance pour calculer lerayon spectral deA)

1. CommeA est une matrice symétrique,A est diagonalisable dansIR. Soit(f1, . . . , fN) ∈ (IRN )N une base
orthonormée de vecteurs propres deA associée aux valeurs propres(λ1, . . . , λN ) ∈ IRN . On décompose
x(0) sur(fi)i=1,...,N : x(0) =

∑N
i=1 αifi. On a doncAx(0) =

∑N
i=1 λiαifi etAnx(0) =

∑N
i=1 λ

n
i αifi.

On en déduit :
x(n)

λn
N

=

N∑

i=1

(
λi

λN

)n

αifi.

Comme−λN n’est pas valeur propre,

lim
n→+∞

(
λi

λN
)n = 0 si λi 6= λN . (1.8.86)

Soientλ1, . . . , λp les valeurs propres différentes deλN , etλp+1, . . . , λN = λN . On a donc

limn→+∞
x(n)

λn
N

=
∑N

i=p+1 αifi = x, avecAx = λNx.

De plus,x 6= 0 : en effet,x(0) /∈ (Ker(A − λNId))
⊥ = V ect{f1, . . . , fp}, et donc il existei ∈ {p +

1, . . . , N} tel queαi 6= 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

‖x(n+1)‖ =

N∑

i=1

λn+1
i αi et‖x(n)‖ =

N∑

i=1

λn
i αi

car(f1, . . . , fN ) est une base orthonormée. On a donc

‖x(n+1)‖
‖x(n)‖ = λn

N

‖x
(n+1)

λn+1
N

‖

‖x
(n)

λN
‖

→ λN
‖x‖
‖x‖ = λN lorsquen→ +∞.
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2. a) La méthode I s’écrit à partir dex(0) connu :x(n+1) = Bx(n) + c pourn ≥ 1, avecc = (I − B)A−1b.

On a donc
x(n+1) − x = Bx(n) + (Id−B)x− x

= B(x(n) − x).
(1.8.87)

Si y(n) = x(n) − x, on a doncy(n+1) = By(n), et d’après la question 1a) siy(0) 6⊥ Ker(B − µNId)
oùµN est la plus grande valeur propre deB, (avec|µN | = ρ(B)et− µN non valeur propre), alors

‖y(n+1)‖
‖y(n)‖ −→ ρ(B) lorsquen→ +∞,

c’est–à–dire
‖x(n+1) − x‖
‖x(n) − x‖ −→ ρ(B) lorsquen→ +∞.

b) On applique maintenant 1a) ày(n) = x(n+1) − x(n) avec

y(0) = x(1) − x(0) oùx(1) = Ax(0).

On demande quex(1) − x(0) /∈ Ker(B − µNId)
⊥ comme en a), et on a bieny(n+1) = By(n), donc

‖y(n+1)‖
‖y(n)‖ −→ ρ(B) lorsquen→ +∞.
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Chapitre 2

Systèmes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systèmes linéaires en dimension finie.
L’objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systèmes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donneg ∈ C(IRN , IRN ) et on cherchex dansIRN solution de :

{

x ∈ IRN

g(x) = 0.
(2.0.1)

Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du système (2.0.1) dans le cas particulierg(x) = Ax − b,
A ∈ MN (IR), b ∈ IRN . On va maintenant étendre le champ d’étude au cas oùg n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du système (2.0.1) :
– les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et pointfixe de monotonie
– les méthodes de type Newton1.

2.1 Les méthodes de point fixe

2.1.1 Point fixe de contraction

Soit g ∈ C(IRN , IRN ), on définit la fonctionf ∈ C(IRN , IRN ) parf(x) = x + g(x). On peut alors remarquer
queg(x) = 0 si et seulement sif(x) = x. Résoudre le système non linéaire (2.0.1) revient donc à trouver un point
fixe def . Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. . .

Théorème 2.1 (Point fixe)SoitE un espace métrique complet,d la distance surE, et f : E → E une fonction
strictement contractante, c’est–à–dire telle qu’il existek ∈]0, 1[ tel qued(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) pour toutx, y ∈
E.
Alors il existe un unique point fixēx ∈ E qui vérifief(x̄) = x̄. De plus six(0) ∈ E, etx(n+1) = f(x(n)) ∀n ≥ 0,
alorsx(n) → x̄ quandn+ ∞.

Démonstration :

Etape 1 : Existence dēx et convergence de la suite

Soitx(0) ∈ E et (x(n))n∈IN la suite définie parx(n+1) = f(x(n)) pourn ≥ 0. On va montrer que :

1. (x(n))n est de Cauchy (donc convergente carE est complet),

1Isaac Newton (1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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2.1. LES MÉTHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTÈMES NON LINÉAIRES
2. lim

n→+∞
x(n) = x̄ est point fixe def .

Par hypothèse, on sait que pour toutn ≥ 1,

d(x(n+1), x(n)) = d(f(x(n)), f(x(n−1))) ≤ kd(x(n), x(n−1)).

Par récurrence surn, on obtient que

d(x(n+1), x(n)) ≤ knd(x(1), x(0)), ∀n ≥ 0.

Soitn ≥ 0 etp ≥ 1, on a donc :

d(x(n+p), x(n)) ≤ d(x(n+p), x(n+p−1)) + · · · + d(x(n+1), x(n))

≤
p
∑

q=1

d(x(n+q), x(n+q−1))

≤
p
∑

q=1

kn+q−1d(x(1), x(0))

≤ d(x(1), x(0))kn(1 + k + . . .+ kp−1)

≤ d(x(1), x(0))
kn

1 − k
−→ 0 quandn→ +∞ cark < 1.

La suite(x(n))n∈IN est donc de Cauchy,i.e. :

∀ε > 0, ∃nε ∈ IN ; ∀n ≥ nε, ∀ p ≥ 1 d(x(n+p), x(n)) ≤ ε.

CommeE est complet, on a doncx(n) −→ x̄ dansE quandn→ +∞.
Comme la fonctionf est strictement contractante, elle est continue, donc on a aussif(x(n)) −→ f(x̄) dans
E quandn+ ∞. En passant à la limite dans l’égalitéx(n+1) = f(x(n)), on en déduit quēx = f(x̄).

Etape 2 : Unicité

Soit x̄ et ȳ des points fixes def , qui satisfont donc̄x = f(x̄) et ȳ = f(ȳ). Alorsd(f(x̄), f(ȳ)) = d(x̄, ȳ) ≤
kd(x̄, ȳ) ; commek < 1, ceci est impossible sauf six̄ = ȳ.

Remarque 2.2

1. Sous les hypothèses du théorème 2.1,d(x(n+1), x̄) = d(f(x(n)), f(x̄)) ≤ kd(x(n), x̄); donc six(n) 6= x̄

alors d(x(n+1),x̄)
d(x(n),x̄)

≤ k (< 1). La convergence est donc au moins linéaire (même si de fait, cette méthode
converge en général assez lentement).

2. On peut généraliser le théorème du point fixe en remplaçantl’hypothèse “f strictement contractante" par “
il existen > 0 tel quef (n) = f ◦ f ◦ . . . ◦ f

︸ ︷︷ ︸

n fois

est strictement contractante ” (reprendre la démonstration du

théorème pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire sif n’est pas strictement contractante ? Soitg ∈ C(IRN , IRN )
telle quef(x) = x + g(x). On aimerait déterminer les conditions surg pour quef soit strictement contractante.
Plus généralement siω 6= 0, on définitfω(x) = x + ωg(x), et on remarque quex est solution du système (2.0.1)
si et seulement six est point fixe defω(x).
On aimerait dans ce cas avoir des conditions pour quefω soit strictement contractante.
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Théorème 2.3 (Point fixe de contraction avec relaxation)
On désigne par|.| la norme euclidienne surIRN . Soitg ∈ C(IRN , IRN ) telle que

∃α > 0 tel que(g(x) − g(y)) · (x− y) ≤ −α|x− y|2, ∀x, y ∈ IRN , (2.1.2)

∃M > 0 tel que|g(x) − g(y)| ≤M |x− y|, ∀x, y ∈ IRN . (2.1.3)

Alors la fonctionfω est strictement contractante si0 < ω <
2α

M2
.

Il existe donc un et un seul̄x ∈ IRN tel queg(x̄) = 0 et x(n) −→ x̄ quandn + ∞ avecx(n+1) = fω(x(n)) =
x(n) + ωg(x(n+1)).

Remarque 2.4 Le théorème 2.3 permet de montrer que sous les hypothèses(2.1.2)et (2.1.3), et pourω ∈]0, 2α
M2 [,

on peut obtenir la solution de(2.0.1)en construisant la suite :
{
x(n+1) = x(n) + ωg(x(n)) n ≥ 0,

x(0) ∈ IRN .
(2.1.4)

Or on peut aussi écrire cette suite de la manière suivante :
{
x̃(n+1) = f(x(n)), ∀n ≥ 0

x(n+1) = ωx̃(n+1) + (1 − ω)x(n), x(0) ∈ IRN .
(2.1.5)

En effet six(n+1) est donné par la suite(2.1.5), alorsx(n+1) = ωx̃(n+1)−(1−ω)x(n) = ωf(x(n))+(1−ω)x(n) =
ωg(x(n)) + x(n). Le procédé de construction de la suite(2.1.5)est l’algorithme de relaxation surf .

Démonstration du théorème 2.3
Soit 0 < ω <

2α

M2
. On veut montrer quef est strictement contractante, c.à.d. qu’il existek < 1 tel que|fω(x) −

fω(y)| ≤ k|x− y| ∀(x, y) ∈ (IRN )2. Soit(x, y) ∈ (IRN )2, alors, par définition de la norme euclidienne,

|fω(x) − fω(y)|2 =
(
x− y + ω(g(x) − g(y))

)
·
(
x− y + ω(g(x) − g(y))

)

= |x− y|2 + 2(x− y) · (ω(g(x) − g(y))) + ω2|g(x) − g(y)|2.

Donc grâce aux hypothèses (2.1.2) et (2.1.3), on a :|fω(x) − fω(y)|2 ≤ (1 − 2ωα+ ω2M2) |x− y|2, et donc la

fonctionfω est strictement contractante si1 − 2ωα+ ω2M2 < 1 ce qui est vérifié si0 < ω <
2α

M2
.

Remarque 2.5 (Quelques rappels de calcul différentiel)
Soith ∈ C2(IRN , IR). La fonctionh est donc en particulier différentiable, c.à.d. que pour tout x ∈ IRN , il existe
Dh(x) ∈ L(IRN , IR) telle queh(x + y) = h(x) + Dh(x)(y) + |y|ε(y) où ε(y) → 0

y→0
. On a dans ce cas, par

définition du gradient,Dh(x)(y) = ∇h(x) · y où∇h(x) = (∂1h(x), · · · , ∂Nh(x))
t ∈ IRN est le gradient deh

au pointx (on désigne par∂ih la dérivée partielle def par rapport à sai-ème variable).
Comme on supposeh ∈ C2(IRN , IR), on a doncg = ∇h ∈ C1(IRN , IRN ), et g est continûment différentiable,
c’est–à–dire

Dg(x) ∈ L(IRN , IRN ), etg(x+ y) = g(x) +Dg(x)(y) + |y|ε(y),
oùε(y) → 0

y→0
.

CommeDg(x) ∈ L(IRN , IRN ), on peut représenterDg(x) par une matrice deMN (IR), on confond alors
l’application linéaire et la matrice qui la représente dansla base canonique, et on écrit par abus de notation
Dg(x) ∈ MN (IR). On peut alors écrire, grâce à cet abus de notation,Dg(x)(y) = Dg(x)y avec(Dg(x)y)i =
∑

i,j=1,N ∂2
i,jhj(x) où∂2

i,jh = ∂i(∂jh)(x).

Commeh est de classeC2, la matriceDg(x) est symétrique. Pourx ∈ IRN , on note(λi(x))1≤i≤N les valeurs
propres deDg(x), qui sont donc réelles.
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La proposition suivante donne une condition suffisante pourqu’une fonction vérifie les hypothèses (2.1.2) et
(2.1.3).

Proposition 2.6 Soith ∈ C2(IRN , IR), et(λi)i=1,N les valeurs propres de la matrice hessienne deh. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifsβ etγ tels que−β ≤ λi(x) ≤ −γ, ∀i ∈ {1 . . .N}, ∀x ∈ IRN . (Notons
que cette hypothèse est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors la fonction
g = ∇h (gradient deh) vérifie les hypothèses(2.1.2)et (2.1.3)du théorème 2.3 avecα = γ etM = β.

Démonstration de la proposition 2.6
Montrons d’abord que l’hypothèse (2.1.2) est vérifiée. Soit(x, y) ∈ (IRN )2, on veut montrer que(g(x) − g(y)) ·
(x− y) ≤ −γ|x− y|2. On introduit pour cela la fonctionϕ ∈ C1(IR, IRN ) définie par :

ϕ(t) = g(x+ t(y − x)).

On a doncϕ(1)− ϕ(0) = g(y)− g(x) =
∫ 1

0
ϕ′(t)dt. Orϕ′(t) = Dg(x+ t(y − x))(y − x). Doncg(y)− g(x) =

∫ 1

0 Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt. On en déduit que :

(g(y) − g(x)) · (y − x) =

∫ 1

0

(Dg(x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)) dt.

Commeλi(x) ∈ [−β,−γ] ∀i ∈ {1, . . . , N}, on a donc−β|y|2 ≤ Dg(z)y · y ≤ −γ|y|2. On a donc :(g(y) −
g(x)) · (y − x) ≤

∫ 1

0
−γ|y − x|2dt = −γ|y − x|2 ce qui termine la démonstration de (2.1.2).

Montrons maintenant que l’hypothèse (2.1.3) est vérifiée. On veut montrer que|g(y)− g(x)| ≤ β|y− x|. On peut
écrire :

g(y) − g(x) =

∫ 1

0

Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt,

et donc

|g(y) − g(x)| ≤
∫ 1

0

|Dg(x+ t(y − x))(y − x)|dt

≤
∫ 1

0

|Dg(x+ t(y − x))||y − x|dt,

où |.| est la norme surMN (IR) induite par la norme euclidienne surIRN .
Or, commeλi(x) ∈ [−β,−γ] pour touti = 1, . . . , N , la matrice−Dg(x + t(y − x)) est symétrique définie
positive. Et donc, d’après l’exercice 5 page 37,

|Dg(x+ t(y − x)| = ρ(Dg(x+ t(y − x)) ≤ β.

On a donc ainsi montré que :
|g(y) − g(x)| ≤ β|y − x|,

ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.7 Dans de nombreux cas, le problème de résolution d’un problème non linéaire apparaît sous la
formeAx = R(x) oùA est une matrice carrée d’ordreN inversible, etR ∈ C(IRN , IRN ). On peut le réécrire
sous la formex = A−1R(x). On peut donc appliquer l’algorithme de point fixe sur la fonction f = A−1R, ce qui
donne comme itération :x(n+1) = A−1R(x(n)). Si on pratique un point fixe avec relaxation, avec paramètrede
relaxationω > 0, alors l’itération s’écrit : x̃(n+1) = A−1R(x(n)), x(n+1) = ωx̃(n+1) + (1 − ω)x(n).
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2.1.2 Point fixe de monotonie

Théorème 2.8 (Point fixe de monotonie)
SoientA ∈ MN (IR) etR ∈ C(IRN , IRN ). On suppose que :

1. ∀x ∈ IRN ,Ax ≥ 0 ⇒ x ≥ 0, c’est-à-dire
(
(Ax)i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N

)
⇒
(
xi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N

)
.

2. R est monotone, c.à.d. que six ≥ y (composante par composante) alorsR(x) ≥ R(y) (composante par
composante).

3. 0 est une sous-solution du problème, c’est-à-dire queR(0) ≥ 0 et il existex̃ ∈ IRN ; x̃ ≥ 0 tel quex̃ est une
sur-solution du problème, c’est-à-dire queAx̃ ≥ R(x̃).

On posex(0) = 0 etAx(n+1) = R(x(n)). On a alors :

1. 0 ≤ x(n) ≤ x̃, ∀n ∈ IN,

2. x(n+1) ≥ x(n), ∀n ∈ IN,

3. x(n) −→ x̄ quandn→ +∞ etAx̄ = R(x̄).

Démonstration du théorème 2.8
CommeA est inversible la suite(x(n))n∈IN vérifiant

{
x(0) = 0,

Ax(n+1) = R(x(n)), n ≥ 0

est bien définie. On va montrer par récurrence surn que0 ≤ x(n) ≤ x̃ pour toutn ≥ 0 et quex(n) ≤ x(n+1) pour
toutn ≥ 0.

1. Pourn = 0, on ax(0) = 0 et donc0 ≤ x(0) ≤ x̃ etAx(1) = R(0) ≥ 0. On en déduit quex(1) ≥ 0 grâce
aux hypothèses 1 et 3 et doncx(1) ≥ x(0) = 0.

2. On suppose maintenant (hypothèse de récurrence) que0 ≤ x(p) ≤ x̃ et x(p) ≤ x(p+1) pour toutp ∈
{0, . . . , n− 1}.
On veut montrer que0 ≤ x(n) ≤ x̃ et quex(n) ≤ x(n+1). Par hypothèse de récurrence pourp = n − 1,
on sait quex(n) ≥ x(n−1) et quex(n−1) ≥ 0. On a doncx(n) ≥ 0. Par hypothèse de récurrence, on a
également quex(n−1) ≤ x̃ et grâce à l’hypothèse 2, on a doncR(x(n−1)) ≤ R(x̃). Par définition de la
suite(x(n))n∈IN, on aAx(n) = R(x(n−1)) et grâce à l’hypothèse 3, on sait queAx̃ ≥ R(x̃). On a donc :
A(x̃− x(n)) ≥ R(x̃) −R(x(n−1)) ≥ 0. On en déduit alors (grâce à l’hypothèse 1) quex(n) ≤ x̃.

De plus, commeAx(n) = R(x(n−1)) et Ax(n+1) = R(x(n)), on aA(x(n+1) − x(n)) = R(x(n)) −
R(x(n−1)) ≥ 0 par l’hypothèse 2, et donc grâce à l’hypothèse 1,x(n+1) ≥ x(n).

On a donc ainsi montré (par récurrence) que

0 ≤ x(n) ≤ x̃, ∀n ≥ 0

x(n) ≤ x(n+1), ∀n ≥ 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, c.à.d. que six(n) = (x
(n)
1 . . . x

(n)
N )t ∈ IRN et x̃ =

(x̃1 . . . x̃N )t ∈ IRN , alors0 ≤ x
(n)
i ≤ x̃i etx(n)

i ≤ x
(n+1)
i , ∀i ∈ {1, . . . , N}, et∀n ≥ 0.

Soit i ∈ {1, . . . , N} ; la suite(x
(n)
i )n∈IN ⊂ IR est croissante et majorée parx̃i donc il existex̄i ∈ IR tel que

x̄i = lim
n→+∞

x
(n)
i . Si on posēx = (x̄1 . . . x̄N )t ∈ IRN , on a doncx(n) −→ x̄ quandn→ +∞.

Enfin, commeAx(n+1) = R(x(n)) et commeR est continue, on obtient par passage à la limite lorsquen → +∞
queAx̄ = R(x̄) et que0 ≤ x̄ ≤ x̃.
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L’hypothèse 1 du théorème 2.8 est souvent appelée “principedu maximum". Elle est vérifiée par exemple par
les matricesA qu’on a obtenues par discrétisation par différences finies des opérateurs−u′′ sur l’intervalle]0, 1[
(voir page 23) et∆u sur ]0, 1[×]0, 1[ (voir page 27). Le principe du maximum est aussi caractériséde la manière
suivante (plus difficile à utiliser en pratique) :

Proposition 2.9 (CNS de monotonie)L’hypothèse 1 du théorème 2.8 est vérifiée si et seulement siA inversible
etA−1 a des coefficients≥ 0.

Démonstration :
Supposons d’abord que l’hypothèse 1 du théorème 2.8 est vérifiée et montrons queA inversible et queA−1 a des
coefficients≥ 0. Si x est tel queAx = 0, alorsAx ≥ 0 et donc, par hypothèse,x ≥ 0. Mais on a aussiAx ≤ 0,
soitA(−x) ≥ 0 et donc par hypothèse,x ≤ 0. On en déduitx = 0, ce qui prouve queA est inversible.

L’hypothèse 1 donne alors quey ≥ 0 ⇒ A−1y ≥ 0. En prenanty = e1 on obtient que la première colonne de
A−1 est positive, puis en prenanty = ei on obtient que lai-ème colonne deA−1 est positive, pouri = 2, . . . , N .
DoncA−1 a tous ses coefficients positifs.

Supposons maintenant queA est inversible et queA−1 a des coefficients positifs. Soitx ∈ IRN tel queAx = y ≥
0, alorsx = A−1y ≥ 0. DoncA vérifie l’hypothèse 1.

Théorème 2.10 (Généralisation du précédent)
SoitA ∈ MN(IR), R ∈ C1(IRN , IRN ), R = (R1, . . . , RN )t tels que

1. Pour toutβ ≥ 0 et pour toutx ∈ IRN , Ax+ βx ≥ 0 ⇒ x ≥ 0

2.
∂Ri

∂xj
≥ 0, ∀i, j t.q. i 6= j (Ri est monotone croissante par rapport à la variablexj si j 6= i) et ∃γ > 0,

−γ ≤ ∂Ri

∂xi
≤ 0, ∀x ∈ IRN , ∀i ∈ {1, . . . , N} (Ri est monotone décroissante par rapport à la variablexi).

3. 0 ≤ R(0) (0 est sous-solution) et∃x̃ ≥ 0 tel queA(x̃) ≥ R(x̃) (x̃ est sur-solution).

Soientx(0) = 0, β ≥ γ, et (x(n))n∈IN la suite définie parAx(n+1) + βx(n+1) = R(x(n)) + βx(n). Cette suite
converge vers̄x ∈ IRN etAx̄ = R(x̄). De plus,0 ≤ x(n) ≤ x̃ ∀n ∈ IN etx(n) ≤ x(n+1), ∀n ∈ IN.

Démonstration : On se ramène au théorème précédent avecA+βId au lieu deA etR+β au lieu deR.

Remarque 2.11 (Point fixe de Brouwer)On s’est intéressé ici uniquement à des théorèmes de point fixe “con-
structifs", i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Il existe aussi un théorème de point fixe dansIRN avec
des hypothèses beaucoup plus générales (mais le théorème est non constructif), c’est le théorème de Brouwer2 :
si f est une fonction continue de la boule unité deIRN dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la
boule unité.

2.1.3 Vitesse de convergence

Définition 2.12 (Vitesse de convergence)Soit(x(n))n∈IN ∈ IRN et x̄ ∈ IRN . On suppose quex(n) → x̄ lorsque
n → +∞, avecx(n) 6= x̄ pour toutn ∈ IN. On s’intéresse à la “vitesse de convergence" de la suite(x(n))n∈IN .
On dit que :

1. la convergence estau moins linéaire s’il existeβ ∈]0, 1[ et il existen0 ∈ IN tels que sin ≥ n0 alors
‖x(n+1) − x̄‖ ≤ β‖x(n) − x̄‖.

2Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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2. La convergenceest linéairesi il existeβ ∈]0, 1[ tel que

‖x(n+1) − x̄‖
‖x(n) − x̄‖ −→ β quandn→ +∞,

3. La convergence estsuper linéairesi

‖x(n+1) − x̄‖
‖x(n) − x̄‖ −→ 0 quandn→ +∞,

4. La convergence estau moins quadratiquesi il existeβ ∈]0, 1[ et il existen0 ∈ IN tels que sin ≥ n0 alors
‖x(n+1) − x̄‖ ≤ β‖x(n) − x̄‖2,

5. La convergence estquadratique si

∃β > 0
‖x(n+1) − x̄‖
‖x(n) − x̄‖2

−→ β quandn→ +∞.

Remarque 2.13La convergence quadratique est évidemment plus “rapide" que la convergence linéaire.

Proposition 2.14 Soitf ∈ C1(IR, IR) ; on suppose qu’il existēx ∈ IR tel quef(x̄) = x̄. On construit la suite

x(0) ∈ IR
x(n+1) = f(x(n)).

1. Si on suppose quef ′(x̄) 6= 0 et |f ′(x̄)| < 1, alors il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα = [x̄ − α, x̄ + α]

alors x(n) → x̄ lorsquen → +∞, et six(n) 6= x̄, alors
|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄| → |f ′(x̄)| = β, où β ∈]0, 1[. La

convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant quef ′(x̄) = 0 et f ∈ C2(IR, IR),alors il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα =
[x̄− α, x̄+ α], alorsx(n) → x̄ quandn+ ∞, et six(n) 6= x̄, ∀n ∈ IN alors

|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄|2 → β =

1

2
|f ′′(x̄)|.

La convergence est donc au moins quadratique.

Démonstration
1. Supposons que|f ′(x̄)| < 1, et montrons qu’il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα alorsx(n) → x̄. Comme
f ∈ C1(IR, IR) il existeα > 0 tel queγ = maxx∈Iα

|f ′(x)| < 1 ( par continuité def ′).
On va maintenant montrer quef : Iα → Iα est strictement contractante, on pourra alors appliquer lethéorème du
point fixe àf|Iα

, (Iα étant fermé), pour obtenir quex(n) → x̄ où x̄ est l’unique point fixe def|Iα.
Soitx ∈ Iα ; montrons d’abord quef(x) ∈ Iα : commef ∈ C1(IR, IR), il existeξ ∈]x, x̄[ tel que|f(x) − x̄| =
|f(x) − f(x̄)| = |f ′(ξ)||x − x̄| ≤ γ|x− x̄| < α, ce qui prouve quef(x) ∈ Iα.
On vérifie alors quef|Iα

est strictement contractante en remarquant que pour tousx, y ∈ Iα, x < y, il existe
ξ ∈]x, y[(⊂ Iα) tel que|f(x) − f(y)| = |f ′(ξ)||x− y| ≤ γ|x− y| avecγ < 1.

On a ainsi montré quex(n) → x̄ si x(0) ∈ Iα.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite.Supposons quef ′(x̄) 6= 0 et x(n) 6= x̄ pour tout
n ∈ IN. Commex(n+1) = f(x(n)) et x̄ = f(x̄), on a|x(n+1) − x̄| = |f(x(n)) − f(x̄)|. Commef ∈ C1(IR, IR),
il existeξn ∈]x(n), x̄[ ou ]x̄, x(n)[, tel quef(x(n)) − f(x̄) = f ′(ξn)(x(n) − x̄). On a donc

|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄| = |f ′(ξn)| −→ |f ′(x̄)| carx(n) → x̄ etf ′ est continue.
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On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant quef ′(x̄) = 0 et f ∈ C2(IR, IR). On sait déjà par ce qui précède qu’il existeα > 0 tel
que six(0) ∈ Iα alorsx(n) →→ x̄ lorsquen→ +∞. On veut estimer la vitesse de convergence. On suppose pour
cela quex(n) 6= x̄ pour toutn ∈ IN.

Commef ∈ C2(IR, IR), il existeξn ∈]x(n), x̄[ tel quef(x(n))− f(x̄) = f ′(x̄)(x(n) − x̄) +
1

2
f ′′(ξn)(x(n) − x̄)2.

On a donc :x(n+1) − x̄ = 1
2f

′′(ξn)(x(n) − x̄)2 ce qui entraîne que

|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄|2 =

1

2
|f ′′(ξn)| −→ 1

2
|f ′′(x̄)| quandn→ +∞.

La convergence est donc quadratique.

On étudie dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution d’un système non linéaire. Donnons
l’idée de la méthode de Newton dans le casN = 1 à partir des résultats de la proposition précédente. Soitg ∈
C3(IR, IR) et x̄ ∈ IR tel queg(x̄) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite(x(n))n ∈ IRN qui
converge vers̄x de manière quadratique. On pose

f(x) = x+ h(x)g(x) avech ∈ C2(IR, IR) tel queh(x) 6= 0 ∀x ∈ IR.

on a donc
f(x) = x⇔ g(x) = 0.

Si par miraclef ′(x̄) = 0, la méthode de point fixe surf va donner (pourx(0) ∈ Iα donné par la proposition 2.14)
(x(n))n∈IN tel quex(n) → x̄ de manière au moins quadratique. Or on af ′(x) = 1 + h′(x)g(x) + g′(x)h(x) et

doncf ′(x̄) = 1 + g′(x̄)h(x̄). Il suffit donc de prendreh tel queh (x̄) = − 1

g′(x̄)
. Ceci est possible sig′(x̄) 6= 0.

En résumé, sig ∈ C3(IR, IR) est telle queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ IR etg(x̄) = 0, on peut construire, pourx assez proche
dex̄, la fonctionf ∈ C2(IR, IR) définie par

f(x) = x− g(x)

g′(x)
.

Grâce à la proposition 2.14, il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα alors la suite définie parx(n+1) = f(x(n)) =

x(n) − g(x(n))
g′(x(n))

converge vers̄x de manière au moins quadratique.

Remarquons que la construction de la suite de Newton s’écritencore (dans le casN = 1) g′(x(n))(x(n+1) −
x(n)) = −g(x(n)) ou encoreg(x(n)) + g′(x(n))(x(n+1) − x(n)) = 0.

2.2 Méthode de Newton

2.2.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton à partir du point fixe de monotonie en dimension
N = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le casN quelconque. Soientg ∈ C1(IRN , IRN) et x̄ ∈ IRN

tels queg(x̄) = 0.
On cherche une méthode de construction d’une suite(x(n))n ∈ IRN qui converge vers̄x de manière quadratique.
L’algorithme de Newton de construction d’une telle suite s’écrit :

{
x(0) ∈ IRN

Dg(x(n))(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)), ∀n ≥ 0.
(2.2.6)
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(On rappelle queDg(x(n))∈ MN(IR) est la matrice représentant la différentielle deg enx(n).)

Pour chaquen ∈ IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :

1. Calcul deDg(x(n)),

2. Résolution du système linéaireDg(x(n))(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)).

Remarque 2.15Si la fonctiong dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. sig est définie parg(x) = Ax − b avec
A ∈ MN (IR) et b ∈ IRN , alors la méthode de Newton revient à résoudre le système linéaireAx = b. En effet
Dg(x(n)) = A et donc(2.2.6)s’écritAx(n+1) = b.

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on vachercher maintenant à répondre aux questions
suivantes :

1. la suite(x(n))n est–elle bien définie ? A–t–onDg(x(n)) inversible?

2. A–t–on convergencex(n) → x̄ quandn+ ∞ ?

3. La convergence est-elle au moins quadratique?

Théorème 2.16 (Convergence de la méthode de Newton, I)Soientg ∈ C2(IRN , IRN ) et x̄ ∈ IRN tels que
g(x̄) = 0. On munitIRN d’une norme‖ · ‖. On suppose queDg(x̄) est inversible. Alors il existeb > 0, et
β > 0 tels que

1. si x(0) ∈ B(x̄, b) = {x ∈ IRN , ‖x − x̄‖ < b} alors la suite(x(n))n∈IN est bien définie par(2.2.6)et
x(n) ∈ B(x̄, b) pour toutn ∈ IN,

2. six(0) ∈ B(x̄, b) et si la suite(x(n))n∈IN est définie par(2.2.6)alorsx(n) → x̄ quandn→ +∞,

3. six(0) ∈ B(x̄, b) et si la suite(x(n))n∈IN est définie par(2.2.6)alors‖x(n+1)−x̄‖ ≤ β‖x(n)−x̄‖2 ∀n ∈ IN.

Pour démontrer ce théorème, on va commencer par démontrer lethéorème suivant, qui utilise des hypothèses plus
faibles mais pas très faciles à vérifier en pratique :

Théorème 2.17 (Convergence de la méthode de Newton, II)
Soientg ∈ C1(IRN , IRN ) et x̄ ∈ IRN tels queg(x̄) = 0. On munitIRN d’une norme‖ · ‖ etMN (IR) de la norme
induite. On suppose queDg(x̄) est inversible. On suppose de plus qu’il existea, a1, a2 ∈ IR∗

+ tels que :

1. six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est inversible et‖Dg(x))−1‖ ≤ a1 ;

2. six, y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y)− g(x) −Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.

Alors, si on pose :b = min

(

a,
1

a1a2

)

> 0, β = a1a2 et six(0) ∈ B(x̄, b), on a :

1. (x(n))n∈IN est bien définie par(2.2.6),

2. x(n) → x̄ lorsquen→ +∞,

3. ‖x(n+1) − x̄‖ ≤ β‖x(n) − x̄‖2 ∀n ∈ IN.

Démonstration du théorème 2.17
Soitx(0) ∈ B(x̄, b) ⊂ B(x̄, a) où b ≤ a. On va montrer par récurrence surn quex(n) ∈ B(x̄, b) ∀n ∈ IN (et que
(x(n))n∈IN est bien définie). L’hypothèse de récurrence est quex(n) est bien défini, et quex(n) ∈ B(x̄, b). On veut
montrer quex(n+1) est bien défini etx(n+1) ∈ B(x̄, b).
Commeb ≤ a, la matriceDg(x(n)) est inversible etx(n+1) est donc bien défini ; on a :x(n+1) − x(n) =

Dg(x(n))−1(−g(x(n))). Pour montrer quex(n+1) ∈ B(x̄, b) on va utiliser le fait queb ≤ 1

a1a2
.

Par hypothèse, on sait que six, y ∈ B(x̄, a), on a

‖g(y) − g(x) −Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.
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Prenonsy = x̄ etx = x(n) ∈ B(x̄, a) dans l’inégalité ci-dessus. On obtient alors :

‖g(x̄) − g(x(n)) −Dg(x(n))(x̄ − x(n))‖ ≤ a2‖x̄− x(n)‖2.

Commeg(x̄) = 0 et par définition dex(n+1), on a donc :

‖Dg(x(n))(x(n+1) − x(n)) −Dg(x(n))(x̄ − x(n))‖ ≤ a2‖x̄− x(n)‖2,

et donc
‖Dg(x(n))(x(n+1) − x̄)‖ ≤ a2‖x̄− x(n)‖2. (2.2.7)

Or x(n+1) − x̄ = [Dg(x(n))]−1(Dg(x(n)))(x(n+1) − x̄), et donc

‖x(n+1) − x̄‖ ≤ ‖Dg(x(n))−1‖ ‖Dg(x(n))(x(n+1) − x̄)‖.

En utilisant (2.2.7), les hypothèses 1 et 2 et le fait quex(n) ∈ B(x̄, b), on a donc

‖x(n+1) − x̄‖ ≤ a1a2‖x(n) − x̄‖2 < a1a2b
2. (2.2.8)

Or a1a2b
2 < b carb ≤ 1

a1a2
. Doncx(n+1) ∈ B(x̄, b).

On a ainsi montré par récurrence que la suite(x(n))n∈IN est bien définie et quex(n) ∈ B(x̄, b) pour toutn ≥ 0.
Pour montrer la convergence de la suite(x(n))n∈IN versx̄, on repart de l’inégalité (2.2.8) :

a1a2‖x(n+1) − x̄‖ ≤ (a1a2)
2‖x̄− x(n)‖2 = (a1a2‖x(n) − x̄‖)2, ∀n ∈ IN,

et donc par récurrencea1a2‖x(n) − x̄‖ ≤ (a1a2‖x(0) − x̄‖)2
n

∀n ∈ IN. Commex(0) ∈ B(x̄, b) et b ≤ 1
a1a2

, on

a (a1a2‖x(0) − x̄‖) < 1 et donc‖x(n) − x̄‖ → 0 quandn→ +∞.

La convergence est au moins quadratique car l’inégalité (2.2.8) s’écrit :‖x(n+1) − x̄‖ ≤ β‖x(n) − x‖2 avec
β = a1a2.

Démonstration du théorème 2.16
Soientg ∈ C2(IRN , IRN ) et x̄ ∈ IN tels queg(x̄) = 0. Par hypothèse,Dg(x̄) est inversible. Il suffit de démontrer
(pour se ramener au théorème 2.17) qu’il existea, a1, a2 ∈ IR∗

+ tels que

1. six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est inversible et‖(Dg(x))−1‖ ≤ a1,

2. six, y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y) − g(x) −Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.

Remarquons d’abord queDg(x) = Dg(x̄) − Dg(x̄) + Dg(x) = Dg(x̄)(Id + S) où S = Dg(x̄)−1(Dg(x) −
Dg(x̄)). Or si ‖S‖ < 1, la matrice(Id + S) est inversible et‖(Id + S)−1‖ ≤ 1

1−‖S‖ . Nous allons donc essayer
de majorer‖S‖. Par définition deS, on a :

‖S‖ ≤ ‖Dg(x̄)−1‖ ‖Dg(x) −Dg(x̄).‖

Commeg ∈ C2(IRN , IRN ), on aDg ∈ C1(IRN ,MN(IR))) ; donc par continuité deDg, pour toutε ∈ IR∗
+,

il existe a ∈ IR∗
+ tel que si‖x − x‖ ≤ a alors‖Dg(x) − Dg(x̄)‖ ≤ ε. En prenantε = 1

2‖Dg(x̄)−1‖ , il existe

donca > 0 tel que six ∈ B(x̄, a) alors ‖Dg(x) − Dg(x̄)‖ ≤ 1
2‖Dg(x̄)−1‖ , et donc six ∈ B(x̄, a), alors

‖S‖ ≤ 1

2
. On en déduit que six ∈ B(x̄, a) alorsId+ S est inversible et donc queDg(x) = Dg(x̄)(Id + S) est

inversible (on rappelle queDg(x̄) est inversible par hypothèse). De plus, six ∈ B(x̄, a) on a :‖(Id + S)−1‖≤
1

1−‖S‖ ≤ 2 et comme(Id + S)−1 = (Dg(x̄))−1Dg(x), on a‖Dg(x)−1Dg(x̄)‖ ≤ 2, et donc‖Dg(x)−1‖ ≤
‖(Dg(x))−1‖‖(Dg(x))−1Dg(x)‖ ≤ 2‖(Dg(x))−1‖.
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En résumé, on a donc prouvé l’existence dea et dea1 = 2‖Dg(x̄)−1‖ tels que six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est

inversible et‖Dg(x)−1‖ ≤ a1. Il reste maintenant à trouvera2 tel que six, y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y) − g(x) −
Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.
Commeg ∈ C2(IRN , IRN ), on a doncDg ∈ C1(IRN ,MN(IR))) (remarquons que jusqu’à présent on avait utilisé
uniquement le caractèreC1 deg). On définit la fonctionϕ ∈ C1(IR, IRN ) parϕ(t) = g(x + t(y − x)) − g(x) −
tDg(x)(y − x). On a doncϕ(1) = g(y) − g(x) −Dg(x)(y − x) (c’est le terme qu’on veut majorer en norme) et
ϕ(0) = 0. On écrit maintenant queϕ est l’intégrale de sa dérivée :

ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt =

∫ 1

0

Dg(x+ t(y − x))(y − x) −Dg(x)(y − x)dt.

On a donc
‖ϕ(1) − ϕ(0)| = ‖g(y) − g(x) −Dg(x)(y − x)‖

≤
∫ 1

0

‖Dg(x+ t(y − x))(y − x) −Dg(x)(y − x)‖dt

≤ ‖y − x‖
∫ 1

0

‖Dg(x+ t(y − x)) −Dg(x)‖dt.
(2.2.9)

Pour majorer‖Dg(x+ t(y − x)) −Dg(x))‖, on utilise alors le théorème des accroissements finis3 (parfois aussi
appelé “théorème de la moyenne") appliqué àDg ; de l’inégalité (2.2.9), on tire donc que pourx, y ∈ B(x̄, a) et
t ∈]0, 1[ :

‖Dg(x+ t(y − x)) −Dg(x)‖ ≤ t‖y − x‖ sup
c∈B(x̄,a)

‖D(Dg)(c)‖L(IRN ,MN (IR)). (2.2.10)

CommeD(Dg) = D2g est continue par hypothèse, et commeB(x̄, a) est inclus dans un compact, on a

a2 = sup
c∈B(x̄,a)

‖D(Dg)(c)‖L(IRN ,MN (IR)) < +∞.

De plus,t < 1 et on déduit de (2.2.10) que :

‖Dg(x+ t(y − x) −Dg(x))‖ ≤ a2‖y − x‖,

et de l’inégalité (2.2.9) on déduit ensuite que

‖g(y) − g(x) −Dg(x)(y − x)‖ ≤
∫ 1

0

a2‖y − x‖dt ‖y − x‖ = a2‖y − x‖2.

On a donc ainsi démontré queg vérifie les hypothèses du théorème 2.17, ce qui termine la démonstration du
théorème 2.16.

Remarque 2.18On ne sait pas bien estimerb dans le théorème 2.16, et ceci peut poser problème lors de l’im-
plantation numérique : il faut choisir l’itéré initialx(0) “suffisamment proche" dex pour avoir convergence.

3Théorème des accroissements finis :SoientE et F des espaces vectoriels normés, soienth ∈ C1(E, F ) et (x, y) ∈ E2. On définit
]x, y[= {tx + (1 − t)y, t ∈]0, 1[}. Alors : ‖h(y) − h(x)‖ ≤ ‖y − x‖ supz∈]x,y[ ‖Dh(z)‖L(E,F ).

(On rappelle que siT ∈ L(E, F ) alors‖T‖[L(E,F ) = supx∈E,‖x‖E=1 ‖Tx‖F |.)
Attention : Si dimF > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :∃ξ ∈]x,y[ t.q.h(y) − h(x) = Dh(ξ)(y − x).
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2.2.2 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport à une méthode de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si
l’itéré initial x(0) n’a pas été choisi “suffisamment proche" dex, alors la méthode diverge très vite. . .

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son coût : on doit d’une part calculer la matrice jacobienne
Dg(x(n)) à chaque itération, et d’autre part la factoriser pour résoudre le système linéaireDg(x(n))(x(n+1) −
x(n)) = −g(x(n)). (On rappelle que pour résoudre un système linéaire, il ne faut pas calculer l’inverse de la
matrice, mais plutôt la factoriser sous la formeLU par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systèmes
avec matrice triangulaires faciles á inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce coût.

“Faux quasi Newton”

Soientg ∈ C1(IRN , IRN ) et x̄ ∈ IR tels queg(x̄) = 0. On cherche à calculer̄x. Si on le fait par la méthode de
Newton, l’algorithme s’écrit :

{
x(0) ∈ IRN ,
Dg(x(n))(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)), n ≥ 0.

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste à remplacer le calcul de la matrice
jacobienneDg(x(n)) à chaque itération par un calcul toutes les “quelques" itérations. On se donne une suite
(ni)i∈IN , avecn0 = 0 etni+1 > ni ∀i ∈ IN, et on calcule la suite(x(n))n∈IN de la manière suivante :

{
x(0) ∈ IRN

Dg(x(ni))(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)) si ni ≤ n < ni+1.
(2.2.11)

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice jacobienneDg(x) à effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cette méthode n’est donc pas très utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose queg s’écrit sous la forme :g(x) = Ax + F1(x) + F2(x), avecA ∈ MN (IR) et F1, F2 ∈
C1(IRN , IRN ). L’algorithme de Newton (2.2.6) s’écrit alors :







x(0) ∈ IRN

(
A+DF1(x

(n)) +DF2(x
(n))
)
(x(n+1) − x(n)) =

−Ax(n) − F1(x
(n)) − F2(x

(n)).

La méthode de Newton incomplet consiste à ne pas tenir comptede la jacobienne deF2.

{
x(0) ∈ IRN

(A+DF1(x
(n)))(x(n+1) − x(n)) = −Ax(n) − F1(x

(n)) − F2(x
(n)).

(2.2.12)

On dit qu’on fait du “Newton surF1” et du “point fixe surF2”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :
– La méthode ne nécessite pas le calcul deDF2(x), donc on peut l’employer siF2 ∈ C(IRN , IRN )) n’est pas

dérivable.
– On peut choisirF1 et F2 de manière à ce que la structure de la matriceA + DF1(x

(n)) soit “meilleure” que
celle de la matriceA +DF1(x

(n)) +DF2(x
(n)) ; si par exempleA est la matrice issue de la discrétisation du

Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette structure et choisirF1 etF2 de manière à
ce que la matriceA+DF1(x

(n)) ait la même structure queA.
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– Dans certains problèmes, on connaît a priori les couplagesplus ou moins forts dans les non-linéarités : un

couplage est dit fort si la variation d’une variable entraîne une variation forte du terme qui en dépend. Donnons
un exemple : Soitf de IR2 dansIR2 définie parf(x, y) = (x + sin(10−5y), exp(x) + y), et considérons le
système non linéairef(x, y) = (a, b)t où (a, b)t ∈ IR2 est donné. Il est naturel de penser que pour ce système,
le terme de couplage de la première équation en la variabley sera faible, alors que le couplage de deuxième
équation en la variablex sera fort.
On a alors intérêt à mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la partie “couplage fort" et une méthode de point
fixe sur la partie “couplage faible".

L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode de Newton incomplet est cependant
assez souvent employée en pratique en raison des avantages énumérés ci-dessus.

Remarque 2.19Si F2 = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement la méthode de Newton. Si
F1 = 0, la méthode de Newton incomplet s’écritA(x(n+1) − x(n)) = −Ax(n) − F2(x

(n)), elle s’écrit alors
Ax(n+1) = −F2(x

(n)), ou encorex(n+1) = −A−1F2(x
(n)) si A inversible. C’est donc dans ce cas la méthode

du point fixe sur la fonction−A−1F2.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose iciN = 1 etg ∈ C1(IR, IR). La méthode de Newton pour calculerx ∈ IR tel queg(x) = 0 s’écrit :

{
x(0) ∈ IR
g′(x(n))(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)), ∀n ≥ 0.

On aimerait simplifier le calcul deg′(x(n)), c’est–à–dire remplacerg′(x(n)) par une quantité “proche” sans calculer
g′. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :







x(0), x(1) ∈ IR
g(x(n)) − g(x(n−1))

x(n) − x(n−1)
(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)) n ≥ 1.

(2.2.13)

Remarquons que dans la méthode de la sécante,x(n+1) dépend dex(n) et dex(n−1) : on a une méthode à deux
pas ; on a d’ailleurs besoin de deux itérés initiauxx(0) etx(1). L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite
pas le calcul deg′. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On peut toutefois montrer (voir
exercice 59 page 102) que sig(x̄) = 0 et g′(x̄) 6= 0, il existeα > 0 tel que six(0), x(1) ∈ [x̄ − α.x̄ + α] = Iα,
la suite(x(n))n∈IN construite par la méthode de la sécante (2.2.13) est bien définie, que(x(n))n∈IN ⊂ Iα et que
x(n) → x̄ quandn → +∞. De plus, la convergence est super linéaire,i.e. si x(n) 6= x̄ pour toutn ∈ IN, alors
x(n+1) − x̄

x(n) − x̄
→ 0 quandn → +∞. On peut même montrer (voir exercice 59 page 102) que la méthode de la

sécante est convergente d’ordred, oùd est le nombre d’or.

Méthodes de type “Quasi Newton"

On veut généraliser la méthode de la sécante au casN > 1. Soient doncg ∈ C1(IRN , IRN ). Pour éviter de
calculerDg(x(n)) dans la méthode de Newton (2.2.6), on va remplacerDg(x(n)) parB(n) ∈ MN(IR) “proche
deDg(x(n))”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matriceB(n) qui, x(n)

etx(n−1) étant connus, vérifie la condition :

B(n)(x(n) − x(n−1)) = g(x(n)) − g(x(n−1)) (2.2.14)

Dans le cas oùN = 1, cette condition détermine entièrementB(n) : B(n) =
g(x(n)) − g(x(n−1)

x(n) − x(n−1)
. SiN > 1, ceci

ne permet pas de déterminer complètementB(n). Il y a plusieurs façons possibles de choisirB(n), nous en verrons
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en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce cas la fonctiong est un gradient),
nous donnons ici la méthode de Broyden4.. Celle-ci consiste à choisirB(n) de la manière suivante : àx(n) etx(n−1)

connus, on poseδ(n) = x(n) − x(n−1) ety(n) = g(x(n))− g(x(n−1)) ; on supposeB(n−1) ∈ MN(IR) connue, et
on chercheB(n) ∈ MN (IR) telle que

B(n)δ(n−1) = y(n−1) (2.2.15)

(c’est la condition (2.2.14), qui ne suffit pas à déterminerB(n) de manière unique) et qui vérifie également :

B(n)ξ = B(n−1)ξ, ∀ξ ∈ IRN tel queξ ⊥ δ(n). (2.2.16)

Proposition 2.20 (Existence et unicité de la matrice de Broyden)
Soienty(n) ∈ IRN , δ(n) ∈ IRN etB(n−1) ∈ MN (IR). Il existe une unique matriceB(n) ∈ MN(IR) vérifiant
(2.2.15)et (2.2.16); la matriceB(n) s’exprime en fonction dey(n), δ(n) etB(n−1) de la manière suivante :

B(n) = B(n−1) +
y(n) − B(n−1)δ(n)

δ(n) · δ(n)
(δ(n))t. (2.2.17)

Démonstration : L’espace des vecteurs orthogonaux àδ(n) est de dimensionN −1. Soit(γ1, . . . , γN−1) une base
de cet espace, alors(γ1, . . . , γN−1, δ

(n)) est une base deIRN et siB(n) vérifie (2.2.15) et (2.2.16), les valeurs prises
par l’application linéaire associée àB(n) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui détermine l’application
linéaire et donc la matriceB(n) de manière unique. SoitB(n) définie par (2.2.17), on a :

B(n)δ(n) = B(n−1)δ(n) +
y(n) −B(n−1)δ(n)

δ(n) · δ(n)
(δ(n))tδ(n) = y(n),

et doncB(n) vérifie (2.2.15). Soitξ ∈ IRN tel queξ ⊥ δ(n), alorsξ · δ(n) = (δ(n))tξ = 0 et donc

B(n)ξ = B(n−1)ξ +
(y(n) −B(n−1)δ(n))

δ(n) · δ(n)
(δ(n))tξ = B(n−1)ξ, ∀ξ ⊥ δ(n).

L’algorithme de Broyden s’écrit donc :






Initialisation :x(0), x(1) ∈ IRN B0 ∈ MN(IR)

A x(n), x(n−1) etB(n−1) connus, on pose
δ(n) = x(n) − x(n−1) ety(n) = g(x(n)) − g(x(n−1));

Calcul deB(n) = B(n−1) + y(n)−B(n−1)δ(n)

δ(n)·δ(n) (δ(n))t,

Itérationn : résolution de :B(n)(x(n+1) − x(n)) = −g(x(n)).

Une fois de plus, l’avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le calcul deDg(x), mais l’inconvénient est
la perte du caractère quadratique de la convergence .

4C. G. Broyden, ”A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations."Math. Comput.19, 577-593, 1965
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2.3 Exercices

Exercice 43 (Calcul différentiel) Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 105

Soitf ∈ C2(IRN , IR).
1. Montrer que pour toutx ∈ IRN , il existe un unique vecteura(x) ∈ IRN tel queDf(x)(h) = a(x) · h pour tout
h ∈ IRN .
Montrer que(a(x))i = ∂if(x).

2. On pose∇f(x) = (∂1f(x), . . . , ∂1f(x))t. Soitϕ l’application définie deIRN dansIRN parϕ(x) = ∇f(x).
Montrer queϕ ∈ C1(IRN , IRN ) et queDϕ(x)(y) = A(x)y, oùA(x))i,j = ∂2

i,jf(x).

Exercice 44 (Calcul différentiel, suite)

1. Soitf ∈ C2(IR2, IR) la fonction définie parf(x1, x2) = ax1 + bx2 + cx1x2, oùa, b, etc sont trois réels fixés.
Donner la définition et l’expression deDf(x), ∇f(x),Df ,D2f(x),Hf (x).
2. Même question pour la fonctionf ∈ C2(IR3, IR) définie parf(x1, x2, x3) = x2

1 + x2
1x2 + x2 sin(x3).

Exercice 45 (Méthode de monotonie)Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 105.

On suppose quef ∈ C1(IR, IR), f(0) = 0 et quef est croissante. On s’intéresse, pourλ > 0, au système non
linéaire suivant deN équations àN inconnues (notéesu1, . . . , uN ) :

(Au)i = αif(ui) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , N},
u = (u1, . . . , uN )t ∈ IRN ,

(2.3.18)

oùαi > 0 pour touti ∈ {1, . . . , N}, bi ≥ 0 pour touti ∈ {1, . . . , N} etA ∈ MN (IR) est une matrice vérifiant

u ∈ IRN , Au ≥ 0 ⇒ u ≥ 0. (2.3.19)

On suppose qu’il existeµ > 0 t.q. (2.3.18) ait une solution, notéeu(µ), pourλ = µ. On suppose aussi queu(µ) ≥ 0.

Soit0 < λ < µ. On définit la suite(v(n))n∈IN ⊂ IRN parv(0) = 0 et, pourn ≥ 0,

(Av(n+1))i = αif(v
(n)
i ) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , N}. (2.3.20)

Montrer que la suite(v(n))n∈IN est bien définie, convergente (dansIRN ) et que sa limite, notéeu(λ), est solution
de (2.3.18) (et vérifie0 ≤ u(λ) ≤ u(µ)).

Exercice 46 (Point fixe amélioré)Suggestions en page 103,

Soitg ∈ C3(IR, IR) etx ∈ IR tels queg(x) = 0 etg′(x) 6= 0.
On se donneϕ ∈ C1(IR, IR) telle queϕ(x) = x.
On considère l’algorithme suivant : 





x0 ∈ IR,

xn+1 = h(xn), n ≥ 0.
(2.3.21)

avech(x) = x− g(x)

g′(ϕ(x))

1) Montrer qu’il existeα > 0 tel que six0 ∈ [x − α, x+ α] = Iα, alors la suite donnée par l’algorithme (2.3.21)
est bien définie ; montrer quexn → x lorsquen→ +∞.
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On prend maintenantx0 ∈ Iα oùα est donné par la question 1.

2) Montrer que la convergence de la suite(xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.3.21) est au moins quadratique.

3) On suppose queϕ′ est lipschitzienne et queϕ′(x) =
1

2
. Montrer que la convergence de la suite(xn)n∈IN définie

par (2.3.21) est au moins cubique, c’est-à-dire qu’il existe c ∈ IR+ tel que

|xn+1 − x| ≤ c|xn − x|3, ∀n ≥ 1.

4) Soitβ ∈ IR∗
+ tel queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ Iβ =]x− β, x+ β[ ; montrer que si on prendϕ telle que :

ϕ(x) = x− g(x)

2g′(x)
si x ∈ Iβ ,

alors la suite définie par l’algorithme (2.3.21) converge demanière cubique.

Exercice 47 (Nombre d’itérations fini pour Newton) Corrigé détaillé en page 106

1. Soitf la fonction deIR dansIR définie par :f(x) = ex − 1. Pourx(0) ∈ IR, on note(x(n))n∈IN la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la recherched’un point oùf s’annule.

1.1 Montrer que pour toutx(0) ∈ IR, la suite(x(n))n∈IN est bien définie.

1.2 Montrer que six(0) 6= 0, alorsx(n+1) 6= x(n) pour toutn ∈ IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement sif(x(0)) = 0.

1.3 Montrer que :
1.3 (a) six(0) < 0 alorsx(1) > 0.
1.3 (b) six(0) > 0 alors0 < x(1) < x(0).

1.4 Montrer que la suite(x(n))n∈IN converge lorsquen tend vers l’infini et donner sa limite.

2. SoitF : IRN → IRN une fonction continûment différentiable et strictement convexe(N ≥ 1) et dont la
différentielle ne s’annule pas. Soitx(0) ∈ IRN le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement siF (x(0)) = 0.

Exercice 48 (Newton et logarithme)Suggestions en page 103

Soitf la fonction deIR∗
+ dansIR définie parf(x) = ln(x). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche

dex tel quef(x) = 0 converge si et seulement si le choix initialx(0) est tel quex(0) ∈]0, e[.

Exercice 49 (Méthode de Newton pour le calcul de l’inverse) Corrigé en page 106

1. Soita > 0. On cherche à calculer
1

a
par l’algorithme de Newton.

(a) Montrer que l’algorithme de Newton appliqué à une fonctiong (dont 1
a est un zéro) bien choisie s’écrit :

{
x(0) donné,
x(n+1) = x(n)(2 − ax(n)).

(2.3.22)

(b) Montrer que la suite(x(n))n∈IN définie par (2.3.22) vérifie

lim
n→+∞

x(n) =







1

a
si x(0) ∈]0,

2

a
[,

−∞ si x(0) ∈] −∞, 0[∪]
2

a
,+∞[
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2. On cherche maintenant à calculer l’inverse d’une matricepar la méthode de Newton. Soit doncA une matrice

carrée d’ordreN inversible, dont on cherche à calculer l’inverse.

(a) Montrer que l’ensembleGLN(IR) des matrices carrées inversibles d’ordreN (oùN ≥ 1) est un ouvert
de l’ensembleMN (IR) des matrices carrées d’ordreN .

(b) SoitT l’application définie deGLN (IR) dansGLN(IR) parT (B) = B−1. Montrer queT est dériv-
able, et queDT (B)H = −B−1HB−1.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculerA−1 en cherchant le zéro de la fonctiong deMN (IR) dans
MN (IR) définie parg(B) = B−1 −A. SoitB(n) la suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suiteB(n) définie dans la question précédente vérifie :

Id−AB(n+1) = (Id−AB(n))2.

En déduire que la suite(B(n))n∈IN converge versA−1 si et seulement siρ(Id−AB(0)) < 1.

Exercice 50 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine)

1. Soitλ ∈ IR+ etfλ la fonction deIR dansIR définie parfλ(x) = x2 − λ.

1.1 Soitx(0) ∈ IR fixé. Donner l’algorithme de Newton pour la résolution de l’équationfλ(x) = 0.

1.2 On supposex(0) > 0.

(i) Montrer que la suite(x(k))k≥1 est minorée par
√
λ.

(ii) Montrer que la suite(x(k))k≥0 converge et donner sa limite.

SoitN ∈ IN∗ et soitA ∈ MN (IR) une matrice diagonalisable dansIR ; on noteλi, i = 1, . . . , N les valeurs
propres deA. On suppose queλi > 0 pour touti = 1, . . . , N .

2. Montrer qu’il existe au moins une matriceB ∈ MN(IR) telle queB2 = A. Calculer une telle matrice

B dans le cas oùN = 2 etA =

(
1 1
0 2

)

.

3. On suppose de plus queA est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice
symétrique définie positiveB telle queB2 = A. Montrer par un contre exemple que l’unicité n’est pas
vérifiée si on ne demande pas queB soit symétrique définie positive.

SoitF l’application deMN (IR) dansMN(IR) définie parF (X) = X2 −A.

4. Montrer queF est différentiable en toutX ∈ MN (IR), et déterminerDF (X)H pour toutH ∈
MN (IR).
Dans la suite de l’exercice, on considère la méthode de Newton pour déterminerB.

5. On suppose maintenantN ≥ 1. On note(X(k))k∈IN la suite (si elle existe) donnée par l’algorithme de
Newton à partir d’un choix initialX(0) = I, oùI est la matrice identité deMN (IR).

5.1 Donner le procédé de construction deX(k+1) en fonction deX(k), pourk ≥ 0.

5.2 On noteλ1 ≤ · · · ≤ λN les valeurs propres deA (dont certaines peuvent être égales) etP la
matrice orthogonale telle queA = P−1diag(λ1, · · · , λN )P .

(i) Montrer que pour toutk ∈ IN,X(k) est bien définie et vautX(k) = P−1diag(µ(k)
1 , · · · , µ(k)

N )P

oùµ(k)
i est lekième terme de la suite de Newton associé à la fonctionfλi

avec comme choix

initial µ(0)
i = 1.

(ii) En déduire que la suiteX(k) converge versB quandk → +∞.

Exercice 51 (Valeurs propres et méthode de Newton)
Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 108
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SoitA ∈ MN(IR) une matrice symétrique. Soientλ une valeur propre simple deA etx ∈ IRN un vecteur propre
associé t.q.x · x = 1. Pour calculer(λ, x) on applique la méthode de Newton au système non linéaire (deIRN+1

dansIRN+1) suivant :

Ax− λx = 0,
x · x = 1.

(2.3.23)

Montrer que la méthode est localement convergente.

Exercice 52 (Modification de la méthode de Newton)Suggestions en page 103.

Soientf ∈ C1(IRN , IRN ) et x ∈ IRN t.q. f(x) = 0. On considère, pourλ > 0 donné, la méthode itérative
suivante :
– Initialisation :x(0) ∈ IRN .
– Iterations : pourn ≥ 0,

x(n+1) = x(n) − [Df(x(n))tDf(x(n)) + λId]−1Df(x(n))tf(x(n)).

[Noter que, pourλ = 0, on retrouve la méthode de Newton.]

1. Montrer que la suite(x(n))n∈IN est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, queN = 1 et quef ′(x) 6= 0. Montrer que la méthode est localement
convergente enx.

3. On suppose que le rang deDf(x) est égal àN . Montrer que la méthode est localement convergente enx.
[Noter que cette question redonne la question précédente siN = 1.]

Exercice 53 (Convergence de la méthode de Newton sif ′(x) = 0)
Suggestions en page 104, corrigé détaillé en page 109

Soientf ∈ C2(IR, IR) etx ∈ IR t.q.f(x) = 0.

1. Rappel du cours. Sif ′(x) 6= 0, la méthode de Newton est localement convergente enx et la convergence est
au moins d’ordre2.

2. On suppose maintenant quef ′(x) = 0 et f ′′(x) 6= 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le casx0 = x. . . ) et que la convergence est d’ordre1. Si on supposef de classe
C3, donner une modification de la méthode de Newton donnant une convergence au moins d’ordre2.

Exercice 54 (Point fixe et Newton)

Soitg ∈ C3(IR, IR) etx ∈ IR tels queg(x) = 0 etg′(x) 6= 0 et soitf ∈ C1(IR, IR) telle quef(x) = x.
On considère l’algorithme suivant : 





x0 ∈ IR,

xn+1 = h(xn), n ≥ 0.
(2.3.24)

avech(x) = x− g(x)

g′ ◦ f(x))
.

1. Montrer qu’il existeα > 0 tel que six0 ∈ [x − α, x + α] = Iα, alors la suite donnée par l’algorithme
(2.3.24) est bien définie ; montrer quexn → x lorsquen → +∞ (on pourra montrer qu’on peut choisirα
de manière à ce que|h′(x)| < 1 si x ∈ Iα).
On prend maintenantx0 ∈ Iα oùα est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la suite(xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.3.24) est au moins quadratique.
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3. On suppose de plus quef est deux fois dérivable et quef ′(x) =
1

2
. Montrer que la convergence de la suite

(xn)n∈IN définie par (1) est au moins cubique, c’est-à-dire qu’il existe c ∈ IR+ tel que

|xn+1 − x| ≤ c|xn − x|3, ∀n ≥ 1.

4. Soitβ ∈ IR∗
+ tel queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ Iβ =]x − β, x + β[ ; montrer que si on prendf ∈ C1(IR, IR) telle

que :

f(x) = x− g(x)

2g′(x)
si x ∈ Iβ ,

alors la suite définie par l’algorithme (1) converge de manière cubique.

Exercice 55 (Variante de la méthode de Newton)
Corrigé détaillé en page 109

Soit f ∈ C1(IR, IR) et x̄ ∈ IR tel quef(x̄) = 0. Soientx0 ∈ IR, c ∈ IR∗
+, λ ∈ IR∗

+. On suppose que les
hypothèses suivantes sont vérifiées :

(i) x̄ ∈ I = [x0 − c, x0 + c],

(ii) |f(x0)| ≤ c
2λ ,

(iii) |f ′(x) − f ′(y)| ≤ 1
2λ , ∀(x, y) ∈ I2

(iv) |f ′(x)| ≥ 1
λ ∀x ∈ I.

On définit la suite(x(n))n∈IN par :

x(0) = x0,

x(n+1) = x(n) − f(x(n))

f ′(y)
,

(2.3.25)

oùy ∈ I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.3.25) satisfait x(n) ∈ I pour toutn ∈ IN.

(On pourra remarquer que six(n+1) est donné par(2.3.25)alorsx(n+1)−x0 = x(n)−x0− f(x(n))−f(x0)
f ′(y) −

f(x0)
f ′(y) .)

2. Montrer que la suite(x(n))n∈IN définie par (2.3.25) vérifie|x(n) − x̄| ≤ c
2n et qu’elle converge vers̄x de

manière au moins linéaire.

3. On remplace l’algorithme (2.3.25) par

x(0) = x0,

x(n+1) = x(n) − f(x(n))

f ′(y(n))
,

(2.3.26)

où la suite(y(n))n∈IN est une suite donnée d’éléments deI. Montrer que la suite(x(n))n∈IN converge vers
x̄ de manière au moins linéaire, et que cette convergence devient super-linéaire sif ′(yn) → f ′(x̄) lorsque
n→ +∞.

4. On suppose maintenant queN ≥ 1 et quef ∈ C1(IRN , IRN ). La méthode définie par (2.3.25) ou (2.3.26)
peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles modifications des hypothèses, à la dimensionN ?

Exercice 56 (Méthode de Newton pour un système semi-linéaire) Suggestions en page 104.
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On suppose quef ∈ C2(IR, IR) et quef est croissante. On s’intéresse au système non linéaire suivant deN
équations àN inconnues (notéesu1, . . . , uN ) :

(Au)i + αif(ui) = bi ∀i ∈ {1, . . . , N},
u = (u1, . . . , uN )t ∈ IRN ,

(2.3.27)

oùA ∈ MN (IR) est une matrice symétrique définie positive,αi > 0 pour touti ∈ {1, . . . , N} et bi ∈ IR pour
tout i ∈ {1, . . . , N}.

On admet que (2.3.27) admet au moins une solution (ceci peut être démontré mais est difficile).

1. Montrer que (2.3.27) admet une unique solution.

2. Soitu la solution de (2.3.27). Montrer qu’il existea > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la
solution de (2.3.27) converge lorsque le point de départ de la méthode, notéu(0), vérifie |u− u(0)| < a.

Exercice 57 (Méthode de Steffensen)
Suggestions en page 104, corrigé détaillé en page 112

Soientf ∈ C2(IR, IR) etx ∈ IR t.q.f(x) = 0 etf ′(x) 6= 0. On considère la méthode itérative suivante :
– Initialisation :x(0) ∈ IRN .
– Itérations : pourn ≥ 0, si f(x(n) + f(x(n))) 6= f(x(n)),

x(n+1) = x(n) − (f(x(n)))2

f(x(n) + f(x(n))) − f(x(n))
, (2.3.28)

et sif(x(n) + f(x(n))) = f(x(n)), x(n+1) = x(n).

1. Montrer qu’il existeα > 0 tel que six(n) ∈ B(x, α), alorsf(x(n) + f(x(n))) 6= f(x(n)) si x(n) 6= x. En
déduire que six0 ∈ B(x, α), alors toute la suite(x(n))n∈IN vérifie (2.3.28) pourvu quex(n) 6= x pour tout
n ∈ IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe une fonctiona continue sur un
voisinage dex telle que six0 ∈ B(x, α), alors

x(n+1) − x = a(x(n))(x(n) − x), pour toutn ∈ IN tel quex(n) 6= x. (2.3.29)

3. Montrer que la méthode est localement convergente enx et la convergence est au moins d’ordre2.

Exercice 58 (Méthode de Newton-Tchebycheff)

1. Soitf ∈ C3(IR, IR) et soitx̄ ∈ IR tel quex̄ = f(x̄) etf ′(x̄) = f ′′(x̄) = 0. Soit(xn)n∈IN la suite définie par :
{
x0 ∈ IR,
xn+1 = f(xn).

(PF )

(a) Justifier l’appellation “(PF )” de l’algorithme.

(b) Montrer qu’il existea > 0 tel que si|y − x| ≤ a alors|f ′(y)| ≤ 1
2 .

(c) Montrer par récurrence surn que six0 ∈ B(x̄, a) alorsxn ∈ B(x̄, a
2n ).

(d) En déduire que la suite construite par(PF ) converge localement, c’est–à–dire qu’il existe un voisinageV
dex̄ tel que six0 ∈ V alorsxn → x̄ lorsquen→ +∞. .

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite construite par(PF ) est au moins cubique (c’est-à-dire
qu’ il existeβ ∈ IR+ tel que|xn+1 − x̄| ≤ β|xn − x̄|3 si la donnée initialex0 est choisie dans un certain
voisinage dēx. On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange).
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2. Soit g ∈ C3(IR, IR), et soit x̄ ∈ IR tel queg(x̄) = 0 et g′(x̄) 6= 0. Pour une fonctionh ∈ C3(IR, IR) à
déterminer, on définitf ∈ C3(IR, IR) par f(x) = x + h(x)g(x). Donner une expression deh(x̄) et h′(x̄) en
fonction deg′(x̄) et deg′′(x̄) telle que la méthode(PF ) appliquée à la recherche d’un point fixe def converge
localement vers̄x avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3. Soitg ∈ C5(IR, IR), et soitx̄ ∈ IR tel queg(x̄) = 0 etg′(x̄) 6= 0. On considère la modification suivante (dûe à
Tchebychev) de la méthode de Newton :

xn+1 = xn − g(xn)

g′(xn)
− g′′(xn)[g(xn)]2

2[g′(xn)]3
. (2.3.30)

Montrer que la méthode (2.3.30) converge localement et que la vitesse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas oùg′ ne s’annule pas].

Exercice 59 (Méthode de la sécante)Corrigé en page 2.5 page 114

Soientf ∈ C2(IR, IR) et x ∈ IR t.q. f(x) = 0 et f ′(x) 6= 0. Pour calculerx, on considère la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante") :
– Initialisation :x0, x1 ∈ IR.

– Itérations : pourn ≥ 1, xn+1 = xn − f(xn)(xn − xn−1)

f(xn) − f(xn−1)
si f(xn) 6= 0 etxn+1 = xn si f(xn) = 0.

Si la suite(xn)n∈IN est bien définie par cette méthode, on poseen = |xn − x| pour toutn ∈ IN.

1. Montrer qu’il existeε > 0 t.q. pourx0, x1 ∈]x − ε, x + ε[, x0 6= x1, la méthode de la sécante définit bien
une suite(xn)n∈IN et l’on a en+1 ≤ (1/2)en pour toutn ≥ 1. [Raisonner par récurrence : on suppose
xn, xn−1 ∈]x − ε, x + ε[, xn 6= xn−1 etxn 6= x. Montrer, grâce à un choix convenable deε, quef(xn) 6=
f(xn−1) et quef(xn) 6= 0. En déduire quexn+1 est bien défini etxn 6= xn+1. Puis, toujours grâce à un
choix convenable deε, queen+1 ≤ (1/2)en. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on suppose quex0, x1 ∈]x − ε, x + ε[, x0 6= x1 (ε trouvé à la première
question) et que la suite(xn)n∈IN donnée par la méthode de la sécante vérifiexn 6= x pour toutn ∈ IN. On
posed = (1 +

√
5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’ordred.

2. Pourx 6= x, on définitµ(x) comme la moyenne def ′ sur l’intervalle dont les extrémités sontx etx.

(a) Montrer queen+1 = enen−1Mn, pour toutn ≥ 1, avecMn = |µ(xn)−µ(xn−1)
f(xn)−f(xn−1)

|.
(b) Montrer que la fonctionµ est dérivable surIR \ {x}. Calculerlimx→x µ

′(x).

(c) Calculer la limite de la suite(Mn)n≥1 lorsquen→ ∞. En déduire que la suite(Mn)n≥1 est bornée.

3. SoitM > 0, M ≥ Mn pour toutn ≥ 1 (Mn donné à la question précédente). On posea0 = Me0,
a1 = Me1 etan+1 = anan−1 pourn ≥ 1.

(a) Montrer queMen ≤ an pour toutn ∈ IN.

(b) Montrer qu’il existeε1 ∈]0, ε] t.q. la suite(an)n≥1 tend en décroissant vers 0 lorsquen → +∞, si
x0, x1 ∈]x− ε1, x+ ε1[.

(c) Dans cette question, on prendx0, x1 ∈]x − ε1, x + ε1[. Montrer qu’il existeα > 0 et β ∈]0, 1[ t.q
Men ≤ an ≤ α(β)dn

pour toutn ∈ IN (ceci correspond à une convergence d’ordre au moinsd). [On
pourra utiliser la relation de récurrenceln an+1 = ln an + ln an−1 pourn ≥ 1].

(d) (Question plus difficile) Sif”(x) 6= 0, en+1 = enen−1Mn, montrer queMn → M , quandn → ∞,
avecM > 0. En déduire qu’il existeγ > 0 t.q. en+1

(en)d → γ quandn → ∞ (ceci signifie que la
convergence est exactement d’ordred). [Considérer, par exemple,βn = ln en+1 − d ln en et montrer
queβn converge dansIR quandn→ ∞.]

(e) Comparer l’ordre de convergence de la méthode de la sécante à celui de la méthode de Newton.
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2.4 Suggestions

Exercice 43 page 96 (Calcul différentiel)

1. Utiliser le fait queDf(x) est une application linéaire et le théorème de Riesz. Appliquer ensuite la différentielle
à un vecteurh bien choisi.
2. Mêmes idées...

Exercice 45 page 96 (Méthode de monotonie)

Pour montrer que la suite(v(n))n∈IN est bien définie, remarquer que la matriceA est inversible. Pour montrer
qu’elle est convergente, montrer que les hypothèses du théorème du point fixe de monotonie vu en cours sont
vérifiées.

Exercice 46 page 96 (Point fixe amélioré)

1) Montrer qu’on peut choisirα de manière à ce que|h′(x)| < 1 si x ∈ Iα, et en déduire queg′(ϕ(xn) 6= 0 si x0

est bien choisi.
2) Remarquer que

|xn+1 − x| = (xn − x)(1 − g(xn) − g(x)

(xn − x)g′(ϕ(xn))
. (2.4.31)

En déduire que

|xn+1 − x| ≤ 1

ε
|xn − x|2 sup

x∈Iα

|ϕ′(x)| sup
x∈Iα

|g′′(x)|.

3) Reprendre le même raisonnement avec des développements d’ordre supérieur.

4) Montrer queϕ vérifie les hypothèses de la question 3).

Exercice 48 page 97 (Newton et logarithme)

Etudier les variations de la fonctionϕ définie par :ϕ(x) = x− x lnx.

Exercice 51 page 98 (Valeurs propres et méthode de Newton)

Ecrire le système sous la formeF (x, λ) = 0 oùF est une fonction deIRN+1 dansIRN+1 et montrer queDF (λ, x)
est inversible.

Exercice 52 page 99 (Modification de la méthode de Newton)

1. Remarquer que siA ∈ MN (IR) etλ > 0, alorsAtA+ λId est symétrique définie positive.
2. En introduisant la fonctionϕ définie parϕ(t) = f(txn + (1 − t)x), montrer quef(xn) = (xn − x)g(xn), où
g(x) =

∫ 1

0
f ′(tx+ (1 − t)x)dt. Montrer queg est continue.

Montrer que la suite(xn)n∈IN vérifiexn+1 − x = an(xn − x), où

an = 1 − f ′(xn)g(xn)

f ′(xn)2 + λ
,

et qu’il existeα tel que sixn ∈ B(x, α), alorsan ∈]0, 1[. Conclure.
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3. Reprendre la même méthode que dans le casN = 1 pour montrer que la suite(xn)n∈IN vérifie xn+1 − x =
D(xn)(xn − x), oùD ∈ C(IRN ,MN (IR)). Montrer queD(x) est symétrique et montrer alors que‖D(x)‖2 < 1
en calculant son rayon spectral. Conclure par continuité comme dans le cas précédent.

Exercice 53 page 99 (Convergence de la méthode de Newton sif ′(x) = 0)

Supposer par exemple quef ′′(x) > 0 et montrer que six0 est “assez proche" dex la suite(xn)n∈IN est croissante
majorée ou décroissante minorée et donc convergente. Pour montrer que l’ordre de la méthode est 1, montrer que

‖xn+1 − x‖
‖xn − x‖ → 1

2
lorsquen→ +∞.

Exercice 56 page 100 (Méthode de Newton)

1. Pour montrer l’unicité, utiliser la croissance def et le caractère s.d.p. deA.
2. Utiliser le théorème de convergence du cours.

Exercice 57 page 101 (Méthode de Steffensen))

1. Utiliser la monotonie def dans un voisinage dex.
2. Développer le dénominateur dans l’expression de la suiteen utilisant le fait quef(xn + f(xn)) − f(xn) =
∫ 1

0 ψ
′(t)dt où ψ(t) = f(xn + tf(xn)), puis quef ′(xn + tf(xn)) =

∫ t

0 ξ
′(s)ds où ξ(t) = f ′(xn + tf(xn)).

Développer ensuite le numérateur en utilisant le fait que−f(xn) =
∫ 1

0
ϕ′(t)dt oùϕ(t) = f(tx + (1 − t)xn), et

quef ′(tx+ (1 − t)xn) =
∫ 1

0
χ(s)ds+ χ(0), oùχ(t) = f(x+ (1 − t)n).

3. La convergence locale et l’ordre 2 se déduisent des résultats de la question 2.
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2.5 Corrigés

Exercice 43 page 96

1. Par définition,T = Df(x) est une application linéaire deIRN dansIRN , qui s’écrit donc sous la forme :
T (h) =

∑N
i=1 aihi = a · h. Or l’applicationT dépend dex, donc le vecteura aussi.

Montrons maintenant que(a(x))i = ∂if(x), pour1 ≤ i ≤ N Soith(i) ∈ IRN défini parh(i)
j = hδi,j , oùh > 0

et δi,j désigne le symbole de Kronecker, i.e.δi,j = 1 si i = j et δi,j = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle avech(i), on obtient :

f(x+ h(i)) − f(x) = Df(x)(h(i)) + ‖h(i)‖ε(h(i)),

c’est–à–dire :

f(x1, . . . , xi−1, xi + h, xi−1, . . . , xN ) − f(x1, . . . , xN ) = (a(x))ih+ hε(h(i)).

En divisant parh et en faisant tendreh vers 0, on obtient alors que(a(x))i = ∂if(x).

2. Commef ∈ C2(IRN , IR), on a(∂if(x) ∈ C1(IRN , IR), et doncϕ ∈ C1(IRN , IRN ). CommeDϕ(x) est une
application linéaire deIRN dansIRN , il existe une matriceA(x) carrée d’ordreN telle queDϕ(x)(y) = A(x)y
pour touty ∈ IRN . Il reste à montrer que(A(x))i,j = ∂2

i,jf(x). Soith(i) ∈ IRN défini à la question préceédente,
pouri, j = 1, . . . , N, on a

(Dϕ(x)(h(j)))i = (A(x)h(j))i =

N∑

k=1

ai,k(x)h(j))k = hai,j(x).

Or par définition de la différentielle,

ϕi(x+ h(j)) − ϕi(x) = (Dϕ(x)(h(j)))i + ‖h(j)‖εi(h
(j)),

ce qui entraîne, en divisant parh et en faisant tendreh vers 0 :∂jϕi(x) = ai,j(x). Or ϕi(x) = ∂if(x), et donc
(A(x))i,j = ai,j(x) = ∂2

i,jf(x).

Corrigé de l’exercice 45 page 96 (Méthode de monotonie)

Montrons que la suitev(n) est bien définie. Supposonsv(n) connu ; alorsv(n+1) est bien défini si le système

Av(n+1) = d(n),

où d(x) est défini par :d(n)
i = αif(v

(n)
i ) + λbi pour i = 1, . . . , N, admet une solution. Or, grâce au fait que

Av ≥ 0 ⇒ v ≥ 0, la matriceA est inversible, ce qui prouve l’existence et l’unicité dev(n+1).
Montrons maintenant que les hypothèses du théorème de convergence du point fixe de monotonie sont bien satis-
faites.
On poseR(λ)

i (u) = αif(ui) + λbi. Le système à résoudre s’écrit donc :

Au = R(λ)(u)

Or 0 est sous–solution car0 ≤ αif(0) + λbi (grâce au fait quef(0) = 0, λ > 0 et bi ≥ 0).
Cherchons maintenant une sur–solution, c’est–à–direũ ∈ IRN tel que

ũ ≥ R(λ)(ũ).

Par hypothèse, il existeµ > 0 etu(µ) ≥ 0 tel que

(Au(µ))i = αf(u
(µ)
i ) + µbi.
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Commeλ < µ etbi ≥ 0, on a

(Au(µ))i ≥ αif(u
(µ)
i ) + λbi = R

(λ)
i (u(µ)).

Doncu(µ) est sur–solution. Les hypothèses du théorème dont bien vérifiées, et doncv(n) → ū lorsquen → +∞,
où ū est tel queAū = R(ū).

Corrigé de l’exercice 47 page 97 (Nombre d’itérations fini pour Newton)

1.1 Commef ′ est définie sur toutIR parf ′(x) = ex et ne s’annule pas, on en déduit que la suite construite par la
méthode de Newton, qui s’écrit :

x(n+1) = x(n) − f(x(n))

f ′(x(n))
= x(n) − ex(n) − 1

ex(n)

est bien définie.

1.2 Par définition de la suite, on ax(n+1) − x(n) = − ex(n)−1

ex(n) = 0 ssix(n) = 0. Donc par récurrence surn, si

x(0) 6= 0, on ax(n+1) 6= x(n) pour toutn ∈ IN. De plus, sif(x(0)) = 0 (c.à.d. six(0) = 0), la suite est stationnaire.
On en déduit que la méthode de Newton converge en un nombre finid’opérations si et seulement sif(x(0)) = 0.

1.3 Par définition, on a :x(1) = x(0) − ex(0)−1

ex(0) . Par le théorème de accroissements finis, on a donc :x(1) =

x(0)(1 − eθ−x(0)

), avecθ ∈]x(0), 0[ si x(0) < 0 et θ ∈]0, x(0)[ si x(0) > 0. Si x(0) < 0, on aeθ−x(0)

> 1 et donc
x(1) > 0. En revanche, six(0) > 0, on ae−x(0)

< eθ−x(0)

< 1 et donc0 < x(1) < x(0).

1.4 On a vu à la question 1.2 que six(0) = 0 la suite est stationnaire et égale à 0. On a vu à la question 1.3que
si x(0) < 0 alorsx(1) > 0. Il suffit donc d’étudier le casx(0) > 0. Or si x(0) > 0, on a0 < x(1) < x(0). Par
récurrence surn, on en déduit que six(0) > 0, la suite(x(n))n∈IN est décroissante et minorée par 0, donc elle
converge. La limiteℓ de la suite vérifie :ℓ = ℓ− eℓ−1

eℓ , soit encoreℓ = 0 (unique solution de l’équationf(x) = 0).

2. Soientx(n) et x(n+1) deux itérés successifs donnés par la méthode de Newton, telsqueF (x(n)) 6= 0. On a
donc :

DF (x(n))(x(n+1) − x(n)) = −F (x(n)), (2.5.32)

et en particulier,x(n+1) 6= x(n). Or, la condition de stricte convexité pour une fonction continûment différentiable
entraï¿12ne que :

DF (x(n))(x(n+1) − x(n)) < F (x(n+1)) − F (x(n)),

et donc, avec (2.5.32),F (x(n+1)) > 0. On montre ainsi, par récurrence surn, que siF (x(0)) 6= 0, alorsF (x(n)) >
0 pour toutn > 0, ce qui montre que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement
si F (x(0)) = 0.

Corrigé de l’exercice 49 page 97 (Méthode de Newton pour le calcul de l’inverse)

1. (a) Soitg la fonction définie deIR∗ dansIR parg(x) = 1
x − a. Cette fonction est continue et dérivable

pour toutx 6= 0, et on a :g′(x) = − 1
x2 . L’algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro de cette

fonction s’écrit donc bien :

{
x(0) donné,
x(n+1) = x(n)(2 − ax(n)).

(2.5.33)

(b) Soit (x(n))n∈IN définie par (2.3.22). D’après le théorème du cours, on sait que la suite(x(n))n∈IN

converge de localement (de manière quadratique) dans un voisinage de1
a . On veut déterminer ici
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l’intervalle de convergence précisément. On ax(n+1) = ϕ(x(n)) oùϕ est la fonction définie par deIR
dansIR parϕ(x) = x(2 − ax). Le tableau de variation de la fonctionϕ est le suivant :

x | 0 1
a

2
a

ϕ′(x) | + 0 −

ϕ(x) | −∞ ր 1
a ց −∞

(2.5.34)

Il est facile de remarquer que l’intervalle]0, 1
a [ est stable parϕ et queϕ(] 1a ,

2
a [) =]0, 1

a [ Donc si
x(0) ∈] 1a ,

2
a [ alorsx(1) ∈]0, 1

a [, et on se ramène au casx(0) ∈]0, 1
a [.

On montre alors facilement que six(0) ∈]0, 1
a [, alorsx(n+1) ≥ x(n) pour toutn, et donc la suite

(x(n))n∈IN est croissante. Comme elle est majorée (par1
a ), elle est donc convergente. Soitℓ sa limite,

on aℓ = ℓ(2 − aℓ), et commeℓ ≥ x(0) > 0, on aℓ = 1
a .

Il reste maintenant à montrer que six(0) ∈]−∞, 0[∪] 2a ,+∞[ alorslimn→+∞ x(n) = −∞.On montre
d’abord facilement que six(0) ∈] − ∞, 0[, la suite(xn)n∈IN est décroissante. Elle admet donc une
limite finie ou infinie. Appelonsℓ cette limite. Celle-ci vérifie :ℓ = ℓ(2−aℓ). Si ℓ est finie, alorsℓ = 0
ou ℓ = 1

a ce qui est impossible carℓ ≤ x(0) < 0. On en déduit queℓ = −∞.

Enfin, l’étude des variations de la fonctionϕ montre que six(0) ∈] 2a ,+∞[, alorsx(1)] −∞, 0[, et on
est donc ramené au cas pécédent.

2. (a) L’ensembleGLN (IR)(IR) est ouvert car image réciproque de l’ouvertIR∗ par l’application continue
qui a une matrice associe son déterminant.

(b) L’applicationT est clairement définie deGLN (IR)(IR) dansGLN (IR)(IR). Montrons qu’elle est
dérivable. SoitH ∈ GLN (IR)(IR) telle queB+H soit inversible. Ceci est vrai si‖H‖‖B−1‖ < 1, et
on a alors, d’après le cours :

(B +H)−1 =
(
B(Id+B−1H)

)−1
=

+∞∑

k=0

(−B−1H)kB−1.

On a donc :

T (B +H) − T (B) =
+∞∑

k=0

(B−1H)kB−1 −B−1

= (Id+

+∞∑

k=1

(−B−1H)k − Id)B−1

=

+∞∑

k=1

(−B−1H)kB−1.

On en déduit que

T (B +H) − T (B) +B−1HB−1 =

+∞∑

k=2

(−B−1H)kB−1.

L’application qui àH associe−B−1HB−1 est clairement linéaire, et de plus,

‖T (B +H) − T (B) +B−1HB−1‖ ≤ ‖B−1‖
+∞∑

k=2

(‖B−1‖‖H‖)k.
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Or ‖B−1‖‖H‖ < 1 par hypothèse. On a donc

‖T (B +H) − T (B) −B−1HB−1

‖H‖ ‖ ≤ ‖B−1‖3‖H‖
+∞∑

k=0

(‖B−1‖‖H‖)k

→ 0 lorsque‖H‖ → 0.

On en déduit que l’applicationT est différentiable et queDT (B)(H) = −B−1HB−1.

(c) La méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction g s’écrit :

{
B0 ∈ GLN (IR)(IR),
Dg(Bn)(Bn+1 −Bn) = −g(Bn).

Or, d’apres la question précédente,Dg(Bn)(H) = −(Bn)−1H(Bn)−1. On a donc

Dg(Bn)(Bn+1 −Bn) = −(Bn)−1(Bn+1 −Bn)(Bn)−1.

La méthode de Newton sécrit donc :
{
B0 ∈ GLN(IR)(IR),
−(Bn+1 −Bn) = (Id−BnA)Bn.

(2.5.35)

soit encore {
B0 ∈ GLN(IR)(IR),
Bn+1 = 2Bn −BnABn.

(2.5.36)

(d) Par définition, on a :

Id−ABn+1 = Id−A(2Bn −BnABn) = Id− 2ABn +ABnABn.

Comme les matricesId etABn commutent, on a donc :

Id−ABn+1 = (Id−ABn)2.

Une récurrence immédiate montre alors queId − ABn = (Id − AB0)2
n

. On en déduit que la suite
Id − ABn converge (vers la matrice nulle) lorsquen → +∞ ssiρ(Id − AB0) < 1, et ainsi que la
suiteBn converge versA−1 si et seulement siρ(Id−AB0) < 1.

Corrigé de l’exercice 51 page 98 (Valeurs propres et méthodede Newton)

On écrit le système sous la formeF (x, λ) = 0 oùF est une fonction deIRN+1 dansIRN+1 définie par

F (y) = F (x, λ) =

(
Ax− λx
x · x− 1

)

,

et on a donc

DF (λ, x)(z, ν) =

(
Az − λ̄z − νx̄

2x̄ · z

)

,

Supposons queDF (x, λ)(z, ν) = 0, on a alorsAz − λ̄z − νx̄ = 0 et 2x̄ · z = 0. En multipliant la première
équation par̄x et en utilisant le fait queA est symétrique, on obtient :

z ·Ax̄− λ̄z · x̄− νx̄ · x̄ = 0, (2.5.37)

et commeAx̄ = λ̄x̄ et x̄ · x̄ = 1, ceci entraîne queν = 0. En revenant à (2.5.37) on obtient alors queAx− λ̄x = 0,
c.à.d. quex ∈ Ker(A − λ̄Id) = IRx̄ car λ̄ est valeur propre simple. Or on a aussix̄ · z = 0, doncz ⊥ x̄ ce qui
n’est possible que siz = 0. On a ainsi montré queDf(x̄, λ̄) est injective, et comme on est en dimension finie,
Df(x̄, λ̄) est bijective. Dnc, d’après le théorème du cours, la méthodede Newton est localement convergente.
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Corrigé de l’exercice 53 page 99 (Convergence de la méthode de Newton sif ′(x) = 0)

Commef ′′(x) 6= 0, on peut supposer par exemplef ′′(x) > 0 ; par continuité def ′′, il existe doncη > 0 tel que
f ′(x) < 0 si x ∈]x− η, x[ etf ′(x) > 0 si x ∈]x, x+ η[, et doncf est décroissante sur]x− η, x[ (et croissante sur
]x, x+ η[).
Supposonsx0 ∈]x, x+ η[, alorsf ′(x0) > 0 etf ′′(x0) > 0.
On a par définition de la suite(xn)n∈IN,

f ′(x0)(x1 − x0) = −f(x0)

= f(x) − f(x0)

= f ′(ξ0)(x− x0), où ξ0 ∈]x, x0[

Commef ′ est strictement croissante sur]x, x+ η[, on af ′(ξ0) < f ′(x0) et doncx1 ∈]x, x0[.
On montre ainsi par récurrence que la suite(xn)n∈IN vérifie

x0 > x1 > x2 . . . > xn > xn+1 > . . . > x.

La suite(xn)n∈IN est donc décroissante et minorée, donc elle converge. Soitx sa limite ; comme

f ′(xn)(xn+1 − xn) = −f(xn) pour toutn ∈ IN,

on a en passant à la limite :f(x) = 0, doncx = x.
Le casf ′′(x) < 0 se traite de la même manière.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définition, la méthode est d’ordre 1 si

‖xn+1 − x‖
‖xn − x‖ → β ∈ IR∗

+.

Par définition de la suite(xn)n∈IN, on a :

f ′(xn)(xn+1 − xn) = −f(xn) (2.5.38)

Commef ∈ C2(IR) et f ′(x) = 0, il existe ξn ∈]x, xn[ et ηn ∈]x, xn[ tels quef ′(xn) = f ′′(ξn)(xn − x) et

−f(xn) = −1

2
f ′′(ηn)(x− xn)2. On déduit donc de (2.5.38) que

f ′′(ξn)(xn+1 − xn) = −1

2
f ′′(ηn)(xn − x),

soitf ′′(ξn)(xn+1 − x) = (−1

2
f ′′(ηn) + f ′′(ξn))(xn − x)

Donc
‖xn+1 − x‖
‖xn − x‖ = |1 − 1

2

f ′′(ηn)

f ′′(ξn)
| → 1

2
lorsquen→ +∞.

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la méthode de Newton àf ′.

Corrigé de l’exercice 55 page 100 (Variante de la méthode de Newton)

1. On a évidemmentx(0) = x0 ∈ I. Supposons quex(n) ∈ I et montrons quex(n+1) ∈ I. Par définition, on
peut écrire :

x(n+1) = x(n) − f(x(n)) − f(x0)

f ′(y)
− f(x0)

f ′(y)
.
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Donc

x(n+1) − x0 = x(n) − x0 −
f ′(ξn)(x

(n)
n − x0) − f(x0)

f ′(y)
, où ξn ∈ [x0, x

(n)].

On en déduit que

x(n+1) − x0 = (1 − f ′(ξn)

f ′(y)
)(x(n)

n − x0) −
f(x0)

f ′(y)
.

Ceci entraîne :

|x(n+1) − x0| =
1

|f ′(y)| |f
′(ξn) − f ′(y)||x(n) − x0| +

|f(x0)|
f ′(y)

≤ λ
1

2λ
c+

c

2λ
λ = c.

Doncx(n+1) ∈ I.

2. On a :

x(n+1) − x̄ = x(n) − x̄− f(x(n)) − f(x̄)

f ′(y)
− f(x̄)

f ′(y)
.

Donc|x(n+1) − x̄| ≤ |x(n) − x̄||f ′(y) − f ′(ηn)| 1

|f ′(y)| oùηn ∈ [x̄, x(n)];

Par hypothèse, on a donc

|x(n+1) − x̄| ≤ |x(n) − x̄| 1

2λ
λ

≤ c

2
|x(n) − x̄|.

On en déduit par récurrence que

|x(n) − x̄| ≤ c

2n
|x(0) − x̄|.

Ceci entraîne en particulier que
x(n) → x̄
n → +∞.

Il reste à montrer que la convergence est au moins linéaire. On a :

|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄| = |f ′(y) − f ′(x(n))| 1

|f ′(y)|

Donc
|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄| → |1 − f ′(x̄)

f ′(y)
| = β ≥ 0

n→ +∞
La convergence est donc au moins linéaire, elle est linéairesi f ′(x̄) 6= f ′(y) et super–linéaire sif ′(x̄) =
f ′(y).

3. Le fait de remplacery pary(n) ne change absolument rien à la preuve de la convergence dex(n) versx̄. Par
contre, on a maintenant :

|x(n+1) − x̄|
|x(n) − x̄| = |f ′(yn) − f ′(ηn)| 1

|f ′(yn)|

= |1 − f ′(ηn)

f ′(yn)
|

Or f ′(ηn) →
n→+∞

f ′(x̄) et donc sif ′(yn) →
n→+∞

f ′(x̄) la convergence devient superlinéaire.
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4. L’algorithme pourN ≥ 1 se généralise en :

{
x(0) = x0

x(n+1) = x(n) − (DF (y))−1f(x(n)).

On a donc

x(n+1) − x0 = x(n) − x0 − (DF (y))−1(f(x(n)) − f(x0)) + (DF (y))−1f(x0).

Or f(x(n)) − f(x(0)) = ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt, où

ϕ(t) = f(tx(n) + (1 − t)x(0))

et donc
ϕ′(t) = Df(tx(n) + (1 − t)x(0))(x(n) − x(0)).

Donc
x(n+1) − x(0) =

(x(n) − x(0))

(

1 − (Df(y))−1

∫ 1

0

Df(txn) + (1 − t)x(0))dt

)

+(Df(y))−1f(x0) =

(x(n) − x(0))(Df(y))−1

(∫ 1

0

(

Df(y) −Df(tx(n) + (1 − t)x(0)
)

dt

)

+(Df(y))−1f(x0).

On en déduit que :

‖x(n+1) − x(0)‖ ≤
‖x(n) − x(0)‖‖(Df(y))−1‖

∫ 1

0

‖Df(y) −Df(tx(n) + (1 − t)x(0))‖dt
+‖(Df(y))−1‖‖f(x0)‖.

Si on suppose quex(n) ∈ I, alorstx(n) + (1 − t)x(0) ∈ I. L’hypothèse (iii) généralisée à la dimensionN
s’écrit :

‖Df(x) −Df(y)‖ ≤ 1

2λ
∀(x, y) ∈ I2,

si on suppose de plus que

(ii) ‖f(x0)‖ ≤ c

2λ
et

(iv) ‖(Df(x))−1‖ ≤ λ ∀x ∈ I, alors 2.5.39 donne que

‖x(n+1) − x(0)‖ ≤ ‖x(n) − x(0)‖λ 1

2λ
+ λ

c

2λ
≤ c.

ce qui prouve quex(n+1) ∈ I.

On montre alors de la même manière quex
(n)
n→∞ → x̄, (car‖x(n+1) − x̄‖ ≤ 1

2
‖x(n) − x̄‖).
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Corrigé de l’exercice 57 page 101 (Méthode de Steffensen)

1. Commef ′(x) 6= 0, il existeᾱ > 0 tel quef soit strictement monotone surB(x, ᾱ) ; donc sif(x) = 0 et
x ∈ B(x, ᾱ) alorsx = x. De plus, commex+ f(x) → x lorsquex→ x, il existeα tel que six ∈ B(x, α),
alorsf(x + f(x) ∈ B(x, ᾱ). Or si x ∈ B(x, α), on a :f(x) 6= 0 si x 6= x, doncx + f(x) 6= x et
commex + f(x) ∈ B(x, ᾱ) où f est strictement monotone, on af(x) 6= f(x + f(x)) si x 6= x. On
en déduit que sixn ∈ B(x, α), alorsf(xn + f(xn)) 6= f(xn) (si xn 6= x) et doncxn+1 est défini par

xn+1 =
(f(xn))2

f(xn + f(xn)) − f(xn)
. Ceci est une forme de stabilité du schéma).

2. Montrons maintenant que la suite(xn)n∈IN vérifie :

xn+1 − x = a(xn)(xn − x)2 si xn 6= x etx0 ∈ B(x, α),

oùa est une fonction continue. Par définition de la suite(xn)n∈IN, on a :

xn+1 − x = xn − x− (f(xn))2

f(xn + f(xr)) − f(xn)
. (2.5.39)

Soitψn : [0, 1] → IR la fonction définie par :

ψn(t) = f(xn + tf(xn))

On aψn ∈ C2(]0, 1[, IR), ψn(0) = f(xn) etψn(1) = f(xn + f(xn)).
On peut donc écrire :

f(xn + f(xn)) − f(xn) = ψn(1) − ψn(0) =

∫ 1

0

ψ′
n(t)dt

Ceci donne :

f(xn + f(xn)) − f(xn) =

∫ 1

0

f ′(xn + tf(xn))f(xn)dt

On pose maintenantξn(t) = f ′(xn + tf(xn)), et on écrit queξn(t) =

∫ t

0

ξ′n(s)ds+ ξn(0).

On obtient alors :

f(xn + f(xn)) − f(xn) = f(xn)

[

f(xn)

∫ 1

0

∫ t

0

f ′′(xn + sf(xn))ds+ f ′(xn)

]

. (2.5.40)

Soit b ∈ C(IR, IR) la fonction définie par :

b(x) =

∫ 1

0

(∫ t

0

f ′′(x+ sf(x))ds

)

dt.

Commef ∈ C(IR, IR), on ab(x) → 1

2
f ′′(x) lorsquex→ x

L’égalité (2.5.40) s’écrit alors :

f(xn + f(xn)) − f(xn) = (f(xn))2b(xn) + f(xn)f ′(xn). (2.5.41)

Commex0 ∈ B(x, α), on axn ∈ B(x, α) et doncf(xn) 6= 0 si xn 6= x.
Donc pourxn 6= x, on a grâce à (2.5.39) et (2.5.41) :
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xn+1 − x = xn − x− f(xn)

f(xn)b(xn) + f ′(xn))
(2.5.42)

On a maintenant−f(xn) = f(x) − f(xn) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt où ϕ ∈ C2(IR, IR) est définie parϕ(t) =

f(tx+ (1 − t)xn).
Donc

−f(xn) =

∫ 1

0

f ′(tx+ (1 − t)xn)(x − xn)dt.

Soitχ ∈ C1(IR, IR) la fonction définie parχ(t) = f ′(tx+ (1 − t)xn),
on aχ(0) = f ′(xn) et donc :

−f(xn) =

∫ 1

0

[∫ t

0

(f ′′(sx+ (1 − s)xn)(x− xn) + f ′(xn)) ds(x− xn)

]

dt

Soitc ∈ C(IR, IR) la fonction définie par

c(x) =

∫ 1

0

(∫ t

0

f ′′(sx+ (1 − s)x)ds

)

dt,

on ac(x) → 1

2
f ′′(x) lorsquex→ x et :

−f(xn) = c(x)(x − xn)2 + f ′(xn)(x− xn) (2.5.43)

De (2.5.43) et(1.6.62), on obtient :

xn+1 − x = (xn − x)

[

1 +
c(xn)(xn − x) − f ′(xn)

f(xn)b(xn) + f ′(xn)

]

=
(xn − x)

f(xn)b(xn) + f ′(xn)

(
−c(xn)(x − xn)2b(xn)

−f ′(xn)(x − xn)b(xn) + f ′(xn) + c(xn)(xn − x) − f ′(xn))

On en déduit :

(xn+1 − x) = (xn − x)2a(xn) (2.5.44)

où

a(x) =
c(x)b(x)(x − x) + f ′(x)b(x)b + c(x)

f(x) + f ′(x)

La fonctiona est continue en tout pointx tel que

D(x) = f(x)b(x) + f ′(x) 6= 0.

Elle est donc continue enx puisqueD(x) = f(x)b(x) + f ′(x) = f ′(x) 6= 0.
De plus, commef , f ′ et b sont continues, il existe un voisinage dex sur lequelD est non nulle et donca
continue.
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3. Par continuité dea, pour toutε > 0, il existeηε > 0 tel que six ∈ B(x, ηε) alors

(7) |a(x) − a(x)| ≤ ε.
Calculons

a(x) =
f ′(x)b(x) + c(x)

f ′(x)

=
1

2
f ′′(x)

1 + f ′(x)

f ′(x)
= β.

Soitγ = min(η1,
1

2(β + 1)
) ; si x ∈ B(x, γ), alors|a(x)| ≤ β + 1 grâce à (7), et|x− x| ≤ 1

2(β + 1)
.

On déduit alors de (6) que sixn ∈ B(x, γ), alors

|xn+1 − x| ≤ 1

2
|xn − x|.

Ceci entraîne d’une part quexn+1 ∈ B(x, γ) et d’autre part, par récurrence, la convergence de la suite
(xn)n∈IN versx.
Il reste à montrer que la convergence est d’ordre 2.
Grâce à (6), on a :

|xn+1 − x|
|xn − x|2 = |a(xn)|.

Or on a montré à l’étape 3 quea est continue et quea(x) → β ∈ IR. On a donc une convergence d’ordre au
moins 2.

Corrigé de l’exercice 59 page 102 (Méthode de la sécante)

1. Supposonsxn−1 etxn connus.
Pour quexn+1 soit bien défini, il faut et il suffit quef(xn) 6= f(xn−1). Or par hypothèse,f ′(x̄) 6= 0. On
en déduit qu’il existe un voisinage dēx sur lequelf ′ est monotone, donc bijective. Donc il existeε1 tel que
si xn, xn−1 ∈]x − ε1, x + ε1[, xn 6= xn−1 et xn 6= x, alorsf(xn) 6= f(xn−1). De même, toujours par
injectivité def sur]x− ε1, x+ ε1[, on af(xn) 6= 0.
En choisissantx0 et x1 dans l’intervalle]x − ε1, x + ε1[, on a par une récurrence immédiate que la suite
(xn)n∈IN est bien définie.
Par définition, sif(xn) 6= 0, on a :

xn+1 − x̄ = xn − x̄− f(xn) − f(x̄)

xn − x̄
(xn − x̄)

xn − xn−1

f(xn) − f(xn−1)
.

En notantI(a, b) l’intervalle d’extrémitésa etb, il existe doncθn ∈ I(x̄, xn) et ζn ∈ I(xn−1, xn) tels que

xn+1 − x̄ = (xn − x̄)(1 − f ′(θn)

f ′(ζn)
), , et donc :en+1 = |1 − f ′(θn)

f ′(ζn)
|en.

Or f ′ est continue, il existeε2 tel quexn, xn−1 ∈]x − ε2, x + ε2[, alors1 − f ′(θn)

f ′(ζn)
≤ 1/2, et donc

en+1 ≤ 1
2en.

En posantε = min(ε1, ε2), on a donc par récurrence le fait que six0 et x1 appartiennent à l’intervalle
]x− ε, x+ ε[, la suite(xn)n∈IN est bien définie et la méthode de la sécante est localement convergente.
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2. (a) Par définition,

en+1 = en − f(xn) − f(x)

f(xn) − f(xn−1)
(xn − xn−1).

Donc :

(f(xn) − f(xn−1)en+1 = enf(xn) − enf(xn−1) − f(xn)en + f(xn)en−1 (2.5.45)

= −enf(xn−1) + f(xn)en−1 (2.5.46)

= enen−1(
f(xn)

en
− f(xn−1)

en−1
). (2.5.47)

Or f(xn)
en

= f(xn)−f(x)
en

(resp. f(xn−1

en−1
= f(xn−1−f(x)

en−1
)est la valeur moyenne def ′ sur l’intervalle

d’extrémitésx, xn (resp.x, xn−1). On en déduit que(f(xn)− f(xn−1)en+1 = enen−1(µn − µn−1),
d’où le résultat.

(b) Six > x, la fonctionµ vérifie :

(x− x)µ(x) =

∫ x

x

f ′(t)dt,

on en déduit que la fonctionµ est continue et dérivable et sa dérivéeµ′ vérifie :

(x − x)µ′(x) + µ(x) = f ′(x), ∀x > x.

soit encore

µ′(x) =
f ′(x) − µ(x)

x− x
, ∀x > x. (2.5.48)

Or

µ(x) =
1

x− x
(f(x) − f(x)) (2.5.49)

=
1

x− x
(f(x) − (f(x) + (x− x)f ′(x) +

1

2
(x− x)2f ′′(x)(x − x)3ε(x). (2.5.50)

On en déduit que

µ(x) = f ′(x) +
1

2
(x− x)f ′′(x) + (x − x)2ε(x).

Et finalement, en reportant dans (2.5.48) :

µ′(x) =
1

2
f ′′(x) + (x− x)ε(x), ∀x > x. (2.5.51)

On en déduit queµ′ admet une limite lorsquex tend versx par valeurs positives. Le même raison-
nement pourx < x donne le même résultat.
Enfin, commef ∈ C2(IR, IR), on peut passer à la limite dans (2.5.51) et on obtient :

lim
x→x

µ′(x) =
1

2
f ′′(x). (2.5.52)

(c) Par définition, on a

Mn = |µ(xn) − µ(xn−1)

xn − xn−1

xn − xn−1

f(xn) − f(xn−1)
| =

µ′(ζn)

f ′(ξn)
,
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où ζn et ξn sont compris entrexn−1 etxn (par le théorème des accroissements finis). Comme la suite
(xn)n∈IN tend versx, commef ′ est continue et grâce à (2.5.52), on a :

lim
n→+∞

Mn =
1

2

f ′′(x)

f ′(x)
.

Notons que cette limite est finie carf ′(x) 6= 0 par hypothèse. On en conclut que la suite(Mn)n∈IN est
bornée.

3. (a) La relation à démontrer est vérifiée pourn = 0 etn = 1. Supposons-la vérifiée jusqu’au rangn. On a
par définition :an+1 = anan−1 ≥MenMen−1.Or par la question 2a,enen−1 = Mnen+1 ≤Men+1.
On en déduit que la relation est encore vérifiée au rangn+ 1.

(b) Par définition,ai = Mei = M(xi−x), pouri = 0, 1, donc six0, x1 ∈]x−ε1, x+ε1[ avecε1 < 1/M ,
alorsa0 < 1 eta1 < 1. On en déduit alors facilement par récurrence que la suitean < 1, et donc que
la suite(an)n∈IN est strictement décroissante. Elle converge donc vers une limite ā qui vérifie ā = ā2

et ā < 1. On en déduit que la limite est nulle.

(c) On posebn = ln an on a donc
bn+1 = bn + bn−1, ∀n ≥ 1 (2.5.53)

L’ensemble de suites(bn)n∈IN vérifiant (2.5.53) est un espace vectoriel de dimension 2. Pour trouver
une base de cet espace vectoriel, on cherche des éléments de cet espace sous la formebn = rn, n ≥ 0.
Une telle suite vérifie (2.5.53) si et seulement sir2 = r + 1, c.à.d.r = 1±

√
5

2 . Si la suite(bn)n∈IN

vérifie (2.5.53), il existe doncC ∈ IR etD ∈ IR tels que

bn = ln(an) = C(
1 +

√
5

2
)n +D(

1 −
√

5

2
)n.

On en déduit quean ≤ αβdn

, avecd = 1+
√

5
2 , α = e|D| etβ = eC . Notons qu’on a bien0 < β < 1

carC < 0 puisqueln(an) < 0, pour toutn ∈ IN.

(d) Par la question 2(c) et l’hypothèsef”(x) 6= 0, on déduit queM > 0. Commeen+1 = Mnenen−1, on
a ln en+1 = lnMn + ln en + ln en−1 ; si on poseβn = ln en+1 − d ln en (pourn ≥ 0, on a donc

βn = (1 − d) ln en + ln en−1 + lnMn

= (1 − d)(βn−1 + d ln en−1) + ln en−1 + lnMn

= (1 − d)(βn−1 + (1 − d)d ln en−1) + ln en−1 + lnMn.

Or (1 − d)d = −1 card est racine de l’équation :d2 − d− 1 = 0. On obtient donc finalement

βn = (1 − d)βn−1 + lnMn.

On pose maintenantβn = Cn(1 − d)n (obtenu par “variation de la constante"C pour la solution de
l’équation homogèneβn = (1 − d)βn−1). On obtient alors

Cn(1 − d)n = (1 − d)Cn−1(1 − d)n−1 + lnMn.

Ceci entraîne :

Cn = Cn−1 +
lnMn

(1 − d)n
.

Donc

Cn = C0 +
n∑

p=1

lnMp

(1 − d)p
,

et comme la suite(Mn)n∈IN est bornée, la série de terme généralln Mp

(1−d)p est convergente. Comme
(1−d)n tend vers 0 lorsquen tend vers l’infini, on en déduit queβn → 0. On a doncln en+1−d ln en →
0, i.e. en+1

ed
n

→ 1 lorsquen→ +∞.
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(e) L’ordre de convergence de la méthode de la sécante estd = 1+

√
5

2 < 2, donc plus petit que l’ordre de
convergence de la méthode de Newton.
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Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Définition des problèmes d’optimisation

L’objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ou desmaxima d’une fonctionf ∈ C(IRN , IR) avec ou
sans contrainte. Le problème d’optimisation sans contrainte s’écrit :

{
Trouverx̄ ∈ IRN tel que :
f(x̄) ≤ f(y), ∀y ∈ IRN .

(3.1.1)

Le problème d’optimisation avec contrainte s’écrit :
{

Trouverx̄ ∈ Ktel que :
f(x̄) ≤ f(y), ∀y ∈ K.

(3.1.2)

oùK ⊂ IRN etK 6= IRN

Si x̄ est solution du problème (3.1.1), on dit quex̄ ∈ arg min
IRN

f , et six̄ est solution du problème (3.1.2), on dit que

x̄ ∈ argmin
K
f.

3.1.2 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 3.1 SoientE etF des espaces vectoriels normés,f une application deE dansF etx ∈ E. On dit que
f est différentiable enx s’il existeT ∈ L(E,F ) (oùL(E,F ) est l’ensemble des applications linéaires deE dans
F ) telle quef(x + h) = f(x) + T (h) + ‖h‖ε(h) avecε(h) → 0 quandh → 0. L’applicationT est alors unique
et on noteDf(x) = T ∈ L(E,F ).

On peut remarquer qu’en dimension infinie,T dépend des normes associées àE etF . Voyons maintenant quelques
cas particuliers d’espacesE etF :

Cas oùE = IRN et F = IRp Soit f : IRN → IRp, x ∈ IRN et supposons quef est différentiable enx ; alors
Df(x) ∈ L(IRN , IRp), et il existeA(x) ∈ Mp,N(IR) telle queDf(x)(y)

︸ ︷︷ ︸

∈IRp

= Ay
︸︷︷︸

∈IRp

, ∀y ∈ IRN . On confond alors

l’application linéaireDf(x) ∈ L(IRN , IRp) et la matriceA(x) ∈ Mp,N(IR) qui la représente. On écrit donc :

A(x) = Df(x) = (ai,j)1≤i≤p,1≤j≤N oùai,j = ∂jfi(x),

∂j désignant la dérivée partielle par rapport à laj-ème variable.
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Exemple 3.2 PrenonsN = 3 etp = 2, notonsx = (x1, x2, x3)

t et considéronsf : IR3 → IR3 définie par :

f(x) =

(
x2

1 + x3
2 + x4

3

2x1 − x2

)

On vérifiera par le calcul (exercice) que pourh == (h1, h2, h3)
t, on a :

Df(x)h =





2x1h1 + 3x2
2h2 + 4x3

3h3

2h1 − h2





et donc, avec les notations précédentes,

A(x) =





2x1 3x2
2 4x3

3

2 −1 0



 .

Cas oùE = IRN , F = IR C’est un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’on est ici dans le casp = 1. Soit
x ∈ IRN et f une fonction deE dansF différentiable enx ; on a donc (avec l’abus de notation signalé dans le
paragraphe précédent)Df(x) ∈ M1,N (IR), et on peut définir le gradient def enx par∇f(x) = (Df(x))t ∈
IRN . Pour(x, y) ∈ (IRN )2, on a donc

Df(x)y =
N∑

j=i

∂jf(x)yj = ∇f(x) · y où∇f(x) =








∂1f(x)
...

∂Nf(x)







∈ IRN .

Cas oùE est un espace de Hilbert etF = IR On généralise ici le cas présenté au paragraphe précédent. Soit
f : E → IR différentiable enx ∈ E. Alors Df(x) ∈ L(E, IR) = E′, oùE′ désigne le dual topologique de
E, c.à.d. l’ensemble des formes linéaires continues surE. Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un
uniqueu ∈ E tel queDf(x)(y) = (u|y)E pour touty ∈ E, où(.|.)E désigne le produit scalaire surE. On appelle
encore gradient def enx ce vecteuru. On a doncu = ∇f(x) ∈ E et poury ∈ E,Df(x)(y) = (∇f(x)|y)E .

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels
normésE et F , et supposons maintenant quef ∈ C2(E,F ). Le fait quef ∈ C2(E,F ) signifie queDf ∈
C1(E,L(E,F )). Par définition, on aD2f(x) ∈ L(E,L(E,F )) et donc poury ∈ E, D2f(x)(y) ∈ L(E,F ) ; en
particulier, pourz ∈ E, D2f(x)(y)(z) ∈ F.
Considérons maintenant le cas particulierE = IRN etF = IR. On a :

f ∈ C2(IRN , IR) ⇔ [f ∈ C1(IRN , IR) et∇f ∈ C1(IRN , IRN )].

Soit g = ∇f ∈ C1(IRN , IRN ), etx ∈ IRN , alorsDg(x) ∈ MN (IR) et on peut définir la matrice hessienne de
f , qu’on noteHf , par :Hf (x) = Dg(x) = D(Df)(x) = (bi,j)i,j=1...N ∈ MN(IR) où bi,j = ∂2

i,jf(x) où ∂2
i,j

désigne la dérivée partielle par rapport à la variablei de la dérivée partielle par rapport à la variablej. Notons que
par définition,Dg(x) est la matrice jacobienne deg enx.

3.2 Optimisation sans contrainte

3.2.1 Définition et condition d’optimalité

Soitf ∈ C(E, IR) etE un espace vectoriel normé. On cherche soit un minimum globaldef , c.à.d. :

x̄ ∈ E tel quef(x̄) ≤ f(y) ∀y ∈ E, (3.2.3)
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ou un minimum local, c.à.d. :

x̄ tel que∃α > 0 f(x̄) ≤ f(y) ∀y ∈ B(x̄, α). (3.2.4)

Proposition 3.3 (Condition nécessaire d’optimalité)
SoitE un espace vectoriel normé, et soientf ∈ C(E, IR), et x̄ ∈ E tel quef est différentiable en̄x. Si x̄ est

solution de (3.2.4) alorsDf(x̄) = 0.

DémonstrationSupposons qu’il existeα > 0 tel quef(x̄) ≤ f(y) pour touty ∈ B(x̄, α). Soitz ∈ E \ {0}, alors
si |t| < α

‖z‖ , on ax̄ + tz ∈ B(x̄, α) (oùB(x̄, α) désigne la boule ouverte de centrex̄ et de rayonα) et on a donc
f(x̄) ≤ f(x̄+ tz). Commef est différentiable en̄x, on a :

f(x̄+ tz) = f(x̄) +Df(x̄)(tz) + |t|εz(t),

où εz(t) → 0 lorsquet → 0. On a doncf(x̄) + tDf(x̄)(z) + |t|εz(t) ≥ f(x̄). Et pour
α

‖z‖ > t > 0, on a

Df(x̄)(z) + εz(t) ≥ 0. En faisant tendret vers 0, on obtient que

Df(x̄)(z) ≥ 0, ∀z ∈ E.

On a aussiDf(x̄)(−z) ≥ 0 ∀z ∈ E, et donc :−Df(x̄)(z) ≥ 0 ∀z ∈ E.
On en conclut que

Df(x̄) = 0.

Remarque 3.4 Attention, la proposition précédente donne une condition nécessaire mais non suffisante. En effet,
Df(x̄) = 0 n’entraîne pas quef atteigne un minimum (ou un maximum) même local, enx̄. Prendre par exemple
E = IR, x = 0 et la fonctionf définie par :f(x) = x3 pour s’en convaincre.

3.2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Théorème 3.5 (Existence)SoitE = IRN etf : E → IR une application telle que

(i) f est continue,

(ii) f(x) → +∞ quand‖x‖ → +∞.

Alors il existex̄ ∈ IRN tel quef(x̄) ≤ f(y) pour touty ∈ IRN .

DémonstrationLa condition(ii) peut encore s’écrire

∀A ∈ IR, ∃R ∈ IR; ‖x‖ ≥ R⇒ f(x) ≥ A. (3.2.5)

On écrit (3.2.5) avecA = f(0). On obtient alors :

∃R ∈ IR tel que‖x‖ ≥ R ⇒ f(x) ≥ f(0).

On en déduit queinfIRN f = infBR
f , oùBR = {x ∈ IRN ; |x| ≤ R}. Or,BR est un compact deIRN et f est

continue donc il existēx ∈ BR tel quef(x̄) = infBR
f et doncf(x̄) = infIRN f .

Remarque 3.6

1. Le théorème est faux siE est de dimension infinie (i.e. siE est espace de Banach au lieu deE = IRN ), car
siE est de dimension infinie,BR n’est pas compacte.

2. L’hypothèse(ii) du théorème peut être remplacée par

(ii)′ ∃b ∈ IRN , ∃R > 0 tel que‖x‖ ≥ R⇒ f(x) ≥ f(b).
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3. Sous les hypothèses du théorème il n’y a pas toujours unicité dex̄ même dans le casN = 1, prendre pour

s’en convaincre la fonctionf définie deIR dansIR par f(x) = x2(x− 1)(x+ 1).

Définition 3.7 (Convexité) SoitE un espace vectoriel etf : E → IR. On dit quef est convexe si

f(tx+ (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y) pour tout(x, y) ∈ E2 t.q.x 6= y et t ∈ [0, 1].

On dit quef est strictement convexe si

f(tx+ (1 − t)y) < tf(x) + (1 − t)f(y) pour tout(x, y) ∈ E2 t.q.x 6= y et t ∈]0, 1[.

Théorème 3.8 (Condition suffisante d’unicité)SoitE un espace vectoriel normé etf : E → IR strictement
convexe alors il existe au plus un̄x ∈ E tel quef(x̄) ≤ f(y), ∀y ∈ E.

Démonstration
Soit f strictement convexe, supposons qu’il existex̄ et ¯̄x ∈ E tels quef(x̄) = f(¯̄x) = infIRN f. Commef est
strictement convexe, sīx 6= ¯̄x alors

f(
1

2
x̄+

1

2
¯̄x) <

1

2
f(x̄) +

1

2
f(¯̄x) = inf

IRN
f,

ce qui est impossible ; donc̄x = ¯̄x.

Remarque 3.9 Ce théorème ne donne pas l’existence. Par exemple dans le casN = 1 la fonctionf définie par
f(x) = ex n’atteint pas son minimumn ; en effet,inf

IRN
f = 0 et f(x) 6= 0 pour toutx ∈ IR, et pourtantf est

strictement convexe.

Par contre, si on réunit les hypothèses des théorèmes 3.5 et 3.8, on obtient le résultat d’existence et unicité suivant :

Théorème 3.10 (Existence et unicité)SoitE = IRN , et soitf : E → IR. On suppose que :

(i) f continue,

(ii) f(x) → +∞ quand‖x‖ → +∞,

(iii) f est strictement convexe ;

alors il existe un uniquēx ∈ IRN tel quef(x̄) = inf
IRN

f.

Remarque 3.11Le théorème reste vrai (voir cours de maîtrise) siE est un espace de Hilbert ; on a besoin dans
ce cas pour la partie existence des hypothèses(i), (ii) et de la convexité def .

Proposition 3.12 (1ère caractérisation de la convexité)SoitE un espace vectoriel normé (surIR) etf ∈ C1(E, IR)
alors :

1. f convexe si et seulement sif(y) ≥ f(x) +Df(x)(y − x), pour tout couple(x, y) ∈ E2,

2. f est strictement convexe si et seulement sif(y) > f(x) +Df(x)(y − x) pour tout couple(x, y) ∈ E2 tel
quex 6= y.

Démonstration
Démonstration de 1.
(⇒) Supposons quef est convexe : soit(x, y) ∈ E2 ; on veut montrer quef(y) ≥ f(x) + Df(x)(y − x). Soit
t ∈ [0, 1], alorsf(ty + (1 − t)x) ≤ tf(y) + (1 − t)f(x) grâce au fait quef est convexe. On a donc :

f(x+ t(y − x)) − f(x) ≤ t(f(y) − f(x)). (3.2.6)
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Commef est différentiable,f(x+ t(y−x)) = f(x)+Df(x)(t(y−x))+ tε(t) oùε(t) tend vers 0 lorsquet tend
vers 0. Donc en reportant dans (3.2.6),

ε(t) +Df(x)(y − x) ≤ f(y) − f(x), ∀t ∈]0, 1[.

En faisant tendret vers 0, on obtient alors :

f(y) ≥ Df(x)(y − x) + f(x).

(⇐) Montrons maintenant la réciproque : Soit(x, y) ∈ E2, ett ∈]0, 1[ (pourt = 0 ou= 1 on n’a rien à démontrer).
On veut montrer quef(tx+(1−t)y) ≤ tf(x)+(1−t)f(y).On posez = tx+(1−t)y. On a alors par hypothèse :

f(y) ≥ f(z) +Df(z)(y − z),
etf(x) ≥ f(z) +Df(z)(x− z).

En multipliant la première inégalité par1 − t, la deuxième part et en les additionnant, on obtient :

(1 − t)f(y) + tf(x) ≥ f(z) + (1 − t)Df(z)(y − z) + tDf(z)(x− z)
(1 − t)f(y) + tf(x) ≥ f(z) +Df(z)((1 − t)(y − z) + t(x− z)).

Et comme(1 − t)(y − z) + t(x− z) = 0, on a donc(1 − t)f(y) + tf(x) ≥ f(z) = f(tx+ (1 − t)y).

Démonstration de 2
(⇒) On suppose quef est strictement convexe, on veut montrer quef(y) > f(x) + Df(x)(y − x) si y 6= x.
Soit donc(x, y) ∈ E2, x 6= y. On posez = 1

2 (y − x), et commef est convexe, on peut appliquer la partie 1. du
théorème et écrire quef(x + z) ≥ f(x) +Df(x)(z). On a doncf(x) +Df(x)(y−x

2 ) ≤ f(x+y
2 ). Commef est

strictement convexe, ceci entraîne quef(x) +Df(x)(y−x
2 ) < 1

2 (f(x) + f(y)), d’où le résultat.
(⇐) La méthode de démonstration est la même que pour le 1.

Proposition 3.13 (Caractérisation des points tels quef(x̄) = inf
E
f )

SoitE espace vectoriel normé etf une fonction deE dansIR. On suppose quef ∈ C1(E, IR) et quef est
convexe. Soit̄x ∈ E. Alors :

f(x̄) = inf
E
f ⇔ Df(x̄) = 0.

En particulier siE = IRN alorsf(x̄) = inf
x∈IRN

f(x) ⇔ ∇f(x̄) = 0.

Démonstration
(⇒) Supposons quef(x̄) = inf

E
f alors on sait (voir Proposition 3.3) queDf(x̄) = 0 (la convexité est inutile).

(⇐) Si f est convexe et différentiable, d’après la proposition 3.12, on a :f(y) ≥ f(x̄) +Df(x̄)(y − x) pour tout
y ∈ E et comme par hypothèseDf(x̄) = 0, on en déduit quef(y) ≥ f(x̄) pour touty ∈ E. Doncf(x̄) = infEf.

Proposition 3.14 (2ème caractérisation de la convexité)SoitE = IRN et f ∈ C2(E, IR). SoitHf (x) la hessi-
enne def au pointx, i.e.(Hf (x))i,j = ∂2

i,jf(x). Alors

1. f est convexe si et seulement siHf (x) est symétrique et positive pour toutx ∈ E (c.à.d.Hf (x)t = Hf (x)

etHf (x)y · y ≥ 0 pour touty ∈ IRN )

2. f est strictement convexe siHf (x) est symétrique définie positive pour toutx ∈ E. (Attention la réciproque
est fausse.)
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Démonstration
Démonstration de 1.
(⇒) Soitf convexe, on veut montrer queHf (x) est symétrique positive. Il est clair queHf (x) est symétrique car
∂2

i,jf = ∂2
j,if carf estC2. Par définition,Hf (x) = D(∇f(x)) et∇f ∈ C1(IRN , IRN ). Soit (x, y) ∈ E2, comme

f est convexe et de classeC1, on a, grâce à la proposition 3.12 :

f(y) ≥ f(x) + ∇f(x) · (y − x). (3.2.7)

Soitϕ ∈ C2(IR, IR) définie parϕ(t) = f(x+ t(y − x)). Alors :

f(y) − f(x) = ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt = [ϕ′(t)(t− 1)]10 −
∫ 1

0

ϕ′′(t)(t− 1)dt,

c’est–à dire :f(y) − f(x) = ϕ′(0) +
∫ 1

0
ϕ′′(t)(1 − t)dt. Orϕ′(t) = ∇f(x+ t(y − x)) · (y − x), et

ϕ′′(t) = D(∇f(x+ t(y − x))(y − x) · (y − x) = Hf (x+ t(y − x))(y − x) · (y − x).

On a donc :

f(y) − f(x) = ∇f(x)(y − x) +

∫ 1

0

Hf (x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)(1 − t)dt. (3.2.8)

Les inégalités (3.2.7) et (3.2.8) entraînent :
∫ 1

0 Hf (x + t(y − x))(y − x) · (y − x)(1 − t)dt ≥ 0 ∀x, y ∈ E. On a
donc : ∫ 1

0

Hf (x+ tz)z · z(1 − t)dt ≥ 0 ∀x, ∀z ∈ E. (3.2.9)

En fixantx ∈ E, on écrit (3.2.9) avecz = εy, ε > 0, y ∈ IRN . On obtient :

ε2
∫ 1

0

Hf (x+ tεy)y · y(1 − t)dt ≥ 0 ∀x, y ∈ E, ∀ε > 0, et donc :

∫ 1

0

Hf(x+ tεy)y · y(1 − t)dt ≥ 0 ∀ε > 0.

Pour(x, y) ∈ E2 fixé,Hf (x+ tεy) tend versHf (x) uniformément lorsqueε→ 0, pourt ∈ [0, 1]. On a donc :

∫ 1

0

Hf (x)y · y(1 − t)dt ≥ 0, c.à.d.
1

2
Hf (x)y · y ≥ 0.

Donc pour tout(x, y) ∈ (IRN )2,Hf (x)y · y ≥ 0 doncHf (x) est positive.

(⇐) Montrons maintenant la réciproque : On suppose queHf (x) est positive pour toutx ∈ E. On veut démontrer
quef est convexe ; on va pour cela utiliser la proposition 3.12 et montrer que :f(y) ≥ f(x) + ∇f(x) · (y − x)
pour tout(x, y) ∈ E2. Grâce à (3.2.8), on a :

f(y) − f(x) = ∇f(x) · (y − x) +

∫ 1

0

Hf (x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)(1 − t)dt.

Or Hf (x + t(y − x))(y − x) · (y − x) ≥ 0 pour tout couple(x, y) ∈ E2, et 1 − t ≥ 0 sur [0, 1]. On a donc
f(y) ≥ f(x) + ∇f(x) · (y − x) pour tout couple(x, y) ∈ E2. La fonctionf est donc bien convexe.

Démonstration de 2.
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(⇐) On suppose queHf (x) est strictement positive pour toutx ∈ E, et on veut montrer quef est strictement
convexe. On va encore utiliser la caractérisation de la proposition 3.12. Soit donc(x, y) ∈ E2 tel quey 6= x.
Alors :

f(y) = f(x) + ∇f(x) · (y − x) +

∫ 1

0

Hf (x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)
︸ ︷︷ ︸

>0 si x 6=y

(1 − t)
︸ ︷︷ ︸

6=0 si t∈]0,1[

dt.

Doncf(y) > f(x) + ∇f(x)(y − x) si x 6= y, ce qui prouve quef est strictement convexe.

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propose lecontre-exemple suivant : Soit
N = 1 et f ∈ C2(IR, IR), on a alorsHf (x) = f ′′(x). Si f est la fonction définie parf(x) = x4, alorsf est
strictement convexe carf ′′(x) = 12x2 ≥ 0, maisf ′′(0) = 0.

Cas d’une fonctionnelle quadratique SoientA ∈ MN (IR), b ∈ IRN , etf la fonction deIRN dansIRN définie
parf(x) = 1

2Ax · x− b · x. Alors f ∈ C∞(IRN , IR). Le calcul du gradient def et de sa hessienne font l’objet de
l’exercice 62 : on montre que

∇f(x) =
1

2
(Ax+Atx) − b.

Donc siA est symétrique∇f(x) = Ax− b. Le calcul de la hessienne def donne :

Hf (x) = D(∇f(x)) =
1

2
(A+At).

On en déduit que siA est symétrique,Hf (x) = A. On peut montrer en particulier (voir exercice 62) que siA est
symétrique définie positive alors il existe un uniquex̄ ∈ IRN tel quef(x̄) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN , et que cēx
est aussi l’unique solution du système linéaireAx = b.

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

SoitE = IRN et f ∈ C(E, IR). On suppose qu’il existēx ∈ E tel quef(x̄) = inf
E
f . On cherche à calculer̄x

(si f est de classeC1, on a nécessairement∇f(x̄) = 0). On va donc maintenant développer des algorithmes (ou
méthodes de calcul) du pointx̄ qui réalise le minimum def .

3.3.1 Méthodes de descente

Définition 3.15 Soientf ∈ C(E, IR) etE = IRN .

1. Soitx ∈ E, on dit quew ∈ E \ {0} est une direction de descente enx s’il existeρ0 > 0 tel que

f(x+ ρw) ≤ f(x) ∀ρ ∈ [0, ρ0]

2. Soitx ∈ E, on dit quew ∈ E \ {0} est une direction de descente stricte enx si s’il existeρ0 > 0 tel que

f(x+ ρw) < f(x) ∀ρ ∈]0, ρ0].

3. Une “méthode de descente" pour la recherche dex̄ tel quef(x̄) = inf
E
f consiste à construire une suite

(xn)n de la manière suivante :

(a) Initialisationx0 ∈ E ;

(b) Itérationn : on supposex0 . . . xn connus (n ≥ 0) ;
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i. On cherchewn direction de descente stricte dexn

ii. On prendxn+1 = xn + ρnwn avecρn > 0 “bien choisi".

Proposition 3.16 SoientE = IRN , f ∈ C1(E, IR), x ∈ E etw ∈ E \ {0} ; alors

1. siw direction de descente enx alorsw · ∇f(x) ≤ 0

2. si∇f(x) 6= 0 alorsw = −∇f(x) est une direction de descente stricte enx.

Démonstration

1. Soitw ∈ E \ {0} une direction de descente enx alors par définition,

∃ρ0 > 0 tel quef(x+ ρw) ≤ f(w), ∀ρ ∈ [0, ρ0].

Soit ϕ la fonction deIR dansIR définie par :ϕ(ρ) = f(x + ρw). On aϕ ∈ C1(IR, IR) et ϕ′(ρ) =
∇f(x+ρw) ·w. Commew est une direction de descente, on peut écrire :ϕ(ρ) ≤ ϕ(0), ∀ρ ∈ [0, ρ0], et donc

∀ρ ∈]0, ρ0[,
ϕ(ρ) − ϕ(0)

ρ
≤ 0;

en passant à la limite lorsqueρ tend vers 0, on déduit queϕ′(0) ≤ 0, c.à.d.∇f(x) · w ≤ 0.

2. Soitw = −∇f(x) 6= 0. On veut montrer qu’il existeρ0 > 0 tel que siρ ∈]0, ρ0] alorsf(x + ρw) < f(x)
ou encore queϕ(ρ) < ϕ(0) où ϕ est la fonction définie en 1 ci-dessus. On a :ϕ′(0) = ∇f(x) · w =
−|∇f(x)|2 < 0. Commeϕ′ est continue, il existeρ0 > 0 tel que siρ ∈ [0, ρ0] alorsϕ′(ρ) < 0. Siρ ∈]0, ρ0]
alorsϕ(ρ)−ϕ(0) =

∫ ρ

0
ϕ′(t)dt < 0, et on a donc bienϕ(ρ) < ϕ(0) pour toutρ ∈]0, ρ0], ce qui prouve que

w est une direction de descente stricte enx.

Algorithme du gradient à pas fixe Soientf ∈ C1(E, IR) etE = IRN . On se donneρ > 0.






Initialisation : x0 ∈ E,
Itérationn : xn connu,(n ≥ 0)

wn = −∇f(xn),
xn+1 = xn + ρwn.

(3.3.10)

Théorème 3.17 (Convergence du gradient à pas fixe)SoientE = IRN etf ∈ C1(E, IR) On suppose que :

1. ∃α > 0 tel que(∇f(x) −∇f(y)) · (x− y) ≥ α‖x− y‖2, ∀(x, y) ∈ E2,

2. ∃M > 0 tel que‖∇f(x) −∇f(y)‖ ≤M‖x− y‖, ∀(x, y) ∈ E2,

alors :

1. f est strictement convexe,

2. f(x) → +∞ quand|x| → +∞,

3. il existe un et un seul̄x ∈ E tel quef(x̄) = inf
E
f (conséquence de 1. et 2.),

4. si0 < ρ <
2α

M2
alors la suite(xn)n∈IN construite par(3.3.10)converge vers̄x lorsquen→ +∞ .

La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 63.
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Algorithme du gradient à pas optimal L’idée de l’algorithme du gradient à pas optimal est d’essayer de calculer
à chaque itération le paramètre qui minimise la fonction dans la direction de descente donnée par le gradient. Soient
f ∈ C1(E, IR) etE = IRN , cet algorithme s’écrit :







Initialisation : x0 ∈ IRN .
Itérationn : xn connu.

On calculewn = −∇f(xn).
On choisitρn ≥ 0 tel que

f(xn + ρnwn) ≤ f(xn + ρwn) ∀ρ ≥ 0.
On posexn+1 = xn + ρnwn.

(3.3.11)

Les questions auxquelles on doit répondre pour s’assurer dubien fondé de ce nouvel algorithme sont les suivantes :

1. Existe–t–ilρn tel quef(xn + ρnwn) ≤ f(xn + ρwn), ∀ρ ≥ 0 ?

2. Comment calcule–t’onρn ?

3. La suite(xn)n∈IN construite par l’algorithme converge–t–elle?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le théorèmesuivant :

Théorème 3.18 (Convergence du gradient à pas optimal)
Soitf ∈ C1(IRN , IR) telle quef(x) → +∞ quand|x| → +∞. Alors :

1. La suite(xn)n∈IN est bien définie par (3.3.11). On choisitρn > 0 tel quef(xn + ρnwn) ≤ f(xn + ρwn)
∀ρ ≥ 0 (ρn existe mais n’est pas nécessairement unique).

2. La suite(xn)n∈IN est bornée et si(xnk
)k∈IN est une sous suite convergente, i.e.xnk

→ x lorsquek → +∞,
on a nécessairement∇f(x) = 0. De plus sif est convexe on af(x) = inf

IRN
f

3. Sif est strictement convexe on a alorsxn → x̄ quandn→ +∞, avecf(x̄) = inf
IRN

f

La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 65. On en donne ici les idées principales.

1. On utilise l’hypothèsef(x) → +∞ quand|x| → +∞ pour montrer que la suite(xn)n∈IN construite par
(3.3.11) existe : en effet, àxn connu,

1er cas : si∇f(xn) = 0, alorsxn+1 = xn et doncxp = xn ∀p ≥ n,

2ème cas : si∇f(xn) 6= 0, alorswn = ∇f(xn) est une direction de descente stricte.

Dans ce deuxième cas, il existe doncρ0 tel que

f(xn + ρwn) < f(xn), ∀ρ ∈]0, ρ0]. (3.3.12)

De plus, commewn 6= 0, |xn + ρwn| → +∞ quandρ → +∞ et doncf(xn + ρwn) −→ +∞ quand
ρ→ +∞. Il existe doncM > 0 tel que siρ > M alorsf(xn + ρwn) ≥ f(xn). On a donc :

inf
ρ∈IR∗

+

f(xn + ρwn) = inf
ρ∈[0,M ]

f(xn + ρwn).

Comme[0,M ] est compact, il existeρn ∈ [0,M ] tel quef(xn + ρnwn) = inf
ρ∈[0,M ]

f(xn + ρwn). De plus

on a grâce à (3.3.12) queρn > 0.

2. Le point 2. découle du fait que la suite(f(xn))n∈IN est décroissante, donc la suite(xn)n∈IN est bornée (car
f(x) → +∞ quand|x| → +∞). On montre ensuite que sixnk

→ x lorsquek → +∞ alors∇f(x̄) = 0
(ceci est plus difficile, les étapes sont détaillées dans l’exercice 65).
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Reste la question du calcul deρn. Soitϕ la fonction deIR+ dansIR définie par :ϕ(ρ) = f(xn + ρwn). Comme
ρn > 0 etϕ(ρn) ≤ ϕ(ρ) pour toutρ ∈ IR+, on a nécessairementϕ′(ρn) = ∇f(xn+ρnwn)·wn = 0. Considérons
le cas d’une fonctionnelle quadratique,i.e.f(x) = 1

2Ax ·x− b ·x,A étant une matrice symétrique définie positive.
Alors∇f(xn) = Axn − b, et donc∇f(xn + ρnwn) ·wn = (Axn + ρnAwn − b) ·wn = 0. On a ainsi dans ce cas
une expression explicite deρn :

ρn =
(b−Axn) · wn

Awn · wn
,

(en effet,Awn · wn 6= 0 carA est symétrique définie positive).
Dans le cas d’une fonctionf générale, on n’a pas en général de formule explicite pourρn. On peut par exemple le
calculer en cherchant le zéro def ′ par la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. . .

L’algorithme du gradient à pas optimal est donc une méthode de minimisation dont on a prouvé la conver-
gence. Cependant, cette convergence est lente (en général linéaire), et de plus, l’algorithme nécessite le calcul
du paramètreρn optimal.

Algorithme du gradient à pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne prend pas forcément le paramètre
optimal pourρ, mais on lui permet d’être variable d’une itération à l’autre. L’algorithme s’écrit :







Initialisation : x0 ∈ IRN .
Itération : On supposexn connu ; soitwn = −∇f(xn) où : wn 6= 0

(siwn = 0 l’algorithme s’arrête).
On prendρn > 0 tel quef(xn + ρnwn) < f(xn).
On posexn+1 = xn + ρnwn.

(3.3.13)

Théorème 3.19 (Convergence du gradient à pas variable)
Soitf ∈ C1(IRN , IR) une fonction telle quef(x) → +∞ quand|x| → +∞, alors :

1. On peut définir une suite(xn)n∈IN par (3.3.13).

2. La suite(xn)n∈IN est bornée. Sixnk
→ x quandk + ∞ et si ∇f(xnk

) → 0 quandn → +∞ alors
∇f(x) = 0. Si de plusf est convexe on af(x) = inf

IRN
f

3. Si∇f(xn) → 0 quandn→ +∞ et sif est strictement convexe alorsxn → x̄ etf(x̄) = inf
IRN

f .

Démonstration : Elle est facile à partir de la démonstration du théorème précédent : reprendre en l’adaptant
l’exercice 65.

3.3.2 Algorithmes du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel pour la minimisation de fonc-
tionnelles quadratiques, c’est-à -dire de fonctionnellesde la forme

f(x) =
1

2
Ax · x− b · x,

où A ∈ MN (IR) est une matrice symétrique définie positive etb ∈ IRN . On rappelle (voir section (3.2.2) et
exercice (62)) quef(x̄) = inf

IRN
f ⇔ Ax̄ = b.

Définition 3.20 (Vecteurs conjugués)SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive,

1. Deux vecteursv etw deIRN \ {0} sont ditsA-conjugués siAv · w = w ·Av = 0.

2. Une famille(w(1), . . . , w(p)) de IRN \ {0} est diteA-conjuguée siw(i) · Aw(j) = 0 pour tout couple
(i, j) ∈ {1, . . . , p}2 tel quei 6= j.
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Proposition 3.21 SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive,(w(1), . . . , w(p)) une famille de
IRN , alors :

1. si la famille(w(1), . . . , w(p)) estA-conjuguée alors elle est libre ;

2. dans le cas oùp = N , si la famille(w(1), . . . , w(N)) estA-conjuguée alors c’est une base deIRN .

Démonstration : Le point 2. est immédiat dès qu’on a démontré le point 1. Supposons donc que(w(1), . . . , w(p))
est une familleA-conjuguée,i.e.w(i) 6= 0, ∀i etw(i) · Aw(j) = 0 si i 6= j ; soit (αi)i=1,...,p ⊂ IR, supposons
que

∑p
i=1 αiw

(i) = 0, on a donc
∑p

i=1 αiw
(i) · Aw(j) = 0 et doncαjw

(j) · Aw(j) = 0. Or w(j) · Aw(j) 6= 0
carw(j) 6= 0 et A est symétrique définie positive. On en déduit queαj = 0 pour j = 1, . . . , p. La famille
(w(1), . . . , w(p)) est donc libre.

Proposition 3.22 SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive,b ∈ IRN et f une fonction définie

deIRN dansIRN par f(x) =
1

2
Ax · x− b · x. On suppose que la suite(x(n))n est définie par :

Initialisation x(0) ∈ IRN

Itérationn x(n+1) = x(n) + ρnw
(n) où

1)w(n) 6= 0 est une direction de descente stricte enx(n)

2) ρn est optimal dans la directionw(n).
Si la famille(w(0), . . . , w(N−1)) est une familleA-conjuguée alorsx(N) = x̄ avecAx̄ = b.

DémonstrationSoitw(n) direction de descente stricte enx(n) etρn optimal dans la directionw(n) ; alorsρn > 0
et∇f(x(n+1)) · w(n) = 0, c’est-à-dire

(Ax(n+1) − b) · w(n) = 0 (3.3.14)

On va montrer que
(Ax(N) − b) · w(p) = 0, ∀p ∈ {0, . . . , N − 1}.

Comme(w(0), . . . , w(N−1)) est une base deIRN , on en déduit alors queAx(N) = b, c’est-à-direx(N) = x̄.
Remarquons d’abord grâce à (3.3.14) que(Ax(N) − b) · w(N−1) = 0. Soit maintenantp < N − 1. On a :

Ax(N) − b = A(x(N−1) + ρN−1w
(N−1)) − b = Ax(N−1) − b+ ρN−1Aw

(N−1).

On a donc en itérant,

Ax(N) − b = Ax(p+1) − b+ ρN−1Aw
(N−1) + . . .+ ρp+1Aw

(p+1), ∀p ≥ 1

. On en déduit que

(Ax(N) − b) · w(p) = (Ax(p+1) − b) · w(p) +

N−1∑

j=p+1

(ρiAwj · w(p)).

Comme les directionswi sont conjuguées, on a donc(Ax(N) − b) · w(p) = 0 pour toutp = 0 . . . , N − 1 et donc
Ax(N) = b.

Le résultat précédent suggère de rechercher une méthode de minimisation de la fonction quadratiquef selon le
principe suivant : Pourx(0) . . . x(n) connus,w(0), . . . , w(n−1) connus, on cherchew(n) tel que :

1. w(n) soit une direction de descente stricte enx(n),

2. w(n) soitA-conjugué avecw(p) pour toutp < n.

Si on arrive à trouverw(n) on prend alorsx(n+1) = x(n) + ρnw
(n) avecρn optimal dans la directionw(n). La

propriété précédente donnex(N) = x̄ avecAx̄ = b.
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Définition 3.23 (Méthode du gradient conjugué) SoitA ∈ MN(IR) une matrice symétrique définie positive,

b ∈ IRN etf(x) =
1

2
Ax · x− b · x.







Initialisation
Soitx(0) ∈ IRN , et soitr(0) = b−Ax(0) = −∇f(x(0)).

1) Sir(0) = 0, alorsAx(0) = b et doncx(0) = x̄,
auquel cas l’algorithme s’arrête.
2) Sir(0) 6= 0, alors on posew(0) = r(0), et on choisitρ0 optimal
dans la directionw(0).
On pose alorsx(1) = x(0) + ρ0w

(0).

Itération 1 ≤ n ≤ N − 1 :
On supposex(0), . . . , x(n) etw(0), . . . , w(n−1) connus et on pose

r(n) = b−Ax(n).
1) Sir(n) = 0 on aAx(n) = b doncx(n) = x̄
auquel cas l’algorithme s’arrête.
2) Sir(n) 6= 0, alors on posew(n) = r(n) + λn−1w

(n−1)

avecλn−1 tel que w(n) ·Aw(n−1) = 0,

et on choisitρn optimal dans la directionw(n) ;
On pose alorsx(n+1) = x(n) + ρnw

(n).

(3.3.15)

Théorème 3.24SoitA une symétrique définie positive,A ∈ MN (IR), b ∈ IRN et f(x) =
1

2
Ax · x − b · x alors

(3.3.15)définit une suite(x(n))n=0,...,p avecp ≤ N telle quex(N) = x̄ avecAx̄ = b.

Démonstration
Initialisation Si r(0) = 0, alorsAx(0) = b et doncx(0) = x̄ auquel casp = 0. Si r(0) 6= 0, commew(0) =
r(0) = b − Ax(0) = −∇f(x(0)), w(0) est une direction de descente stricte ; il existe doncρ0 qui minimise la
fonctionϕ définie deIR dansIR parϕ(ρ) = f(x(0) + ρw(0)). La valeur deρ0 est obtenue en demandant que

ϕ′(ρ) = 0, ce qui donne :ρ0 =
r(0) · w(0)

Aw(0) · w(0)
. L’élémentx(1) = x(0) + ρ0w

(0) est donc bien défini. Notons que

r(1) = Ax(1) − b = r(0) − ρ0Aw
(0), et doncr(1) · w(0) = 0.

Itération n
On supposex(0), . . . , x(n) etw(0), . . . , w(n) connus, et on poser(n) = b−Ax(n).
Si r(n) = 0 alorsAx(n) = b et doncx(n) = x̄ auquel cas l’algorithme s’arrête etp = n.
Si r(n) 6= 0, on posew(n) = r(n) + λn−1w

(n−1). Commew(n−1) 6= 0, on peut choisirλn−1 tel quew(n) ·
Aw(n−1) = 0, c.à.d.(r(n) + λn−1w

(n−1)) ·Aw(n−1) = 0, en prenant

λn−1 = − r(n) · Aw(n−1)

w(n−1) ·Aw(n−1)
.

Montrons maintenant quew(n) est une direction de descente stricte enx(n). On a :

w(n) · (−∇f(x(n))) = (r(n) + λn−1w
(n−1)) · (−∇f(x(n)))

= (−∇f(x(n)) + λn−1wn−1) · (−∇f(xn))

= |∇f(x(n))|2 − λn−1w
(n−1) · ∇f(x(n)).

Orw(n−1) · ∇f(x(n)) = 0 carρn−1 est le paramètre de descente optimal enx(n−1) dans la directionw(n−1), on
a donc :

−w(n) · ∇f(x(n)) = |∇f(x(n))|2 = |r(n)|2 > 0
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ceci donne quew(n) est une direction de descente stricte enx(n) On peut choisirρn > 0 optimal enx(n) dans la
directionw(n), et le calcul deρn (similaire à celui de l’étape d’initialisation) donne

ρn =
r(n) · w(n)

Aw(n) · w(n)
. (3.3.16)

On peut donc bien définirx(n+1) = x(n) + ρnw
(n). Remarquons que ce choix deρn entraîne que

r(n) · w(n−1) = 0. (3.3.17)

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.22, il reste à montrer que la famillew(0), . . . , w(n) estA-conjuguée. Ceci
est l’objet de la proposition 3.26 qui suit. Grâce à cette proposition, on obtient que sir(n) 6= 0, n = 0, . . . , N − 1,
la famille(w(0), . . . , w(N−1)) est doncA-conjuguée, etw(n) est une direction de descente stricte enx(n) pour tout
n ≤ N − 1. On en déduit par la proposition 3.22 quex(N) = x̄.

La démonstration de la proposition 3.26 que l’on vient d’utiliser se fait par récurrence, et nécessite les petits
résultats préliminaires énoncés dans le lemme suivant :

Lemme 3.25 Sous les hypothèses et notations de la définition 3.23, on a :

ρn =
r(n) · r(n)

w(n) ·Aw(n)
, (3.3.18)

r(n) = r(n−1) + ρn−1Aw
(n−1), (3.3.19)

r(n) · r(n−1) = 0, (3.3.20)

λn−1 =
r(n) · r(n)

r(n−1) · r(n−1)
, (3.3.21)

Démonstration :
1. Commeρn est le paramètre optimal dans la directionw(n), on sait (voir (3.3.16)) que

ρn =
r(n) · w(n)

Aw(n) · w(n)
.

Or par définition,w(n) = r(n) + λn−1w
(n−1), et doncw(n) · r(n) = r(n) · r(n) + λn−1w

(n−1) · r(n). Il ne reste
plus à remarquer quew(n−1) · r(n) = 0 en raison de l’optimalité deρn−1 (voir (3.3.17)). On en déduit que

ρn =
r(n) · r(n)

w(n) ·Aw(n)
.

2. Par définition,x(n) = x(n−1) + ρn−1w
(n−1), doncAx(n) = Ax(n−1) + ρn−1Aw

(n−1), ce qui entraîne
r(n) = r(n−1) + ρn−1Aw

(n−1).

3. Par définition, et grâce à (3.3.19), on a :

r(n) · r(n−1) = r(n−1) · r(n−1) + ρn−1Aw
(n−1) · r(n−1).

Orw(n−1) = r(n−1) + λn−1w
(n−2), et doncr(n−1) = w(n−1) − λn−1w

(n−2). On en déduit que

r(n) · r(n−1) = r(n−1) · r(n−1) − ρn−1Aw
(n−1) · w(n−1) − ρn−1λn−1Aw

(n−1) · w(n−2).

OrAw(n−1) · w(n−2) = 0 et par (3.3.18), on ar(n−1) · r(n−1) − ρn−1Aw
(n−1) · w(n−1) = 0.
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4. Par définition,

λn−1 = − r(n) · Aw(n−1)

w(n−1) ·Aw(n−1)
.

Or par (3.3.19), on a :

Aw(n−1) =
1

ρn−1
(r(n−1) − r(n)).

On conclut grâce à (3.3.20) et (3.3.18).

Proposition 3.26 Sous les hypothèses et notations de la définition 3.23, soitn ∈ IN tel que1 ≤ n ≤ N , sir(q) 6= 0
pour0 ≤ q ≤ n, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. r(n) · w(q) = 0, ∀q = 0, . . . , n− 1,

2. Vect(r(0), . . . , r(n)) = Vect(r(0), . . . , Anr(0)),

3. Vect(w(0), . . . , w(n)) = Vect(r(0), . . . , Anr(0)),

4. w(n) ·Aw(q) = 0, ∀q = 0, . . . , n− 1,

5. r(n) · r(q) = 0, ∀q = 0, . . . , n− 1,

oùV ect(w(0), . . . , w(n)) désigne l’espace vectoriel engendré par les vecteursw(0), . . . , w(n). En particulier, la
famille (w(0), . . . , w(N−1)) est A-conjuguée.
L’espace Vect(r(0), . . . , Anr(0)) est appelé espace de Krylov.

Démonstration :

On démontre les propriétés 1. à 5 par récurrence.
Etudions tout d’abord le casn = 1. Remarquons quer(1) · w(0) = 0 en vertu de (3.3.17) (on rappelle que cette
propriété découle du choix optimal deρ0).
On a grâce à (3.3.19) :

r(1) = r(0) − ρ0Aw
(0) = r(0) − ρ0Ar

(0),

carw(0) = r(0). On a doncV ect(r(0), r(1)) = V ect(r(0), Ar(0)).
De plus, commew(0) = r(0), etw(1) = r(1) + λ1w

(0), on a

V ect(r(0), r(1)) = V ect(w(0), w(1)).

On en déduit que 2. et 3. sont vraies pourn = 1.
Enfin, on a bienw(1) ·Aw(0) = 0 carw(0) etw(1) sont conjuguées, etr(0) · r(1) = 0 en vertu de (3.3.20).

On a ainsi montré que les propriétés 1. à 5. sont vérifiées au rangn = 1. Supposons maintenant que ces propriétés
soient vérifiées jusqu’au rangn, et démontrons qu’elles le sont encore au rangn+ 1.
1. En vertu de (3.3.19), et par les hypothèses de récurrence 1. et 4., on a :

r(n+1) · w(q) = r(n) · w(q) − ρnAw
(n) · w(q) = 0, ∀q ≤ n− 1.

De plus, (3.3.20) entraîner(n+1) · w(n) = 0
2. Montrons queV ect(r(0), r(1) . . . , r(n+1)) = V ect(r(0), Ar(0), . . . , A(n+1)r(0)). Pour ce faire, commençons
par remarquer que

r(n+1) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , A(n+1)r(0)).

En effet, en vertu de (3.3.19), on a :r(n+1) = r(n) − ρnAw
(n), et par hypothèse de récurrence, on a

r(n) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , Anr(0)), etw(n) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , Anr(0)).
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Montrons maintenant queAn+1r(0) ∈ V ect(r(0), r(1) . . . , r(n+1)).Commer(n+1) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , A(n+1)r(0)),
il existe une famille(αk)k=0,...,n+1 telle que

r(n+1) =

n+1∑

k=0

αkA
kr(0) =

n∑

k=0

αkA
kr(0) + αn+1A

n+1r(0).

Or grâce à la propriété 1. on sait quer(n+1) · w(q) = 0, ∀q ≤ n, et doncr(n+1) 6∈ V ect(w(0), w(1) . . . , w(n)). On
a doncαn+1 6= 0, et on peut donc écrire

An+1r(0) =
1

αn+1
(r(n+1) −

n∑

k=0

αkA
kr(0)) ∈ V ect(r(0), r(1) . . . , r(n+1)),

par hypothèse de récurrence.
3. Montrons maintenant que

V ect(w(0), w(1) . . . , w(n+1)) = V ect(r(0), Ar(0) . . . , An+1r(0)).

On a :w(n+1) = r(n+1) + λnw
(n). Or on vient de montrer que

r(n+1) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , An+1r(0)),

et par hypothèse de récurrence,w(n) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , Anr(0)). On a donc bienw(n+1) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , An+1r(0)).
Montrons que réciproquement,An+1r(0)) ∈ V ect(w(0), w(1) . . . , w(n+1)). On a montré en 2. que

An+1r(0) =
1

αn+1
(r(n+1) −

n∑

k=0

αkA
kr(0)).

Or r(n+1) = w(n+1) − λnw
(n) ∈ V ect(w(0), w(1) . . . , w(n+1)), et

n∑

k=0

αkA
kr(0)) ∈ V ect(r(0), r(1) . . . , r(n)) = V ect(w(0), w(1) . . . , w(n)),

par hypothèse de récurrence. On en déduit que

An+1r(0) ∈ V ect(w(0), w(1) . . . , w(n)).

4. On veut maintenant montrer quew(n+1) ·Aw(q) = 0, ∀q ≤ n. Pourq = n, cette propriété est vérifiée en raison
du choix dew(n+1) (conjuguée avecw(n)). Pourq < n, on calcule :

w(n+1) ·Aw(q) = r(n+1) ·Aw(q) + λnw
(n) · Aw(q). (3.3.22)

Or w(n) · Aw(q) = 0 pour toutq ≤ n − 1 par hypothèse de récurrence. De plus, toujours par hypothèse de
récurrence,w(q) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , Aqr(0)), et donc

Aw(q) ∈ V ect(r(0), Ar(0) . . . , Aq+1r(0)) = V ect(w(0), w(1) . . . , w(q+1)).

On a montré en 1. quer(n+1) · w(k) = 0 pour toutk ≤ n, on a doncr(n+1) · Aw(q) = 0, et en reportant dans
(3.3.22), on obtient donc quew(n+1) ·Aw(q) = 0 pour toutq ≤ n.
5. Il reste à montrer quer(n+1) · r(q) = 0 pour toutq ≤ n. Pourq = n, on l’a démontré dans le lemme 3.25. Pour
q ≤ n− 1, on a

r(n+1) · r(q) = (r(n) − λnAw
(n)) · r(q) = r(n) · r(q) − λnAw

(n) · r(q).
Or r(n) · r(q) = 0 par hypothèse de récurrence, etAw(n) · r(q) = w(n) · Ar(q) ; orAr(q) ∈ V ect(r(0), . . . , r(q) et
w(n) · r(k) = 0 pour toutk ≤ n− 1 par hypothèse de récurrence 1. On en déduit quer(n+1) · r(q) = 0.
Ceci termine la démonstration de la proposition (3.26).

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 132 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



3.3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRE3. OPTIMISATION
Remarque 3.27 (Gradient conjugué préconditionné)

1. On a vu queλn−1 =
r(n) · r(n)

r(n−1) · r(n−1)
et queρn =

r(n) · r(n)

w(n) · Aw(n)
.

On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires pour calculer x̄ (c.à.d. pour calculerx(N), sauf dans le cas
miraculeux oùx(N) = x̄ pourn < N ) et montrer (exercice) que :

Ngc = 2N3 + O(N2)

On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski est
N3

6
donc la méthode n’est pas intéressante comme

méthode directe car elle demande 12 fois plus d’opérations que Choleski.

2. On peut alors se demander si la méthode est intéressante comme méthode itérative, c.à.d. si on peut espérer que
x(n) soit “proche dex̄" pour “n ≪ N ". Malheureusement, si la dimensionN du système est grande, ceci n’est
pas le cas en raison de l’accumulation des erreurs d’arrondi. Il est même possible de devoir effectuer plus deN
itérations pour se rapprocher dēx. Cependant, dans les années 80, des chercheurs se sont rendus compte que ce
défaut pouvait être corrigé à condition d’utiliser un “préconditionnement". Donnons par exemple le principe du
préconditionnement dit de “Choleski incomplet".

On calcule une “approximation" de la matrice de Choleski deA c.à.d. qu’on chercheL triangulaire inférieure
inversible telle queA soit “proche” deLLt, en un sens à définir. Si on posey = Ltx, alors le systèmeAx = b
peut aussi s’écrireL−1A(Lt)−1y = L−1b, et le système(Lt)−1y = x est facile à résoudre carLt est triangulaire
supérieure. SoitB ∈ MN(IR) définie parB = L−1A(Lt)−1, alors

Bt = ((Lt)−1)tAt(L−1)t = L−1A(Lt)−1 = B

et doncB est symétrique. De plus,

Bx · x = L−1A(Lt)−1x · x = A(Lt)−1x · (Lt)−1x,

et doncBx·x > 0 six 6= 0. La matriceB est donc symétrique définie positive. On peut donc appliquerl’algorithme
du gradient conjugué à la recherche du minimum de la fonctionf définie par

f(y) =
1

2
By · y − L−1b · y.

On en déduit l’expression de la suite(y(n))n∈IN et donc(x(n))n∈IN .
On peut alors montrer (voir exercice 70) que l’algorithme dugradient conjugué préconditionné ainsi obtenu peut
s’écrire directement pour la suite(x(n))n∈IN , de la manière suivante :

Itération n On poser(n) = b−Ax(n),
on calcules(n) solution deLLts(n) = r(n).

On pose alorsλn−1 =
s(n) · r(n)

s(n−1) · r(n−1)
etw(n) = s(n) + λn−1w

(n−1).

Le paramètre optimalρn a pour expression :ρn =
s(n) · r(n)

Aw(n) · w(n)
, et on pose alorsx(n+1) = x(n) + ρnw

(n).

Le choix de la matriceL peut se faire par exemple dans le cas d’une matrice creuse, eneffectuant une factorisation
“ LLt" incomplète, qui consiste à ne remplir que certaines diagonales de la matriceL pendant la factorisation, et
laisser les autres à 0.

On peut généraliser le principe de l’algorithme du gradientconjugué à une fonctionf non quadratique. Pour cela,
on reprend le même algorithme que (3.3.15), mais on adapte lecalcul deλn−1 etρn.
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Itération n :
A x(0), . . . , x(n) etw(0), . . . , w(n−1) connus, on calculer(n) = −∇f(x(n)).
Si r(n) = 0 alorsAx(n) = b et doncx(n) = x̄ auquel cas l’algorithme s’arrête.
Si r(n) 6= 0, on posew(n) = r(n) + λn−1w

(n−1) oùλn−1 peut être choisi de différentes manières :

1ère méthode (Fletcher–Reeves)

λn−1 =
r(n) · r(n)

r(n−1) · r(n−1)
,

2ème méthode (Polak–Ribière)

λn−1 =
(r(n) − r(n−1)) · r(n)

r(n−1) · r(n−1)
.

On pose alorsx(n+1) = x(n) + ρnw
(n), oùρn est choisi, si possible, optimal dans la directionw(n).

La démonstration de la convergence de l’algorithme de Polak–Ribière fait l’objet de l’exercice 71 page 154.

En résumé, la méthode du gradient conjugué est très efficace dans le cas d’une fonction quadratique à condition
de l’utiliser avecpréconditionnement. Dans le cas d’une fonction non quadratique, le préconditionnement n’existe
pas et il vaut donc mieux la réserver au cas “N petit".

3.3.3 Méthodes de Newton et Quasi–Newton

Soitf ∈ C2(IRN , IR) etg = ∇f ∈ C1(IRN , IRN ). On a dans ce cas :

f(x) = inf
IRN

f ⇒ g(x) = 0.

Si de plusf est convexe alors on ag(x) = 0 ⇒ f(x) = inf
IRN

f. Dans ce cas d’équivalence, on peut employer la

méthode de Newton pour minimiserf en appliquant l’algorithme de Newton pour chercher un zéro de g = ∇f .
On aD(∇f) = Hf oùHf (x) est la matrice hessienne def enx. La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :

{
Initialisation x(0) ∈ IRN ,

Itérationn Hf (x(n))(x(n−1) − x(n)) = −∇f(x(n)).
(3.3.23)

Remarque 3.28La méthode de Newton pour minimiser une fonctionf convexe est une méthode de descente. En
effet, siHf (xn) est inversible, on ax(n+1) − x(n) = [Hf (x(n))]−1(−∇f(x(n))) soit encorex(n+1) = x(n) +
ρnw

(n) oùρn = 1 etw(n) = [Hf (x(n))]−1(−∇f(x(n))). Sif est convexe,Hf est une matrice symétrique positive
(déjà vu). Comme on supposeHf (x(n)) inversible par hypothèse, la matriceHf (x(n)) est donc symétrique définie
positive.
Doncw(n) est alors une direction de descente stricte siw(n) 6= 0 (donc∇f(x(n)) 6= 0). On en déduit que

−w(n) · ∇f(x(n)) = [Hf (x(n))]−1∇f(x(n)) · ∇f(x(n)) > 0

ce qui est une condition suffisante pour quew(n) soit une direction de descente stricte.
La méthode de Newton est donc une méthode de descente avecw(n) = −Hf(x(n))(∇f(x(n))) etρn = 1.

On peut aussi remarquer, en vertu du théorème 2.16 page 90, que sif ∈ C3(IRN , IR), si x̄ est tel que∇f(x̄) = 0
et siHf (x̄) = D(∇f)(x̄) est inversible alors il existeε > 0 tel que six0 ∈ B(x̄, ε), alors la suite(x(n))n est bien
définie par (3.3.23) etx(n) → x̄ lorsquen → +∞. De plus, d’après la proposition 2.14, il existeβ > 0 tel que
|x(n+1) − x̄| ≤ β|x(n) − x̄|2 pour toutn ∈ IN.

Remarque 3.29 (Sur l’implantation numérique) La convergence de la méthode de Newton est très rapide, mais
nécessite en revanche le calcul deHf (x), qui peut s’avérer impossible ou trop coûteux.
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On va maintenant donner des variantes de la méthode de Newtonqui évitent le calcul de la matrice hessienne.

Proposition 3.30 Soientf ∈ C1(IRN , IR), x ∈ IRN tel que∇f(x) 6= 0, et soitB ∈ MN (IR) une matrice
symétrique définie positive ; alorsw = −B∇f(x) est une direction de descente stricte enx.

Démontration On a :w·∇f(x) = −B∇f(x)·∇f(x) < 0 carB est symétrique définie positive et∇f(x) 6= 0 donc
w est une direction de descente stricte enx. En effet, soitϕ la fonction deIR dansIR définie parϕ(ρ) = f(x+ρw).
Il est clair queϕ ∈ C1(IR, IR), ϕ′(ρ) = ∇f(x + ρw) · w et ϕ′(0) = ∇f(x) · w < 0. Donc∃ρ0 > 0 tel que
ϕ′(ρ) < 0 si ρ ∈]0, ρ0[. Par le théorème des accroissements finis,ϕ(ρ) < ϕ(0) ∀ρ ∈]0, ρ0[ doncw est une
direction de descente stricte.

Méthode de Broyden La première idée pour construire une méthode de type quasi Newton est de prendre comme
direction de descente enx(n) le vecteurw(n) = −(B(n))−1(∇f(x(n))) où la matriceB(n) est censée approcher
Hf (x(n)) (sans calculer la dérivée seconde def ). On supposex(n), x(n−1) etB(n−1) connus. Voyons comment
on peut déterminerB(n). On peut demander par exemple que la condition suivante soitsatisfaite :

∇f(x(n)) −∇f(x(n−1)) = B(n)(x(n) − x(n−1)). (3.3.24)

Ceci est un système àN équations etN × N inconnues, et ne permet donc pas de déterminer entièrement la
matriceB(n) si N > 1. Voici un moyen possible pour déterminer entièrementB(n), dû à Broyden. On pose
s(n) = x(n) − x(n−1), on suppose ques(n) 6= 0, et on posey(n) = ∇f(x(n)) −∇f(xn−1). On choisit alorsB(n)

telle que :
{
B(n)s(n) = y(n)

B(n)s = B(n−1)s, ∀s ⊥ s(n) (3.3.25)

On a exactement le nombre de conditions qu’il faut avec (3.3.25) pour déterminer entièrementB(n). Ceci suggère
la méthode suivante :

Initialisation Soientx(0) ∈ IRN etB(0) une matrice symétrique définie positive. On posew(0) = (B(0))−1(−∇f(x(0))) ;
alorsw(0) est une direction de descente stricte sauf si∇f(x(0)) = 0.

On pose alorsx(1) = x(0) + ρ(0)w(0), oùρ(0) est optimal dans la directionw(0).

Itération n On supposex(n), x(n−1) etB(n−1) connus,(n ≥ 1), et on calculeB(n−1) par (3.3.25). On pose
w(n) = −(B(n))−1(∇f(x(n))). On choisitρ(n) optimal enx(n) dans la directionw(n), et on posex(n+1) =
x(n) + ρ(n)w(n).

Le problème avec cet algorithme est que si la matrice estB(n−1) symétrique définie positive, la matriceB(n) ne
l’est pas forcément, et doncw(n) n’est pas forcément une direction de descente stricte. On vadonc modifier cet
algorithme dans ce qui suit.

Méthode de BFGS La méthode DFGS (de Broyden1, Fletcher2, Goldfarb3 et Shanno4) cherche à construire
B(n) proche deB(n−1), telle queB(n) vérifie (3.3.24) et telle que siB(n−1) est symétrique définie positive alors
B(n) est symétrique définie positive. On munitMN(IR) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple

si A ∈ MN(IR) etA = (ai,j)i,j=1,...,N on prend‖A‖ =
(
∑N

i,j=1 a
2
i,j

)1/2

. MN(IR) est alors un espace de

Hilbert.

1Broyden, C. G., The Convergence of a Class of Double-rank Minimization Algorithms,Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications1970, 6, 76-90

2Fletcher, R., A New Approach to Variable Metric Algorithms,Computer Journal 1970, 13, 317-322
3Goldfarb, D., A Family of Variable Metric Updates Derived byVariational Means, Mathematics of Computation 1970, 24, 23-26
4Shanno, D. F.,Conditioning of Quasi-Newton Methods for Function Minimization , Mathematics of Computation 1970, 24, 647-656
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On supposex(n), x(n−1), B(n−1) connus, et on définit

Cn = {B ∈ MN (IR)|B symétrique, vérifiant (3.3.24)},

qui est une partie deMN (IR) convexe fermée non vide. On choisit alorsB(n) = PCn
B(n−1) oùPCn

désigne la
projection orthogonale surCn. La matriceB(n) ainsi définie existe et est unique ; elle est symétrique d’après le
choix deCn. On peut aussi montrer que siB(n−1) symétrique définie positive alorsB(n) l’est aussi.
Avec un choix convenable de la norme surMN (IR), on obtient le choix suivant deB(n) si s(n) 6= 0 et∇f(x(n)) 6=
0 (sinon l’algorithme s’arrête) :

B(n) = B(n−1) +
y(n)(y(n))t

(s(n))t · y(n)
− B(n−1)s(n)(s(n))tB(n−1)

(s(n))tB(n−1)s(n)
. (3.3.26)

L’algorithme obtenu est l’algorithme de BFGS.

Algorithme de BFGS






Initialisation On choisitx(0) ∈ IRN et
B(0) symétrique définie positive
( par exempleB(0) = Id) et on pose
w(0) = −B(0)∇f(x(0))
si ∇f(x(0)) 6= 0, on choisitρ(0) optimal
dans la directionw(0), et donc
w(0) est une direction de descente stricte.
On posex(1) = x(0) + ρ(0)w(0).

Itérationn A x(n), x(n−1) etBn−1 connus (n ≥ 1)
On suppose
s(n) = x(n) − x(n−1) y(n) = ∇f(x) −∇f(x(n−1)

si s(n) 6= 0 et∇f(x(n)) 6= 0,
on choisitB(n) vérifiant (3.3.26)
On calculew(n) = −(B(n))−1(∇f(x(n)))
(direction de descente stricte enx(n)).

On calculeρ(n) optimal dans la directionw(n)

et on posex(n+1) = x(n) + ρ(n)w(n).

(3.3.27)

On donne ici sans démonstration le théorème de convergence suivant :

Théorème 3.31 (Fletcher, 1976)Soitf ∈ C2(IRN , IR) telle quef(x) → +∞ quand|x| → +∞. On suppose de
plus quef est strictement convexe (donc il existe un uniquex̄ ∈ IRN tel quef(x̄) = infIRN f ) et on suppose que
la matrice hessienneHf (x̄) est symétrique définie positive.
Alors six(0) ∈ IRN et siB(0) est symétrique définie positive, l’algorithme BFGS définit bien une suitex(n) et on
a x(n) → x̄ quandn→ +∞
De plus, six(n) 6= x̄ pour toutn, la convergence est super linéaire i.e.

|x
(n+1) − x̄

x(n) − x̄
| → 0 quandn→ +∞.

Pour éviter la résolution d’un système linéaire dans BFGS, on peut choisir de travailler sur(B(n))−1 au lieu de
B(n).
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Initialisation Soitx(0) ∈ IRN etK(0) symétrique définie positive
telle queρ0 soit optimal dans la direction−K(0)∇f(x(0)) = w(0)

x(1) = x(0) + ρ0w
(0)

Itération n : A x(n), x(n−1),K(n−1) connus,n ≥ 1,

on poses(n) = x(n) − x(n−1), y(n) = ∇f(x(n)) −∇f(x(n−1))
etK(n) = PCn

K(n−1).

On calculew(n) = −K(n)∇f(x(n)) et on choisitρn

optimal dans la directionw(n).
On pose alorsx(n+1) = x(n) + ρnw

(n).

(3.3.28)

Remarquons que le calcul de la projection dePCn
K(n−1) peut s’effectuer avec la formule (3.3.26) où on a remplacé

B(n−1) parK(n−1). Malheureusement, on obtient expérimentalement une convergence nettement moins bonne
pour l’algorithme de quasi-Newton modifié (3.3.28) que pourl’algorithme de BFGS (3.3.26).

3.3.4 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients des méthodes qu’on a vues sur l’optimisation sans contrainte.

Méthodes de gradient :Ces méthodes nécessitent le calcul de∇f(x(n)). Leur convergence est linéaire (donc
lente).

Méthode de gradient conjugué :Si f est quadratique (c.à.d.f(x) =
1

2
Ax · x− b · x avecA symétrique définie

positive), la méthode est excellente si elle est utilisée avec un préconditionnement (pourN grand). Dans le
cas général, elle n’est efficace que siN n’est pas trop grand.

Méthode de Newton :La convergence de la méthode de Newton est excellente (convergence localement quadra-
tique) mais nécessite le calcul deHf (x(n)) (et de∇f((n))). Si on peut calculerHf (x(n)), cette méthode est
parfaite.

Méthode de quasi Newton :L’avantage de la méthode de quasi Newton est qu’on ne calculeque∇f(x(n)) et pas
Hf (x(n))). La convergence est super linéaire. Par rapport à une méthode de gradient où on calculew(n) =
−∇f(x(n)), la méthode BFGS nécessite une résolution de système linéaire :w(n) = (B(n))−1(−∇f(x(n))).

Quasi–Newton modifié :
Pour éviter la résolution de système linéaire dans BFGS, on peut choisir de travailler sur(B(n))−1 au lieu
deB(n), pour obtenir l’algorithme de quasi Newton (3.3.28). Cependant, on perd alors en vitesse de conver-
gence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calculer∇f(x(n)) ? On peut utiliser des “méthodes sans gradient",
c.à.d. qu’on choisita priori les directionsw(n). Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit par un
choix stochastique.
Un choix déterministe possible est de calculerx(n) en résolvantN problèmes de minimisation en une di-
mension d’espace. Pour chaque directioni = 1, . . . , N , on prendw(n,i) = ei, oùei est lei-ème vecteur de
la base canonique, et pouri = 1, . . . , N , on chercheθ ∈ IR tel que :

f(x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , θ, . . . , x

(n)
N ) ≤ f(x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , t, . . . , x

(n)
N ), ∀t ∈ IR.

Remarquons que sif est quadratique, on retrouve la méthode de Gauss Seidel.
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3.4 Optimisation sous contraintes

3.4.1 Définitions

SoitE = IRN , soit f ∈ C(E, IR), et soitK un sous ensemble deE. On s’intéresse à la recherche deū ∈ K tel
que :

{

ū ∈ K
f(ū) = inf

K
f (3.4.29)

Ce problème est un problème de minimisation avec contrainte(ou “sous contrainte") au sens où l’on chercheu qui
minimisef en astreignantu a être dansK. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définies par l’ensemble
K), qu’on va expliciter à l’aide desp fonctions continues,gi ∈ C(E, IR) i = 1 . . . p.

1. Contraintes égalités.On poseK = {x ∈ E, gi(x) = 0 i = 1 . . . p}. On verra plus loin que le problème de
minimisation def peut alors être résolu grâce au théorème des multiplicateurs de Lagrange (voir théorème
3.38).

2. Contraintes inégalités.On poseK = {x ∈ E, gi(x) ≤ 0 i = 1 . . . , p}. On verra plus loin que le problème
de minimisation def peut alors être résolu grâce au théorème de Kuhn–Tucker (voir théorème 3.42).
– Programmation linéaire.Avec un tel ensemble de contraintesK, si de plusf est linéaire, c’est-à-dire qu’il

existeb ∈ IRN tel quef(x) = b · x, et les fonctionsgi sont affines, c’est-à-dire qu’il existebi ∈ IRN

et ci ∈ IR tels quegi(x) = bi · x + Ci, alors on dit qu’on a affaire ùn problème de “programmation
linéaire". Ces problèmes sont souvent résolus numériquement à l’aide de l’algorithme de Dantzig, inventé
vers 1950.

– Programmation quadratique.Avec le même ensemble de contraintesK, si de plusf est quadratique,

c’est-à-dire sif est de la formef(x) =
1

2
Ax · x− b · x, et les fonctionsgi sont affines, alors on dit qu’on

a affaire ùn problème de “programmation quadratique".

3. Programmation convexe.Dans le cas oùf est convexe etK est convexe, on dit qu’on a affaire ùn problème
de “programmation convexe".

3.4.2 Existence – Unicité – Conditions d’optimalité simple

Théorème 3.32 (Existence)SoitE = IRN etf ∈ C(E, IR).

1. SiK est un sous-ensemble fermé borné deE, alors il existex̄ ∈ K tel quef(x̄) = inf
K
f .

2. SiK est un sous-ensemble fermé deE, et sif est croissante à l’infini, c’est–à–dire quef(x) → +∞ quand
|x| → +∞, alors∃x̄ ∈ K tel quef(x̄) = inf

K
f

Démonstration

1. SiK est un sous-ensemble fermé borné deE, commef est continue, elle atteint ses bornes surK, d’où
l’existence dēx.

2. Si f est croissante à l’infini, alors il existeR > 0 tel que si‖x‖ > R alorsf(x) > f(0) ; donc inf
K
f =

inf
K∩BR

f , oùBR désigne la boule de centre 0 et de rayonR. L’ensembleK∩BR est compact, car intersection

d’un fermé et d’un compact. Donc, par ce qui précède, il existe x̄ ∈ K tel quef(x̄) = inf
K∩BR

f = inf
BR

f .

Théorème 3.33 (Unicité)SoitE = IRN etf ∈ C(E, IR). On suppose quef est strictement convexe et queK est
convexe. Alors il existe au plus un élémentx̄ deK tel quef(x̄) = inf

K
f .
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Démonstration
Supposons quēx et =

x soient deux solutions du problème (3.4.29), avecx̄ 6= =
x

Alors f(1
2 x̄+ 1

2
=
x) <

1

2
f(x̄) +

1

2
f(=x) = inf

K
f . On aboutit donc à une contradiction.

Des théorèmes d’existence 3.32 et d’unicité 3.33 on déduit immédiatement le théorème d’existence et d’unicité
suivant :

Théorème 3.34 (Existence et unicité)SoientE = IRN , f ∈ C(E, IRN ) une fonction strictement convexe etK
un sous ensemble convexe fermé deE. SiK est borné ou sif est croissante à l’infini, c’est–à–dire sif(x) ⇒ +∞
quand‖x‖ → +∞, alors il existe un unique élémentx̄ deK solution du problème de minimisation(3.4.29), i.e.
tel quef(x̄) = inf

K
f

Remarque 3.35On peut remplacerE = IRN par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théorème, mais on a besoin dans ce cas de l’hypothèse de convexité def pour assurer l’existence de la solution
(voir cours de maîtrise).

Proposition 3.36 (Condition simple d’optimalité) SoientE = IRN , f ∈ C(E, IR) et x̄ ∈ K tel quef(x̄) =
inf
K
f . On suppose quef est différentiable en̄x

1. Six̄ ∈
◦
K alors∇f(x̄) = 0.

2. SiK est convexe, alors∇f(x̄) · (x − x̄) ≥ 0 pour toutx ∈ K.

Démonstration

1. Si x̄ ∈
◦
K, alors il existeε > 0 tel queB(x̄, ε) ⊂ K etf(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ B(x̄, ε). Alors on a déjà vu (voir

preuve de la Proposition 3.3 page 120) que ceci implique∇f(x̄) = 0.

2. Soitx ∈ K. Commex̄ réalise le minimum def surK, on a :f(x̄+ t(x− x̄)) = f(tx+ (1 − t)x̄) ≥ f(x̄)
pour toutt ∈]0, 1], par convexité deK. On en déduit que

f(x̄+ t(x− x̄)) − f(x̄)

t
≥ 0 pour toutt ∈]0, 1].

En passant à la limite lorsquet tend vers 0 dans cette dernière inégalité, on obtient :∇f(x̄) · (x− x̄) ≥ 0.

3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalité

Dans tout ce paragraphe, on considèrera les hypothèses et notations suivantes :

f ∈ C(IRN , IR), gi ∈ C1(IRN , IR), i = 1 . . . p ;

K = {u ∈ IRN , gi(u) = 0 ∀i = 1 . . . p} ;

g = (g1, . . . , gp)
t ∈ C1(IRN , IRp)

(3.4.30)

Remarque 3.37 (Quelques rappels de calcul différentiel)
Commeg ∈ C1(IRN , IRp), siu ∈ IRN , alorsDg(u) ∈ L(IRN , IRp), ce qui revient à dire, en confondant l’appli-
cation linéaireDg(u) avec sa matrice, queDg(u) ∈ Mp,N(IR). Par définition,Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z ∈
IRN} ⊂ IRp, et rang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) ≤ p. On rappelle de plus que

Dg(u) =









∂g1
∂x1

, · · · , ∂g1
∂xN

· · · , . . . , · · ·
∂gp

∂x1
, · · · , ∂gp

∂xN









,
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et que rang(Dg(u)) ≤ min(N, p). De plus, si rang(Dg(u)) = p, alors les vecteurs(Dgi(u))i=1...p sont linéaire-
ment indépendants dansIRN .

Théorème 3.38 (Multiplicateurs de Lagrange)Soitū ∈ K tel quef(ū) = inf
K
f . On suppose quef est différen-

tiable enū etdim(Im(Dg(ū)) = p (ou rang(Dg(ū)) = p), alors :

il existe(λ1, . . . , λp)
t ∈ IRp telsque∇f(ū) +

p
∑

i=1

λi∇gi(ū) = 0.

(Cette dernière égalité a lieu dansIRN )

Démonstration Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrique"de la démonstration dans le cas
N = 2 et p = 1. On a dans ce casf ∈ C1(IR2, IR) etK = {(x, y) ∈ IR2 g(x, y) = 0}, et on chercheu ∈ K
tel quef(u) = inf

K
f. Traçons dans le repère(x, y) la courbeg(x, y) = 0, ainsi que les courbes de niveau def .

Si on se “promène" sur la courbeg(x, y) = 0, en partant du pointP0 vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre
les courbes de niveau successives def et on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale que prendf sur
la courbeg(x, y) = 0 est atteinte lorsque cette courbe est tangente à la courbe deniveau def : sur le dessin, ceci
correspond au pointP1 où la courbeg(x, y) = 0 est tangente à la courbef(x, y) = 3. Une fois qu’on a passé ce
point de tangence, on peut remarquer quef augmente.

f(x) = 5

f(x) = 4f(x) = 3

f(x) = 2

f(x) = 1

g(x) = 0

x

y

FIG. 3.1 – Interprétation géométrique des multiplicateurs de Lagrange

On utilise alors le fait que siϕ est une fonction continûment différentiable deIR2 dansIR, le gradient deϕ est
orthogonal à toute courbe de niveau deϕ, c’est-à-dire toute courbe de la formeϕ(x, y) = c, où c ∈ IR. (En
effet, soit(x(t), y(t)), t ∈ IR un paramétrage de la courbeg(x, y) = c, en dérivant par rapport àt, on obtient :
∇g(x(t), y(t)) · (x′(t), y′(t))t = 0). En appliquant ceci àf et g, on en déduit qu’au point de tangence entre une
courbe de niveau def et la courbeg(x, y) = 0, les gradients def et g sont colinéaires. Et donc si∇g(u) 6= 0, il
existeλ 6= 0 tel que∇f(u) = λ∇g(u).
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Passons maintenant à la démonstration rigoureuse du théorème dans laquelle on utilise le théorème des fonctions
implicites5.
Par hypothèse,Dg(ū) ∈ L(IRN , IRp) et Im(Dg(ū)) = IRp. Donc il existe un sous espace vectorielF de IRN

de dimensionp, tel queDg(ū) soit bijective deF dansIRp. En effet, soit(e1 . . . ep) la base canonique deIRp,
alors pour touti ∈ {1, . . . p}, il existeyi ∈ IRN tel queDg(x̄)yi = ei. Soit F le sous espace engendré par la
famille {y1 . . . yp} ; on remarque que cette famille est libre, car si

∑p
i=1 λiyi = 0, alors

∑p
i=1 λiei = 0, et donc

λi = 0 pour touti = 1, . . . p. On a ainsi montré l’existence d’un sous espaceF de dimensionp telle queDg(x̄)
soit bijective (car surjective) deF dansIRp.
Il existe un sous espace vectorielG deIRN , tel queIRN = F

⊕
G. Pourv ∈ F etw ∈ G ; on posēg(w, v) = g(v+

w) et f̄(w, v) = f(v+w). On a doncf̄ ∈ C(G×F, IR) et ḡ ∈ C1(G×F, IR). De plus,D2ḡ(w, v) ∈ L(F, IRp),
et pour toutz ∈ F , on aD2ḡ(w, v)z = Dg(v + w)z.
Soit (v̄, w̄) ∈ F ×G tel queū = v̄ + w̄. AlorsD2ḡ(w̄, v̄)z = Dg(ū)z pour toutz ∈ F. L’applicationD2ḡ(w̄, v̄
est une bijection deF surIRp, car, par définition deF ,Dg(ū) est bijective deF surIRp.
On rappelle queK = {u ∈ IRN : g(u) = 0} et on définitK = {(w, v) ∈ G× F, ḡ(w, v) = 0}. Par définition de
f̄ et deḡ, on a

{
(w̄, v̄) ∈ K
f̄(w̄, v̄) ≤ f(w, v) ∀(w, v) ∈ K

(3.4.31)

D’autre part, le théorème des fonctions implicites (voir note de bas de page 141) entraîne l’existence deε > 0 et
ν > 0 tels que pour toutw ∈ BG(w̄, ε) il existe un uniquev ∈ BF (v̄, ν) tel queḡ(w, v) = 0. On notev = φ(w)
et on définit ainsi une applicationφ ∈ C1(BG(w̄, ε), BF (v̄, ν)).
On déduit alors de (3.4.31) que :

f̄(w̄, φ(w̄)) ≤ f̄(w, φ(w))), ∀w ∈ BG(w̄, ε),

et donc
f(ū) = f(w̄ + φ(w̄)) ≤ f(w + φ(w)), ∀w ∈ BG(w̄, ε).

En posantψ(w) = f̄(w, φ(w)), on peut donc écrire

ψ(w̄) = f̄(w̄, φ(w̄)) ≤ ψ(w), ∀w ∈ BG(w̄, ε).

On a donc, grâce à la proposition 3.36,
Dψ(w̄) = 0. (3.4.32)

Par définition deψ, def̄ et deḡ , on a :

Dψ(w̄) = D1f̄(w̄, φ((w̄)) +D2f̄(w̄, φ(w̄))Dφ(w̄).

D’après le théorème des fonctions implicites,

Dφ(w̄) = −[D2ḡ(w̄, φ((w̄))]−1D1ḡ(w̄, φ((w̄)).

On déduit donc de (3.4.32) que

D1f̄(w̄, φ((w̄))w − [D2ḡ(w̄, φ((w̄))]−1D1ḡ(w̄, φ((w̄))w = 0, pour toutw ∈ G. (3.4.33)

De plus, commeD2ḡ(w̄, φ((w̄))]−1D2ḡ(w̄, φ((w̄)) = Id, on a :

D2f̄(w̄, φ((w̄))z −D2f̄(w̄, φ((w̄))D2ḡ(w̄, φ((w̄))]−1D2ḡ(w̄, φ((w̄))z = 0, ∀z ∈ F. (3.4.34)

5Théorème des fonctions implicitesSoientp et q des entiers naturels, soith ∈ C1(IRq × IRp, IRp), et soient(x̄, ȳ) ∈ IRq × IRp et
c ∈ IRp tels queh(x̄, ȳ) = c. On suppose que la matrice de la différentielleD2h(x̄, ȳ)(∈ Mp(IR)) est inversible. Alors il existeε > 0 et
ν > 0 tels que pour toutx ∈ B(x̄, ε), il existe un uniquey ∈ B(ȳ, ν) tel queh(x, y) = c. on peut ainsi définir une applicationφ deB(x̄, ε)
dansB(ȳ, ν) parφ(x) = y. On aφ(x̄) = ȳ, φ ∈ C1(IRp, IRp) etDφ(x) = −[D2h(x, φ(x))]−1 · D1h(x,φ(x)).
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Soit x ∈ IRN , et (z, w) ∈ F × G tel quex = z + w. En additionant (3.4.33) et (3.4.34), et en notantΛ =
−D2f̄(w̄, φ((w̄))D2ḡ(w̄, φ((w̄))]−1, on obtient :

Df(ū)x + ΛDg(ū)x = 0,

ce qui donne, en transposant :Df(ū) +
∑p

i=1 λi∇gi(ū) = 0, avecΛ = (λ1, . . . , λp).

Remarque 3.39 (Utilisation pratique du théorème de Lagrange) Soit f ∈ C1(IRN , IR), g = (g1, . . . , gp)
t

avecgi ∈ C(IRN , IR) pour i = 1, . . . , p., et soitK = {u ∈ IRN , gi(u) = 0, i = 1, . . . , p}.
Le problème qu’on cherche à résoudre est le problème de minimisation(3.4.29)qu’on rappelle ici :

{

ū ∈ K
f(ū) = inf

K
f

D’après le théorème des multiplicateurs de Lagrange, siū est solution de(3.4.29)et Im(Dg(ū)) = IRp, alors il
existe(λ1, . . . , λp) ∈ IRp tel queū est solution du problème







∂f

∂xj
(ū) +

p
∑

i=1

λi
∂gi

∂xj
= 0, j = 1, . . .N,

gi(ū) = 0, i = 1, . . . , p.

(3.4.35)

Le système(3.4.35)est un système non linéaire de de(N+p) équations et à(N+p) inconnues(x̄, . . . , x̄N , λi . . . λp).
Ce système sera résolu par une méthode de résolution de système non linéaire (Newton par exemple).

Remarque 3.40On vient de montrer que sīx solution de(3.4.29)et Im(Dg(x̄)) = IRp, alors x̄ solution de
(3.4.35). Par contre, sīx est solution de(3.4.35), ceci n’entraîne pas quēx est solution de(3.4.29).

Des exemples d’application du théorème des multiplicateurs de Lagrange sont donnés dans les exercices 76 page
157 et 77 page 157.

3.4.4 Contraintes inégalités

Soit f ∈ C(IRN , IR) et gi ∈ C1(IRN , IR) i = 1, . . . , p, on considère maintenant un ensembleK de la forme :
K = {x ∈ IRN , gi(x) ≤ 0 ∀i = 1 . . . p}, et on cherche à résoudre le problème de minimisation (3.4.29) qui
sécrit : {

x̄ ∈ K
f(x̄) ≤ f(x), ∀x ∈ K.

Remarque 3.41Soit x̄ une solution de(3.4.29)et supposons quegi(x̄) < 0, pour touti ∈ {1, . . . , p}. Il existe
alorsε > 0 tel que six ∈ B(x̄, ε) alorsgi(x) < 0 pour touti = 1, . . . , p.
On a doncf(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ B(x̄, ε). On est alors ramené à un problème de minimisation sans contrainte, et si
i f est différentiable en̄x, on a donc∇f(x̄) = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théorème de Kuhn-Tücker qui donne une caractérisation de la solution
du problème (3.4.29).

Théorème 3.42 (Kuhn–Tucker) Soitf ∈ C(IRN , IR), soit gi ∈ C1(IRN , IR), pour i = 1, . . . , p, et soitK =
{x ∈ IRN , gi(x) ≤ 0 ∀i = 1 . . . p}. On suppose qu’il existēx solution de(3.4.29), et on poseI(x̄) = {i ∈
{1, . . . , p}; |gi(x̄) = 0}. On suppose quef est différentiable en̄x et que la famille (deIRN ) {∇gi(x̄), i ∈ I(x̄)}
est libre. . Alors il existe une famille(λi)i∈I(x̄) ⊂ IR+ telle que

∇f(x̄) +
∑

i∈I(x̄)

λi∇gi(x̄) = 0.
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Remarque 3.43 1. Le théorème de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensemblesde contrainte de type inégal-

ité. Si on a une contraite de type égalité, on peut évidemmentse ramener à deux contraintes de type inégalité
en remarquant que{h(x) = 0} = {h(x) ≤)} ∩ {−h(x) ≤ 0}. Cependant, si on poseg1 = h et g2 = −h,
on remarque que la famille{∇g1(x̄),∇g2(x̄)} = {∇h(x̄),−∇h(x̄)} n’est pas libre. On ne peut donc pas
appliquer le théorème de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais on peut il
existe des versions du théorème de Kuhn-Tucker permettant de traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérêt à écrire la conclusion du théorème de Kuhn-Tucker (i.e. l’existence de la
famille (λi)i∈I(x̄)) sous la forme du système deN + p équations et2p inéquations à résoudre suivant :







∇f(x̄) +

p
∑

i=1

λi∇gi(x̄) = 0,

λigi(x̄) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
gi(x̄) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , p,
λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , p.

i = 1 . . . p
λi≥0

gi(x̄) ≤ 0 i = 1 . . . p

3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Méthodes de gradient avec projection

On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexefermé :

Proposition 3.44 (Projection sur un convexe fermé) SoitE un espace de Hilbert, muni d’une norme‖.‖ induite
par un produit scalaire(., .), et soitK un convexe fermé non vide deE. Alors, toutx ∈ E, il existe un unique
x0 ∈ K tel que‖x − x0‖ ≤ ‖x − y‖ pour touty ∈ K. On notex0 = pK(x) la projection orthogonale dex sur
K. On a également :

x0 = pK(x) si et seulement si(x− x0, x0 − y) ≥ 0, ∀y ∈ K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons développer maintenant, nous
considèreronsE = IRN , f ∈ C1(IRN , IR) une fonction convexe, etK fermé convexe non vide. On cherche à
calculer une solution approchée dex̄, solution du problème (3.4.29).

Algorithme du gradient à pas fixe avec projection surK (GPFK) Soitρ > 0 donné, on considère l’algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)

Initialisation : x0 ∈ K
Itération :

xn connu xn+1 = pK(xn − ρ∇f(xn))
oùpK est la projection surK définie par la proposition 3.44.

Lemme 3.45 Soit(xn)n construite par l’algorithme (GPFK). On suppose quexn → x quandn+∞. Alorsx est
solution de(3.4.29).

Démonstration :
SoitpK : IRN → K ⊂ IRN la projection surK définie par la proposition 3.44. AlorspK est continue. Donc si
xn → x quandn→ +∞ alorsx = pK(x− ρ∇f(x)) etx ∈ K (carxn ∈ K etK est fermé).
La caractérisation depK(x− ρ∇f(x)) donnée dans la proposition 3.44 donne alors :
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(x− ρ∇f(x) − x/x − y) ≥ 0 pour touty ∈ K, et commeρ > 0, ceci entraîne(∇f(x)/x − y) pour touty ∈ K.
Or f est convexe doncf(y) ≥ f(x) + ∇f(x)(y − x) pour touty ∈ K, et doncf(y) ≥ f(x) pour touty ∈ K, ce
qui termine la démonstration.

Théorème 3.46 (Convergence de l’algorithme GPFK)
Soitf ∈ C1(IRN , IR), etK convexe fermé non vide. On suppose que :

1. il existeα > 0 tel que(∇f(x) −∇f(y)|x− y) ≥ α|x− y|2, pour tout(x, y) ∈ IRN × IRN ,

2. il existeM > 0 tel que|∇f(x) −∇f(y)| ≤M |x− y| pour tout(x, y) ∈ IRN × IRN ,

alors :

1. il existe un unique élémentx̄ ∈ K solution de(3.4.29),

2. si0 < ρ <
2α

M2
, la suite(xn) définie par l’algorithme(GPFK) converge vers̄x lorsquen→ +∞.

Démonstration :

1. La condition 1. donne quef est strictement convexe et quef(x) → +∞ quand|x| → +∞. CommeK est
convexe fermé non vide, il existe donc un uniquex̄ solution de (3.4.29).

2. On pose, pourx ∈ IRN , h(x) = pK(x − ρ∇f(x)). On a doncxn+1 = h(xn). Pour montrer que la suite
(xn)n∈IN converge, il suffit donc de montrer queh est strictement contractante dès que

0 < ρ <
2α

M2
. (3.5.36)

Grâce au lemme 3.47 démontré plus loin, on sait quepK est contractante. Orh est définie par :

h(x) = pK(h̄(x)) où h̄(x) = x− ρ∇f(x).

On a déjà vu quēh est strictement contractante si la condition (3.5.36) est vérifiée (voir théorème 3.17 page 125 et
exercice 63 page 149), et plus précisément :

|h̄(x) − h̄(y)| ≤ (1 − 2αρ+M2ρ2)|x− y|2.

On en déduit que :

|h(x) − h(y)|2 ≤ |pK(h̄(x)) − pK(h̄(y))|2 ≤ |h̄(x) − h̄(y))|2 ≤ (1 − 2αρ+ ρ2M2)|x− y|2.

L’applicationh est donc strictement contractante dès que0 < 2α
M2 . La suite(xn)n∈IN converge donc bien vers

x = x̄

Lemme 3.47 (Propriété de contraction de la projection orthogonale) SoitE un espace de Hilbert,‖·‖ la norme
et (·, ·) le produit scalaire,K un convexe fermé non vide deE et pK la projection orthogonale surK définie par
la proposition 3.44, alors‖pK(x) − pK(y)‖ ≤ ‖x− y‖ pour tout(x, y) ∈ E2.

DémonstrationCommeE est un espace de Hilbert,

‖pK(x) − pK(y)‖2 = (pK(x) − pK(y)|pK(x) − pK(y)).

On a donc

‖pK(x) − pK(y)‖2 = (pK(x) − x+ x− y + y − pK(y)|pK(x) − pK(y))
= (pK(x) − x|pK(x) − pK(y))E + (x − y|pK(x) − pK(y))+

(y − pK(y)|pK(x) − pK(y)).
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Or (pK(x) − x|pK(x) − pK(y)) ≥ 0 et (y − pK(y)|pK(x) − pK(y)), d’où :

‖pK(x) − pK(y)‖ ≤ (x− y|pK(x) − pK(y)),

et donc, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

‖pK(x) − pK(y)‖≤‖x− y‖ ‖pK(x) − pK(y)‖ ≤ ‖x− y‖.

Algorithme du gradient à pas optimal avec projection surK (GPOK)
L’algorithme du gradient à pas optimal avec projection surK s’écrit :
Initialisation x0 ∈ K
Itération xn connu

wn = −∇f(xn); calculer ρn optimal dans la directionwn

xn+1 = pK(xn + ρnwn)
La démonstration de convergence de cet algorithme se déduitde celle de l’algorithme à pas fixe.

Remarque 3.48On pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi–Newton avec projection surK.

Les algorithmes de projection sont simples à décrire, mais ils soulèvent deux questions :

1. Comment calcule-t-onpK ?

2. Que faire siK n’est pas convexe?

On peut donner une réponse à la première question dans les cassimples :
1er cas On suppose ici queK = C+ = {x ∈ IRN , x = (x1, . . . , xn)t xi ≥ 0 ∀i}.

Si y ∈ IRN y = (y+1 . . . yN )t, on peut montrer (exercice 3.6 page 159) que

(pK(y))i = y+
i = max(yi, 0), ∀i ∈ {1, . . . , N}

2ème cas Soit(αi)i=1,...,N ⊂ IRN et (βi)i=1,...,N ⊂ IRN tels queαi ≤ βi pour touti = 1, . . . , N . Si

K =
∏

i=1,N

[αi, βi],

alors
(pK(y))i = max(αi,min(yi, βi)), ∀i = 1, . . . , N

Dans le cas d’un convexeK plus “compliqué”, ou dans le cas oùK n’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes
de dualité introduites dans le paragraphe suivant.

3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypothèses suivantes sont vérifiées :







f ∈ C1(IRN , IR),

gi ∈ C1(IRN , IR),

K = {x ∈ IRN , gi(x) ≤ 0 i = 1, . . . , p}, etK est non vide.
(3.5.37)

On définit un problème “primal" comme étant le problème de minimisation d’origine, c’est–à–dire
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{
x̄ ∈ K,
f(x̄) ≤ f(x), pour toutx ∈ K,

(3.5.38)

On définit le “lagrangien" comme étant la fonctionL définie deIRN × IRp dansIR par :

L(x, λ) = f(x) + λ · g(x) = f(x) +

p
∑

i=1

λigi(x), (3.5.39)

avecg(x) = (g1(x), . . . , gp(x))
t etλ = (λ1(x), . . . , λp(x))

t.
On noteC+ l’ensemble défini par

C+ = {λ ∈ IRp, λ = (λ1, . . . , λp)
t, λi ≥ 0 pour touti = 1, . . . , p}.

Remarque 3.49Le théorème de Kuhn-Tucker entraîne que six̄ est solution du problème primal(3.5.38)alors il
existeλ ∈ C+ tel queD1L(x̄, λ) = 0 (c’est–à–direDf(x̄) + λ ·Dg(x̄) = 0) etλ · g(x̄) = 0.

On définit alors l’applicationM deIRp dansIR par :

M(λ) = inf
x∈IRN

L(x, λ), pour toutλ ∈ IRp. (3.5.40)

On peut donc remarquer queM(λ) réalise le minimum (enx) du problème sans contrainte, qui s’écrit, pour
λ ∈ IRp fixé :

{
x ∈ IRN

L(x, λ) ≤ L(y, λ) pour toutx ∈ IRN ,
(3.5.41)

Lemme 3.50 L’applicationM de IRp dansIR définie par(3.5.40)est concave (ou encore l’application -M est
convexe), c’est–à–dire que pour tousλ, µ ∈ IRp et pour toutt ∈]0, 1[ on aM(tλ + (1 − t)µ) ≥ tM(λ) + (1 −
t)M(u)

Démonstration :
Soitλ, µ ∈ IRp et t ∈]0, 1[ ; on veut montrer queM(tλ+ (1 − t)µ) ≥ tM(λ) + (1 − t)M(µ).
Soitx ∈ IRN , alors :

L(x, tλ+ (1 − t)µ) = f(x) + (tλ+ (1 − t)µ)g(x)
= tf(x) + (1 − t)f(x) + (tλ+ (1 − t)µ)g(x).

On a doncL(x, tλ + (1 − t)µ) = tL(x, λ) + (1 − t)L(x, µ). Par définition deM , on en déduit que pour tout
x ∈ IRN ,

L(x, tλ+ (1 − t)µ) ≥ tM(λ) + (1 − t)M(µ)

Or, toujours par définition deM ,

M(tλ+ (1 − t)µ) = inf
x∈IRN

L(x, tλ+ (1 − t)µ) ≥ tM(λ) + (1 − t)M(µ).

On considère maintenant le problème d’optimisation dit “dual" suivant :
{
µ ∈ C+,
M(µ) ≥M(λ) ∀λ ∈ C+.

(3.5.42)
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Définition 3.51 SoitL : IRN × IRp → IR et (x, µ) ∈ IRN × C+. On dit que(x, µ) est un point selledeL sur

IRN × C+ si
L(x, λ) ≤ L(x, µ) ≤ L(y, µ) pour touty ∈ IR et pour toutλ ∈ C+.

Proposition 3.52 Sous les hypothèses(3.5.37), soitL définie parL(x, λ) = f(x) + λg(x) et (x, µ) ∈ IRN ×C+

un point selle deL sur IRN × C+.
alors

1. x̄ est solution du problème(3.5.38),

2. µ est solution de(3.5.42),

3. x̄ est solution du problème(3.5.41)avecλ = µ.

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothèses convenables surf et g), si µ est solution de (3.5.42),
et six̄ solution de (3.5.41) avecλ = µ, alors(x̄, µ) est un point selle deL, et doncx̄ est solution de (3.5.38).

De ces résultats découle l’idée de base des méthodes de dualité : on chercheµ solution de (3.5.42). On obtient
ensuite une solution̄x du problème (3.5.38), en cherchantx̄ comme solution du problème (3.5.41) avecλ = µ (qui
est un problème de minimisation sans contraintes). La recherche de la solutionµ du problème dual (3.5.42) peut
se faire par exemple par l’algorithme très classique d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Algorithme d’Uzawa L’algorithme d’Uzawa consiste à utiliser l’algorithme du gradient à pas fixe avec projec-
tion (qu’on a appelé “GPFK”, voir page 143) pour résoudre de manière itérative le problème dual (3.5.42). On
cherche doncµ ∈ C+ tel queM(µ) ≥M(λ) pour toutλ ∈ C+. On se donneρ > 0, et on notepC+ la projection
sur le convexeC+ (voir proposition 3.44 page 143). L’algorithme (GPFK) pourla recherche deµ s’écrit donc :
Initialisation : µ0 ∈ C+

Itération : µn+1 = pC+(µn + ρ∇M(µn))
Pour définir complètement l’algorithme d’Uzawa, il reste à préciser les points suivants :

1. Calcul de∇M(µn),

2. calcul depC+(λ) pourλ dansIRN .

On peut également s’intéresser aux propriétés de convergence de l’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 3.6 page 159) :pour λ ∈ IRN , on calculepC+(λ) = γ avec
γ = (γ1, . . . , γp)

t en posantγi = max(0, λi) pouri = 1, . . . , p, oùλ = (λ1, . . . , λp)
t.

La réponse au point 1. est une conséquence de la proposition suivante (qu’on admettra ici) :

Proposition 3.53 Sous les hypothèses(3.5.37), on suppose que pour toutλ ∈ IRN , le problème(3.5.41)admet une
solution unique, notéexλ et on suppose que l’application définie deIRp dansIRN par λ 7→ xλ est différentiable.
AlorsM(λ) = L(xλ, λ),M est différentiable enλ pour toutλ, et∇M(λ) = g(xλ).

En conséquence, pour calculer∇M(λ), on est ramené à chercherxλ solution du problème de minimisation sans
contrainte (3.5.41). On peut dont maintenant donner le détail de l’itération générale de l’algorithme d’Uzawa :

Itération de l’algorithme d’Uzawa. Soitµn ∈ C+ connu ;

1. On cherchexn ∈ IRN solution de

{
xn ∈ IRN ,

L(xn, µn) ≤ L(x, µn), ∀x ∈ IRN (On a doncxn = xµn
)

2. On calcule∇M(µn) = g(xn)
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3. µn+1 = µn + ρ∇M(µn) = µn + ρg(xn) = ((µn+1)1, . . . , (µn+1)p)

t

4. µn+1 = pC+(µn+1), c’est–à-direµn+1 = ((µn+1)1, . . . , (µn+1)p)
t avec(µn+1)i = max(0, (µn+1)i) pour

tout i = 1, . . . , p.

On a alors le résultat suivant de convergence de l’algorithme :

Proposition 3.54 (Convergence de l’algorithme d’Uzawa)Sous les hypothèses(3.5.37), on suppose de plus que :

1. il existeα > 0 tel que(∇f(x) −∇f(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2 pour tout(x, y) ∈ (IRN)2,

2. il existeMf > 0 |∇f(x) −∇f(y)| ≤Mf |x− y| pour tout(x, y) ∈ (IRN )2,

3. pour toutλ ∈ C+, il existe un uniquexλ ∈ IRN tel queL(xλ, λ) ≤ L(x, λ) pour toutx ∈ IRN .

Alors si0 < ρ <
2α

Mf
2 , la suite((xn, µn))n ∈ IRN × C+ donnée par l’algorithme d’Uzawa vérifie :

1. xn → x̄ quandn→ +∞, où x̄ est la solution du problème(3.5.38),

2. (µn)n∈IN est bornée.

Remarque 3.55 (Sur l’algorithme d’Uzawa)

1. L’algorithme est très efficace si les contraintes sont affines : (i.e. sigi(x) = αi ·x+βi pour touti = 1, . . . , p,
avecαi ∈ IRN etβi ∈ IR).

2. Pour avoir l’hypothèse 3 du théorème, il suffit que les fonctions gi soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solutionxλ du problème(3.5.41)et existence et unicité de la solutionx̄ du problème
(3.5.38).)
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3.6 Exercices

Exercice 60 (Convexité et continuité) Suggestions en page 161.

1. Soitf : IR → IR. On suppose quef est convexe.

(a) Montrer quef est continue.

(b) Montrer quef est localement lipschitzienne.

2. SoitN ≥ 1 etf : IRN → IR. On suppose quef est convexe.

(a) Montrerf est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-à-dire : pour toutR > 0, il existemR t.q.
f(x) ≤ mR si la norme dex est inférieure ou égale àR).

(b) Montrer quef est continue.

(c) Montrer quef est localement lipschitzienne.

(d) On remplace maintenantIRN parE, e.v.n. de dimension finie. Montrer quef est continue et quef est
localement lipschitzienne.

3. SoientE un e.v.n. de dimension infinie etf : E → IR. On suppose quef est convexe.

(a) On suppose, dans cette question, quef est bornée supérieurement sur les bornés. Montrer quef est
continue.

(b) Donner un exemple d’e.v.n. (notéE) et de fonction convexef : E → IR t.q.f soit non continue.

Exercice 61 (Maximisation)
Suggestions en page 161

SoitE un espace vectoriel normé etf : E → IR.

1. Donner une condition suffisante d’existence dex̄ ∈ E tel quex = supx∈E f(x).

2. Donner une condition suffisante d’unicité dex̄ ∈ E tel quex = supx∈E f(x).

3. Donner une condition suffisante d’existence et unicité dex̄ ∈ E tel quex = supx∈E f(x).

Exercice 62 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 3.7. Corrigé détaillé en page
164

SoientA ∈ MN(IR), b ∈ IRN , etf la fonction deIRN dansIR définie parf(x) = 1
2Ax · x− b · x.

1. Montrer quef ∈ C∞(IRN , IR) et calculer le gradient et la matrice hessienne def en tout point.

2. Montrer que siA est symétrique définie positive alors il existe un uniquex̄ ∈ IRN qui minimisef , et que cēx
est l’unique solution du système linéaireAx = b.

Exercice 63 (Convergence de l’algorithme du gradient à pas fixe)
Suggestions en page 162, corrigé détaillé en page 164

Soitf ∈ C1(IRN , IR) (N ≥ 1). On suppose quef vérifie :

∃α > 0 t.q. (∇f(x) −∇f(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2, ∀x, y ∈ IRN , (3.6.43)

∃M > 0 t.q. |∇f(x) −∇f(y)| ≤M |x− y|, ∀x, y ∈ IRN . (3.6.44)

1. Montrer que

f(y) − f(x) ≥ ∇f(x) · (y − x) +
α

2
|y − x|2, ∀x, y ∈ IRN .
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2. Montrer quef est strictement convexe et quef(x) → ∞ quand|x| → ∞. En déduire qu’il existe un et un

seulx ∈ IRN t.q.f(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN .

3. Soientρ ∈]0, (2α/M2)[ et x0 ∈ IRN . Montrer que la suite(xn)n∈IN définie parxn+1 = xn − ρ∇f(xn)
(pourn ∈ IN) converge versx.

Exercice 64 (Mise en oeuvre de GPF et GPO).

On considère la fonctionf : IR2 → IR définie parf(x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 − 3x1 − 2x2 + 4.

1. Montrer qu’il existe un uniquēx ∈ IR2 tel quex̄ = minx∈IR2 f(x) admet un unique minimum, et le calculer.

2. Calculer les deux premiers itérés donnés par l’algorithme du gradient à pas fixe (GPF) et du gradient à pas
optimal (GPO), en partant de(x(0)

1 , x
(0)
2 ) = (0, 0) .

Exercice 65 (Convergence de l’algorithme du gradient à pas optimal) Suggestions en page 162. Corrigé dé-
taillé en page 165

Soit f ∈ C2(IRN , IR) t.q. f(x) → ∞ quand|x| → ∞. Soit x0 ∈ IRN . On va démontrer dans cet exercice la
convergence de l’algorithme du gradient à pas optimal.

1. Montrer qu’il existeR > 0 t.q.f(x) > f(x0) pour toutx /∈ BR, avecBR = {x ∈ IRN , |x| ≤ R}.

2. Montrer qu’il existeM > 0 t.q. |H(x)y · y| ≤ M |y|2 pour touty ∈ IRN et toutx ∈ BR+1 (H(x) est la
matrice hessienne def au pointx, R est donné à la question 1).

3. (Construction de “la" suite(xn)n∈IN de l’algorithme du gradient à pas optimal.) On supposexn connu (n ∈
N ). On posewn = −∇f(xn). Siwn = 0, on posexn+1 = xn. Siwn 6= 0, montrer qu’il existeρ > 0 t.q.
f(xn+ρwn) ≤ f(xn+ρwn) pour toutρ ≥ 0. On choisitalors unρn > 0 t.q.f(xn+ρnwn) ≤ f(xn+ρwn)
pour toutρ ≥ 0 et on posexn+1 = xn + ρnwn.
On considère, dans les questions suivantes, la suite(xn)n∈IN ainsi construite.

4. Montrer que (avecR etM donnés aux questions précédentes)

(a) la suite(f(xn))n∈IN est une suite convergente,

(b) xn ∈ BR pour toutn ∈ IN,

(c) f(xn + ρwn) ≤ f(xn) − ρ|wn|2 + (ρ2/2)M |wn|2 pour toutρ ∈ [0, 1/|wn|].
(d) f(xn+1) ≤ f(xn) − |wn|2/(2M), si |wn| ≤M .

(e) −f(xn+1) + f(xn) ≥ |wn|2/(2M), avecM = sup(M, M̃),
M̃ = sup{|∇f(x)|, x ∈ BR}.

5. Montrer que∇f(xn) → 0 (quandn → ∞) et qu’il existe une sous suite(nk)k∈IN t.q. xnk
→ x quand

k → ∞ et∇f(x) = 0.

6. On suppose qu’il existe un uniquex ∈ IRN t.q.∇f(x) = 0. Montrer quef(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN

et quexn → x quandn→ ∞.

Exercice 66 (Algorithme du gradient à pas optimal)

Soit A ∈ MN (IR) et J la fonction définie deIRN dansIR par J(x) = e‖Ax‖2

, où ‖ · ‖ désigne la norme
euclidienne surIRN .

1. Montrer queJ admet un minimum (on pourra le calculer. . . ).

2. On suppose que la matriceA est inversible, montrer que ce minimum est unique.

3. Ecrire l’algorithme du gradient à pas optimal pour la recherche de ce minimum. [On demande de calculer le
paramètre optimalρn en fonction deA et dexn.] A quelle condition suffisante cet algorithme converge-t-il?
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Exercice 67 (Fonction non croissante à l’infini) Suggestions en page 162.

SoientN ≥ 1, f ∈ C2(IRN , IR) et a ∈ IR. On suppose queA = {x ∈ IRN ; f(x) ≤ f(a)} est un ensemble
borné deIRN et qu’il existeM ∈ IR t.q. |H(x)y · y| ≤ M |y|2 pour toutx, y ∈ IRN (oùH(x) désigne la matrice
hessienne def au pointx).

1. Montrer qu’il existex ∈ A t.q.f(x) = min{f(x), x ∈ IRN} (noter qu’il n’y a pas nécessairement unicité
dex).

2. Soitx ∈ A t.q.∇f(x) 6= 0. On poseT (x) = sup{ρ ≥ 0; [x, x− ρ∇f(x)] ⊂ A}. Montrer que0 < T (x) <
+∞ et que[x, x − T (x)∇f(x)] ⊂ A} (où [x, x − T (x)∇f(x)] désigne l’ensemble{tx + (1 − t)(x −
T (x)∇f(x)), t ∈ [0, 1]}.

3. Pour calculer une valeur appochée dex (t.q. f(x) = min{f(x), x ∈ IRN}), on propose l’algorithme suiv-
ant :

Initialisation : x0 ∈ A,
Itérations : Soit k ≥ 0. Si ∇f(xk) = 0, on posexk+1 = xk. Si∇f(xk) 6= 0, On choisitρk ∈ [0, T (xk)]
t.q.f(xk −ρk∇f(xk)) = min{f(xk −ρ∇f(xk)), 0 ≤ ρ ≤ T (xk)} (La fonctionT est définie à la question
2) et on posexk+1 = xk − ρk∇f(xk).

(a) Montrer que, pour toutx0 ∈ A, l’algorithme précédent définit une suite(xk)k∈IN ⊂ A (c’est–à–dire
que, pourxk ∈ A, il existe bien au moins un élément de[0, T (xk)], notéρk, t.q.f(xk − ρk∇f(xk) =
min{f(xk − ρ∇f(xk)), 0 ≤ ρ ≤ T (xk)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairement l’algorithme du gradient à pas optimal. [on pourra
chercher un exemple avecN = 1.]

(c) Montrer quef(xk) − f(xk+1) ≥ |∇f(xk)|2
2M , pour toutk ∈ IN.

4. On montre maintenant la convergence de la suite(xk)k∈IN construite à la question précédente.

(a) Montrer qu’il existe une sous suite(xkn
)n∈IN etx ∈ A t.q.xkn

→ x, quandn→ ∞, et∇f(x) = 0.

(b) On suppose, dans cette question, qu’il existe un et un seul élémentz ∈ A t.q.∇f(z) = 0. Montrer que
xk → z, quandk → ∞, et quef(z) = min{f(x), x ∈ A}.

Exercice 68 (Méthode de relaxation)Corrigé détaillé en page 168

Soitf une fonction continûment différentiable deE = IRN dansIR vérifiant l’hypothèse (3.6.43) :
1. Justifier l’existence et l’unicité dex ∈ IRN tel quef(x) = infx∈IRN f(x).

On propose l’algorithme de recherche de minimum def suivant :
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Initialisation : x(0) ∈ E,

Itérationn : x(n) connu,(n ≥ 0)

Calculerx(n+1)
1 tel que, pour toutξ ∈ IR,

f(x
(n+1)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ) ≤ f(ξ, x

(n)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ),

Calculerx(n+1)
2 tel que, pour toutξ ∈ IR,

f(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ) ≤ f(x

(n+1)
1 , ξ, x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ),

. . .

Calculerx(n+1)
k tel que, pour toutξ ∈ IR,

f(x
(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k−1 , x

(n+1)
k , x

(n)
(k+1), . . . , x

(n)
N )

≤ f(x
(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k−1 , ξ, x

(n)
(k+1), . . . , x

(n)
N ),

. . .

Calculerx(n+1)
N tel que, pour toutξ ∈ IR,

f(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 , . . . , x

(n+1)
N−1 , x

(n+1)
N ) ≤ f(x

(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
N−1 , ξ).

(3.6.45)

2. Pourn ∈ IN et1 ≤ k ≤ N , soitϕ(n+1)
k la fonction deIR dansIR définie par :

ϕ
(n+1)
k (s) = f(x

(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k−1 , s, x

(n)
(k+1), . . . , x

(n)
N ).

Montrer qu’il existe un unique éléments ∈ IR tel que

ϕ
(n+1)
k (s) = inf

s∈IR
ϕ

(n+1)
k (s).

En déduire que la suite(x(n))n∈IN construite par l’algorithme (3.6.45) est bien définie.

Dans toute la suite, on note‖·‖ la norme euclidienne surIRN et(·|·) le produit scalaire associé. Pouri = 1, . . . , N ,
on désigne par∂if la dérivée partielle def par rapport à lai-ème variable.

3. Soit(x(n))n∈IN la suite définie par l’algorithme (3.6.45). Pourn ≥ 0, on définitx(n+1,0) = x(n) = (x
(n)
1 , . . . , x

(n)
N )t,

et pour1 ≤ k ≤ N , x(n+1,k) = (x
(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k , x

(n)
k+1, . . . , x

(n)
N )t (de sorte quex(n+1,N) = x(n+1)).

(a) Soitn ∈ IN. Pour1 ≤ k ≤ N , montrer que∂kf(x(n+1,k)) = 0, pourk = 1, . . . , N . En déduire que

f(x(n+1,k−1)) − f(x(n+1,k)) ≥ α

2
‖x(n+1,k−1) − x(n+1,k)‖2.

(b) Montrer que la suite(x(n))n∈IN vérifie

f(x(n)) − f(x(n+1)) ≥ α

2
‖x(n) − x(n+1)‖2.

En déduire quelimn→+∞ ‖x(n)−x(n+1)‖ = 0 et que, pour1 ≤ k ≤ N , limn→+∞ ‖x(n+1,k)−x(n+1)‖ = 0.

4. Montrer que

‖x(n+1) − x‖ ≤ 1

α

(
N∑

k=1

|∂kf(x(n+1))|2
) 1

2

.
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5. Montrer que les suites(x(n))n∈IN , et(x(n+1,k))n∈IN, pourk = 1, . . . , N , sont bornées.
Montrer que

|∂kf(x(n+1))| → 0 lorsquen→ +∞.

(On rappelle que∂kf(x(n+1,k)) = 0.)
Conclure quant à la convergence de la suite(x(n))n∈IN lorsquen→ +∞.

6. On suppose dans cette question quef(x) = 1
2 (Ax|x) − (b|x). Montrer que dans ce cas, l’algorithme (3.6.45)

est équivalent à une méthode itérative de résolution de systèmes linéaires qu’on identifiera.

7. On suppose dans cette question queN = 2. Soitg la fonction définie deIR2 dansIR par :g(x) = x2
1 + x2

2 −
2(x1 + x2) + 2|x1 − x2|, avecx = (x1, x2)

t.

(a) Montrer qu’il existe un unique élémentx = (x1, x2)
t deIR2 tel queg(x) = infx∈IR2 g(x).

(b) Montrer quex = (1, 1)t.

(c) Montrer que six(0) = (0, 0)t, l’algorithme (3.6.45) appliqué àg ne converge pas versx. Quelle est l’hy-
pothèse mise en défaut ici ?

Exercice 69 (Gradient conjugué pour une matrice non symétrique)

SoitN ∈ IN, N ≥ 1. On désigne par‖ · ‖ la norme euclidienne surIRN , et on munit l’ensembleMN(IR) de la
norme induite par la norme‖ · ‖, ‖ · ‖. SoitA ∈ MN (IR) une matrice inversible. On définitM ∈ MN (IR) par
M = AtA. On se donne un vecteurb ∈ IRN , et on s’intéresse à la résolution du système linéaire

Ax = b; . (3.6.46)

1. Montrer quex ∈ IRN est solution de (1.6.60) si et seulement six est solution de

Mx = Atb; . (3.6.47)

2. On rappelle que le conditionnement d’une matriceC ∈ MN(IR) inversible est défini par cond(C) =
‖C‖‖C−1‖ (et dépend donc de la norme considérée ; on rappelle qu’on a choisi ici la norme induite par la
norme euclidienne).

(a) Montrer que les valeurs propres de la matriceM sont toutes strictement positives.

(b) Montrer que cond(A) =
√

λN

λ1
, oùλN (resp.λ1) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de

M .

3. Ecrire l’algorithme du gradient conjugué pour la résolution du système (3.6.47), en ne faisant intervenir que
les matricesA etAt (et pas la matriceM ) et en essayant de minimiser le nombre de calculs. Donner une
estimation du nombre d’opérations nécessaires et comparerpar rapport à l’algorithme du gradient conjugué
écrit dans le cas d’une matrice carré d’ordreN symétrique définie positive.

Exercice 70 (Gradient conjugué préconditionné parLLt)

SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive, etb ∈ IRN . SoitL une matrice triangulaire inférieure
inversible, soitB = L−1A(Lt)−1 et b̃ = L−1b.

1. Montrer queB est symétrique définie positive.

2. Justifier l’existence et l’unicité dex ∈ IRN tel queAx = b, et dey ∈ IRN tel queBy = b̃. Ecrirex en
fonction dey.
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Soit y(0) ∈ IRN fixé. On posẽr(0) = w̃(0) = b̃ − By(0). Si r̃(0) 6= 0, on pose alorsy(1) = y(0) + ρ0w̃

(0), avec
ρ0 = r̃(0)·r̃(0)

w̃(0)·Aw̃(0) .

Pourn > 1, on supposey(0), . . . , y(n) et w̃(0), . . . , w̃(n−1) connus, et on pose :̃r(n) = b̃ − By(n). Si r̃(n) 6= 0,
on calcule :w̃(n) = r̃(n) + λn−1w̃

(n−1) avecλn−1 = r̃(n)·r̃(n)

r̃(n−1)·r̃(n−1) et on pose alors :y(n+1) = y(n) + ρnw̃
(n)

avecρn = r̃(n)·r̃(n)

w̃(n)·Bw̃(n) ,

3. En utilisant le cours, justifier que la familley(n) ainsi construite est finie. A quoi est égale sa dernière valeur ?

Pourn ∈ IN, on pose :x(n) = L−ty(n) (avecL−t = (L−1)t = (Lt)−1), r(n) = b − Ax(n), w(n) = L−tw̃(n) et
s(n) = (LLt)−1r(n).

4. Soitn > 0 fixé. Montrer que :

(a) λn−1 =
s(n) · r(n)

s(n−1) · r(n−1)
, (b) ρn =

s(n) · r(n)

w(n) ·Aw(n)
,

(c) w(n) = s(n) + λnw
(n−1), (d) x(n+1) = x(n) + ρnw

(n).

5. On suppose que la matriceLLt est une factorisation de Choleski incomplète de la matriceA. Ecrire l’algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné par cette factorisation, pour la résolution du systèmeAx = b.

Exercice 71 (Méthode de Polak-Ribière)Suggestions en page 162, corrigé en page 170

Dans cet exercice, on démontre la convergence de la méthode de Polak-Ribière (méthode de gradient conjugué
pour une fonctionnelle non quadratique) sous des hypothèses “simples" surf .

Soitf ∈ C2(IRN , IR). On suppose qu’il existeα > 0,β ≥ α t.q.α|y|2 ≤ H(x)y ·y ≤ β|y|2 pour toutx, y ∈ IRN .
(H(x) est la matrice hessienne def au pointx.)

1. montrer quef est strictement convexe, quef(x) → ∞ quand|x| → ∞ et que le spectreVP(H(x)) de
H(x) est inclus dans[α, β] pour toutx ∈ IRN .

On notex l’unique point deIRN t.q.f(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN (l’existence et l’unicité dex est donné
par la question précédente). On cherche une approximation dex en utilisant l’algorithme de Polak-Ribière :

initialisation. x(0) ∈ IRN . On poseg(0) = −∇f(x(0)). Si g(0) = 0, l’algorithme s’arrête (on ax(0) = x).
Si g(0) 6= 0, on posew(0) = g(0) etx(1) = x(0) + ρ0w

(0) avecρ0 “optimal" dans la directionw(0).

itération. x(n),w(n−1) connus (n ≥ 1). On poseg(n) = −∇f(x(n)). Sig(n) = 0, l’algorithme s’arrête (on a
x(n) = x). Sig(n) 6= 0, on poseλn−1 = [g(n) ·(g(n)−g(n−1))]/[g(n−1) ·g(n−1)],w(n) = g(n)+λn−1w

(n−1)

etx(n+1) = x(n) + ρnw
(n) avecρn “optimal" dans la directionwn. (Noter queρn existe bien.)

On suppose dans la suite queg(n) 6= 0 pour toutn ∈ IN.

2. Montrer (par récurrence surn) queg(n+1) · w(n) = 0 etg(n) · g(n) = g(n) · w(n), pour toutn ∈ IN.

3. On pose

J (n) =

∫ 1

0

H(x(n) + θρnw
(n))dθ.

Montrer queg(n+1) = g(n) +ρnJ
(n)w(n) et queρn = (−g(n) ·w(n))/(J (n)w(n) ·w(n)) (pour toutn ∈ IN).

4. Montrer que|w(n)| ≤ (1 + β/α)|g(n)| pour toutn ∈ IN. [Utiliser, pourn ≥ 1, la question précédente et la
formule donnantλn−1.]

5. Montrer quex(n) → x quandn→ ∞.

Exercice 72 (Algorithme de quasi Newton)
Corrigé détaillé en page 173
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SoitA ∈ MN (IR) une matrice symétrique définie positive etb ∈ IRN . On posef(x) = (1/2)Ax · x− b · x pour
x ∈ IRN . On rappelle que∇f(x) = Ax − b. Pour calculerx ∈ IRN t.q. f(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN , on va
utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-à-dire :

initialisation. x(0) ∈ IRN .

itération. x(n) connu (n ≥ 0. On posex(n+1) = x(n) − ρnK
(n)g(n) avecg(n) = ∇f(x(n)), K(n) une matrice

symétrique définie positive à déterminer etρn “optimal" dans la directionw(n) = −K(n)g(n). (Noter queρn existe
bien.)

Partie 1. Calcul deρn. On suppose queg(n) 6= 0.

1. Montrer quew(n) est une direction de descente stricte enx(n) et calculer la valeur deρn (en fonction de
K(n) etg(n)).

2. On suppose que, pour un certainn ∈ IN, on aK(n) = (H(x(n)))−1 (oùH(x) est la matrice hessienne def
enx, on a donc iciH(x) = A pour toutx ∈ IRN ). Montrer queρn = 1.

3. Montrer que la méthode de Newton pour calculerx converge en une itération (mais nécessite la résolution
du système linéaireA(x(1) − x(0)) = b −Ax(0). . . )

Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend maintenantK(0) = Id et

K(n+1) = K(n) +
s(n)(s(n))t

s(n) · y(n)
− (K(n)y(n))(K(n)(y(n))t

K(n)y(n) · y(n)
, n ≥ 0, (3.6.48)

avecs(n) = x(n+1) − x(n) ety(n) = g(n+1) − g(n) = As(n).

On va montrer que cet algorithme converge en au plusN itérations (c’est-à-dire qu’il existen ≤ N + 1 t.q.
xN+1 = x.)

1. Soitn ∈ IN. On suppose, dans cette question, ques(0), . . . , s(n−1) sont des vecteurs A-conjugués et non-
nuls et queK(0), . . . ,K(n) sont des matrices symétriques définies positives t.q.K(j)As(i) = s(i) si 0 ≤ i <
j ≤ n (pourn = 0 on demande seulementK(0) symétrique définie positive).

(a) On suppose queg(n) 6= 0. Montrer ques(n) 6= 0 (cf. Partie I) et que, pouri < n,

s(n) ·As(i) = 0 ⇔ g(n) · s(i) = 0.

Montrer queg(n) · s(i) = 0 pour i < n. [On pourra remarquer queg(i+1) · s(i) = g(i+1) · w(i) = 0
et (g(n) − g(i+1)) · s(i) = 0 par l’hypothèse de conjugaison des(0), . . . , s(n−1).] En déduire que
s(0), . . . , s(n) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer queK(n+1) est symétrique.

(c) Montrer queK(n+1)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n.

(d) Montrer que, pour toutx ∈ IRN , on a

K(n+1)x · x =
(K(n)x · x)(K(n)y(n) · y(n)) − (K(n)y(n) · x)2

K(n)y(n) · y(n)
+

(s(n) · x)2
As(n) · s(n)

.

En déduire queK(n+1) est symétrique définie positive. [On rappelle (inégalité deCauchy-Schwarz)
que, siK est symétrique définie positive, on a(Kx · y)2 ≤ (Kx · x)(Ky · y) et l’égalité a lieu si et
seulement six ety sont colinéaires.]

2. On suppose queg(n) 6= 0 si 0 ≤ n ≤ N−1. Montrer (par récurrence surn, avec la question précédente) que
s(0), . . . , s(N−1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et queK(N)As(i) = s(i) si i < N . En déduire
queK(N) = A−1, ρN = 1 etx(N+1) = A−1b = x.

Exercice 73 (Méthodes de Gauss–Newton et de quasi–linéarisation)
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Soit f ∈ C2(IRN , IRP ), avecN,P ∈ IN∗. SoitC ∈ MP (IR) une matrice réelle carrée d’ordreP , symétrique
définie positive, etd ∈ IRP . Pourx ∈ IRN , on pose

J(x) = (f(x) − d) · C(f(x) − d).

On cherche à minimiserJ .

I Propriétés d’existence et d’unicité

(a) Montrer queJ est bornée inférieurement.

(b) PourC etd donnés, donner trois exemples de fonctionsf pour lesquels les fonctionnellesJ associées
sont telles que l’on ait :

i. existence et unicité dēx ∈ IRN qui réalise le minimum deJ , pour le premier exemple.

ii. existence et non unicité dēx ∈ IRN qui réalise le minimum deJ , pour le second exemple.

iii. non existence dēx ∈ IRN qui réalise le minimum deJ , pour le troisième exemple.

II Un peu de calcul différentiel

(a) On noteDf et D2f les différentielles d’ordre 1 et 2 def . A quels espaces appartiennentDf(x),
D2f(x) (pourx ∈ IRN ), ainsi queDf etD2f ? Montrer que pour toutx ∈ IRN , il existeM(x) ∈
MP,N (IR), oùMP,N (IR) désigne l’ensemble des matrices réelles àP lignes etN colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(x)y pour touty ∈ IRN .

(b) Pourx ∈ IRN , calculer∇J(x).

(c) Pourx ∈ IRN , calculer la matrice hessienne deJ enx (qu’on noteraH(x)). On suppose maintenant
queM ne dépend pas dex ; montrer que dans ce casH(x) = 2M(x)tCM(x).

III Algorithmes d’optimisation

Dans toute cette question, on suppose qu’il existe un uniquex̄ ∈ IRN qui réalise le minimum deJ , qu’on
cherche à calculer de manière itérative. On se donne pour cela x0 ∈ IRN , et on cherche à construire une
suite(xn)n∈IN qui converge vers̄x.

(a) On cherche à calculerx̄ en utilisant la méthode de Newton pour annuler∇J . Justifier brièvement cette
procédure et écrire l’algorithme obtenu.

(b) L’algorithme dit de “Gauss-Newton" est une modificationde la méthode précédente, qui consiste à
approcher, à chaque itérationn, la matrice jacobienne de∇J enxn par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes def . Ecrire l’algorithme ainsi obtenu.

(c) L’algorithme dit de “quasi–linéarisation" consiste à remplacer, à chaque itérationn ∈ IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelleJ par celle de la fonctionnelleJn, définie deIRN dansIR, et obtenue à partir
deJ en effectuant un développement limité au premier ordre def(x) enxn, c.à.d.

Jn(x) = (f(xn) +Df(xn)(x − xn) − d) · C(f(xn) +Df(xn)(x − xn) − d).

i. Soit n ≥ 0, xn ∈ IRN connu,Mn = M(xn) ∈ MP,N (IR), etx ∈ IRN . On poseh = x − xn.
Montrer que

Jn(x) = J(xn) +M t
nCMnh · h+ 2M t

nC(f(xn) − d) · h.

ii. Montrer que la recherche du minimum deJn est équivalente à la résolution d’un système linéaire
dont on donnera l’expression.

iii. Ecrire l’algorithme de quasi–linéarisation, et le comparer avec l’algorithme de Gauss-Newton.

Exercice 74 (Méthode de pénalisation)
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Soitf une fonction continue et strictement convexe deIRN dansIR, satisfaisant de plus :

lim
|x|→+∞

f(x) = +∞.

SoitK un sous ensemble non vide, convexe (c’est–à–dire tel que∀(x, y) ∈ K2, tx + (1 − t)y ∈ K, ∀t ∈]0, 1[),
et fermé deIRN . Soitψ une fonction continue deIRN dans[0,+∞[ telle queψ(x) = 0 si et seulement six ∈ K.
Pourn ∈ IN, on définit la fonctionfn parfn(x) = f(x) + nψ(x).

1. Montrer qu’il existe au moins un élémentx̄n ∈ IRN tel quefn(x̄n) = infx∈IRN fn(x), et qu’il existe un
unique élément̄xK ∈ K tel quef(x̄K) = infx∈K f(x).

2. Montrer que pour toutn ∈ IN,
f(x̄n) ≤ fn(x̄n) ≤ f(x̄K).

3. En déduire qu’il existe une sous-suite(x̄nk
)k∈IN ety ∈ K tels quēxnk

→ y lorsquek → +∞.

4. Montrer quey = x̄K . En déduire que toute la suite(x̄n)n∈IN converge vers̄xK .

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénalisation") de résolution du problème de minimisation
suivant :

{
Trouverx̄K ∈ K;
f(x̄K) ≤ f(x), ∀x ∈ K,

en donnant un exemple de fonctionψ.

Exercice 75 (Sur l’existence et l’unicité)Corrigé en page 175

Etudier l’existence et l’unicité des solutions du problème(3.4.29), avec les données suivantes :E = IR, f : IR →
IR est définie parf(x) = x2, et pour les quatre différents ensemblesK suivants :

(i) K = {|x| ≤ 1} ; (ii) K = {|x| = 1}
(iii) K = {|x| ≥ 1} ; (iv) K = {|x| > 1}. (3.6.49)

Exercice 76 (Aire maximale d’un rectangle à périmètre donné)
Corrigé en page 176

1. On cherche à maximiser l’aire d’un rectangle de périmètredonné égal à 2. Montrer que ce problème peut se
formuler comme un problème de minimisation de la forme (3.4.29), oùK est de la formeK = {x ∈ IR2; g(x) =
0}. On donneraf etg de manière explicite.

2. Montrer que le problème de minimisation ainsi obtenu est équivalent au problème

{
x̄ = (x̄1, x̄2)

t ∈ K̃

f(x̄1, x̄2) ≤ f(x1, x2), ∀ (x1, x2)
t ∈ K̃,

(3.6.50)

où K̃ = K ∩ [0, 1]2, K et f étant obtenus à la question 1. En déduire que le problème de minimisation de l’aire
admet au moins une solution.
3. CalculerDg(x) pourx ∈ K et en déduire que six est solution de (3.6.50) alorsx = (1/2, 1/2). En déduire que
le problème (3.6.50) admet une unique solution donnée parx̄ = (1/2, 1/2).

Exercice 77 (Fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 163, corrigé en page 176
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Soit f une fonction quadratique,i.e. f(x) =
1

2
Ax · x − b · x, où A ∈ MN (IR) est une matrice symétrique

définie positive etb ∈ IRN . On suppose que la contrainteg est une fonction linéaire deIRN dansIR, c’est-à-dire
g(x) = d · x − c où c ∈ IR et d ∈ IRN , et qued 6= 0. On poseK = {x ∈ IRN , g(x) = 0} et on cherche à
résoudre le problème de minimisation (3.4.29).

1. Montrer que l’ensembleK est non vide, fermé et convexe. En déduire que le problème (3.4.29) admet une
unique solution.

2. Montrer que sīx est solution de (3.4.29), alors il existeλ ∈ IR tel quey = (x̄, λ)t soit l’unique solution du
système :





A d

dt 0









x̄

λ



 =





b

c



 (3.6.51)

Exercice 78 (Utilisation du théorème de Lagrange)

1. Pour(x, y) ∈ IR2, on pose :f(x, y) = −y, g(x, y) = x2 + y2 − 1. Chercher le(s) point(s) oùf atteint son
maximum ou son minimum sous la contrainteg = 0.

2. Soita = (a1, . . . , aN ) ∈ IRN , a 6= 0. Pourx = (x1, . . . , xN ) ∈ IRN , on pose :f(x) =
∑N

i=1 |xi − ai|2,
g(x) =

∑N
i=1 |xi|2. Chercher le(s) point(s) oùf atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte

g = 1.

3. SoientA ∈ MN (IR) symétrique,B ∈ MN (IR) s.d.p. etb ∈ IRN . Pourv ∈ IRN , on posef(v) =
(1/2)Av · v − b · v etg(v) = Bv · v. Peut-on appliquer le théorème de Lagrange et quelle condition donne-
t-il sur u si f(u) = min{f(v), v ∈ K} avecK = {v ∈ IRN ; g(v) = 1}?

Exercice 79 (Minimisation sans dérivabilité)

SoientA ∈ MN(IR) une matrice s.d.p.,b ∈ IRN , j : IRN → IR une fonction continue, convexe, à valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivable, par exemplej(v) =

∑N
j=1 αi|vi|, avecαi ≥ 0 pour

tout i ∈ {1, . . . , N}). Soit U une partie non vide, fermée convexe deIRN . Pourv ∈ IRN , on poseJ(v) =
(1/2)Av · v − b · v + j(v).

1. Montrer qu’il existe un et un seulu tel que :

u ∈ U, J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ U. (3.6.52)

2. Soitu ∈ U , montrer queu est solution de (3.6.52) si et seulement si(Au− b) · (v − u) + j(v) − j(u) ≥ 0,
pour toutv ∈ U .

Exercice 80

Soientf etg : IR2 → IR, définies par :f(x, y) = y, etg(x, y) = y3 − x2. On poseK = {(x, y) ∈ IR2; g(x, y) =
0}.

1. Calculer le minimum def surK et le point(x, y) où ce minimum est atteint.

2. Existe-t-ilλ tel queDf(x, y) = λDg(x, y) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème des multiplicateurs de Lagrange?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “de Lagrange" pour trouver(x, y) ?

Exercice 81 (Application simple du théorème de Kuhn-Tucker) Corrigé en page 177
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Soit f la fonction définie deE = IR2 dansIR par f(x) = x2 + y2 et K = {(x, y) ∈ IR2;x + y ≥ 1}.
Justifier l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.4.29) et appliquer le théorème de Kuhn-Tucker pour
la détermination de cette solution.

Exercice 82 (Exemple d’opérateur de projection)

Correction en page 177
1.SoitK = C+ = {x ∈ IRN , x = (x1, . . . , xn)t, xi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N}.

(a) Montrer queK est un convexe fermé non vide.

(b) Montrer que pour touty ∈ IRN , on a :(pK(y))i = max(yi, 0).

2. Soit (αi)i=1,...,N ⊂ IRN et (βi)i=1,...,N ⊂ IRN tels queαi ≤ βi pour touti = 1, . . . , N . SoitK = {x =
(x1, . . . , xN )t;αi ≤ βi, i = 1, . . . , N}.

1. Montrer queK est un convexe fermé non vide.

2. SoitpK l’opérateur de projection définie à la proposition 3.44 page143. Montrer que pour touty ∈ IRN , on a :

(pK(y))i = max(αi,min(yi, βi)), ∀i = 1, . . . , N

Exercice 83 (Méthode de relaxation avec Newton problèmes sans contrainte)

On considère le problème :
{
x ∈ K,
f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ K,

(3.6.53)

oùK ⊂ IRN .

(a) On prend iciK =
∏

i=1,N [ai, bi], où(ai, bi) ∈ IR2 est tel queai ≤ bi. On considère l’algorithme suivant :







Initialisation : x(0) ∈ E,

Itérationn : x(n) connu,(n ≥ 0)

Calculerx(n+1)
1 ∈ [a1, b1] tel que :

f(x
(n+1)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ) ≤ f(ξ, x

(n)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ), pour toutξ ∈ [a1, b1],

Calculerx(n+1)
2 ∈ [a2, b2] tel que :

f(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 , x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ) ≤ f(x

(n+1)
1 , ξ, x

(n)
3 , . . . , x

(n)
N ),

pour toutξ ∈ [a2, b2],

. . .

Calculerx(n+1)
k ∈ [ak, bk], tel que :

f(x
(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k−1 , x

(n+1)
k , x

(n)
(k+1), . . . , x

(n)
N )

≤ f(x
(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
k−1 , ξ, x

(n)
(k+1), . . . , x

(n)
N ), pour toutξ ∈ [ak, bk],

. . .

Calculerx(n+1)
N ∈ [aN , bN ] tel que :

f(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 , . . . , x

(n+1)
N−1 , x

(n+1)
N ) ≤ f(x

(n+1)
1 , . . . , x

(n+1)
N−1 , ξ),

pour toutξ ∈ [aN , bN ].
(3.6.54)
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Montrer que la suitex(n) construite par l’algorithme (3.6.54) est bien définie et converge versx lorsquen
tend vers+∞, oùx ∈ K est tel quef(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ K.

(b) On prend maintenantN = 2, f la fonction deIR2 dansIR définie parf(x) = x2
1 + x2

2, etK = {(x1, x2)
t ∈

IR2;x1+x2 ≥ 2}.Montrer qu’il existe un unique élémentx = (x1, x2)
t deK tel quef(x) = infx∈IR2 f(x).

Déterminerx.

On considère l’algorithme suivant pour la recherche dex :







Initialisation : x(0) ∈ E,
Itérationn : x(n) connu,(n ≥ 0)

Calculerx(n+1)
1 ≥ 2 − x

(n)
2 tel que :

f(x
(n+1)
1 , x

(n)
2 ) ≤ f(ξ, x

(n)
2 ), pour toutξ ≥ 2 − x

(n)
2 ,

Calculerx(n+1)
2 ≥ 2 − x

(n)
1 tel que :

f(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 ) ≤ f(x

(n+1)
1 , ξ), pour toutξ ≥ 2 − x

(n)
1 .

(3.6.55)

Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite construite par l’algorithme ci-dessus ne converge vers
x que si l’une des composantes dex(0) vaut 1.

Exercice 84 (Convergence de l’algorithme d’Uzawa)

SoientN, p ∈ IN⋆. Soitf ∈ C1(IRN , IR) (N ≥ 1) t.q.

∃α > 0, (∇f(x) −∇f(y)) · (x − y) ≥ α|x − y|2, ∀x, y ∈ IRN .

SoitC ∈ Mp,N (IR) (C est donc une matrice, à éléments réels, ayantp lignes etN colonnes) etd ∈ IRp. On note
D = {x ∈ IRN , Cx ≤ d} etC+ = {u ∈ IRp, u ≥ 0}.
On supposeD 6= ∅ et on s’intéresse au problème suivant :

x ∈ D, f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ D. (3.6.56)

1. Montrer quef(y) ≥ f(x) + ∇f(x) · (y − x) + α
2 |x− y|2 pour toutx, y ∈ IRN .

2. Montrer quef est strictement convexe et quef(x) → ∞ quand|x| → ∞. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au problème (3.6.56).

Dans la suite, on notex cette solution.

Pouru ∈ IRp etx ∈ IRN , on poseL(x, u) = f(x) + u · (Cx − d).

3. Soitu ∈ IRp (dans cette question,u est fixé). Montrer que l’applicationx→ L(x, u) est strictement convexe
(deIRN dansIR) et queL(x, u) → ∞ quand|x| → ∞ [Utiliser la question1]. En déduire qu’il existe une
et une seule solution au problème suivant :

x ∈ IRN , L(x, u) ≤ L(y, u), ∀y ∈ IRN . (3.6.57)

Dans la suite, on notexu cette solution. Montrer quexu est aussi l’unique élément deIRN t.q.∇f(xu) +
Ctu = 0.

4. On admet que le théorème de Kuhn-Tucker s’applique ici (cf. cours). Il existe doncu ∈ C+ t.q.∇f(x) +
Ctu = 0 etu · (Cx− d) = 0. Montrer que(x, u) est un point selle deL surIRN × C+, c’est-à-dire :

L(x, v) ≤ L(x, u) ≤ L(y, u), ∀(y, v) ∈ IRN × C+. (3.6.58)

Pouru ∈ IRp, on poseM(u) = L(xu, u) (de sorte queM(u) = inf{L(x, u), x ∈ IRN}). On considère
alors le problème suivant :

u ∈ C+, M(u) ≥M(v), ∀v ∈ C+. (3.6.59)
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5. Soit(x, u) ∈ IRN × C+ un point selle deL surIRN × C+ (c’est-à-direL(x, v) ≤ L(x, u) ≤ L(y, u), pour

tout (y, v) ∈ IRN × C+). Montrer quex = x = xu (on rappelle quex est l’unique solution de (3.6.56) et
xu est l’unique solution de (3.6.57)) et queu est solution de (3.6.59). [On pourra commencer par montrer,
en utilisant la première inégalité, quex ∈ D etu · (Cx − d) = 0.]

Montrer que∇f(x) + Ctu = 0 et queu = PC+(u + ρ(Cx − d)), pour toutρ > 0, où PC+ désigne
l’opérateur de projection orthogonale surC+. [on rappelle que siv ∈ IRp etw ∈ C+, on aw = PC+v ⇐⇒
((v − w) · (w − z) ≥ 0, ∀z ∈ C+).]

6. Déduire des questions2, 4 et5 que le problème (3.6.59) admet au moins une solution.

7. Montrer que l’algorithme du gradient à pas fixe avec projection pour trouver la solution de (3.6.59) s’écrit
(on désigne parρ > 0 le pas de l’algorithme) :

Initialisation. u0 ∈ C+.

Itérations. Pouruk ∈ C+ connu (k ≥ 0). On calculexk ∈ IRN t.q.∇f(xk)+Ctuk = 0 (montrer qu’un tel
xk existe et est unique) et on poseuk+1 = PC+(uk + ρ(Cxk − d)).

Dans la suite, on s’intéresse à la convergence de la suite(xk, uk)k∈IN donnée par cet algorithme.

8. Soitρ t.q. 0 < ρ < 2α/‖C‖2 avec‖C‖ = sup{|Cx|, x ∈ IRN t.q. |x| = 1}. Soit (x, u) ∈ IRN × C+ un
point selle deL surIRN ×C+ (c’est-à-dire vérifiant (3.6.58)) et(xk, uk)k∈IN la suite donnée par l’algorithme
de la question précédente. Montrer que

|uk+1 − u|2 ≤ |uk − u|2 − ρ(2α− ρ‖C‖2)|xk − x|2, ∀k ∈ IRN .

En déduire quexk → x quandk → ∞.

Montrer que la suite(uk)k∈IN est bornée et que, sĩu est une valeur d’adhérence de la suite(uk)k∈IN , on a
∇f(x) +Ctũ = 0. En déduire que, si rang(C)=p, on auk → u quandk → ∞ et queu estl’uniqueélément
deC+ t.q.∇f(x) + Ctu = 0.

3.7 Suggestions

Exercice 60 page 149 (Convexité et continuité)

1. (a) Pour montrer la continuité en0, soitx 6= 0, |x| < 1. On posea = sgn(x) (= x
|x| ). Ecrirex comme une

combinaison convexe de0 et a et écrire0 comme une combinaison convexe dex et −a. En déduire
une majoration de|f(x) − f(0)|.

(b) utiliser la continuité def et la majoration précédente.

2. (a) Faire une récurrence surN et pourx = (x1, y)
t avec−R < x1 < R ety ∈ IRN−1 (N > 1), majorer

f(x) en utilisantf(+R, y) etf(−R, y).
(b) Reprendre le raisonnement fait pourN = 1.

(c) Se ramener àE = IRN .

3. (a) reprendre le raisonnement fait pourE = IR.

(b) On pourra, par exemple choisirE = C([0, 1], IR). . .

Exercice 61 page 149 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique)

Appliquer les théorèmes du cours à−f .

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 161 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



3.7. SUGGESTIONS CHAPITRE 3. OPTIMISATION
Exercice 62 page 149 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique)

1. Calculer la différentielle def en formant la différencef(x+ h) − f(x) et en utilisant la définition. Calculer la
hessienne en formant la différence∇f(x+ h) −∇f(x).
2. Utiliser le cours. . .

Exercice 63 page 149 (Algorithme du gradient à pas fixe)

1. Introduire la fonctionϕ définie (comme d’habitude...) parϕ(t) = f(tx + (1 − t)y), intégrer entre 0 et 1 et
utiliser l’hypothèse (3.3.15) sur∇f(x+ t(y − x)) −∇f(x).

2. Utiliser le cours pour la stricte convexité et l’existence et l’unicité dex̄, et la question 1 pour montrer que
f(x) → +∞ lorsque|x| → +∞.

3. Montrer grâce aux hypothèses (3.3.15) et (3.3.16) que|xn+1 − x̄|2 < |xn − x̄|2(1 − 2αρ+M2ρ2).

Exercice 65 page 150 (Algorithme du gradient à pas optimal)

2. Utiliser le fait queH est continue.

3. Etudier la fonctionϕ : IR+ dansIR définie parϕ(ρ) = f(xn + ρwn).

4. a. Montrer quef est minorée et remarquer que la suite(f(xn))n∈IN est décroissante.
4.b se déduit du 4.a
4.c. Utiliser la fonctionϕ définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.
4.d. Utiliser le fait que le choix deρn est optimal et le résultat de 4.c.
4.e. Etudier le polynôme du 2nd degré enρ défini par :Pn(ρ) = f(xn) − ρ|wn|2 + 1

2M |wn|2ρ2 dans les cas où
|wn| ≤M (fait l̀a quesiton 4.c) puis dans le cas|wn| ≥M .

5. utiliser l’inégalité prouvée en 4.e. pour montrer que|wn| → 0 lorsquen→ +∞.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser l’argument d’unicité de la limite, en raisonnant par l’absurde
(supposer que la suite ne converge pas et aboutir à une contradiction).

Exercice 67 page 151 (Cas oùf n’est pas croissante à l’infini)

S’inspirer des techniques utilisées aux exercices 63 et 65 (il faut impérativement les avoir fait avant...).

Exercice 71 page 154 (Méthode de Polak-Ribière)

1. Utiliser la deuxième caractérisation de la convexité. Pour montrer le comportement à l’infini, introduire la
fonctionϕ habituelle. . . (ϕ(t) = f(x+ ty)).

2. Pour montrer la concurrence, utiliser le fait que siwn · ∇f(xn) < 0 alorswn est une direction de descente
stricte def enxn, et que siρn est optimal alors∇f(xn + ρnwn) = 0.

3. Utiliser la fonctionϕ définie parϕ(θ) = ∇f(xn + θρnwn).

4. C’est du calcul...

5. Montrer d’abord que−gnwn ≤ −γ|wn||gn|. Montrer ensuite (en utilisant la bonne vieille fonctionϕ définie
parϕ(t) = f(xn + tρn), quegn → 0 lorsquen→ +∞.
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Exercice 77 page 157 (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer queK est non vide, remarquer que commed 6= 0, il existex̃ ∈ IRN tel qued · x̃ = α 6= 0. En
déduire l’existence dex ∈ IRN tel qued · x = c.

2. Montrer par le théorème de Lagrange que six̄ est solution de (3.4.29), alorsy = (x̄, λ)t est solution du
système (3.6.51), et montrer ensuite que le système (3.6.51) admet une unique solution.
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3.8 Corrigés

Corrigé de l’exercice 62 page 149 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique)

1. Puisquef(x) = 1
2Ax · x− b · x, f ∈ C∞(IRN , IR). Calculons le gradient def :

f(x+ h) =
1

2
A(x + h) · (x+ h) − b · (x+ h)

=
1

2
Ax · x+

1

2
Ax · h+

1

2
Ah · x+

1

2
Ah · h− b · x− b · h

= f(x) +
1

2
(Ax · h+ Ah · x) − b · h+

1

2
Ah · h

= f(x) +
1

2
(Ax +Atx) · h− b · h+

1

2
Ah · h.

Et comme‖Ah · h‖ ≤ ‖A‖2 ‖h‖2, on a :

∇f(x) =
1

2
(Ax+Atx) − b. (3.8.60)

SiA est symétrique∇f(x) = Ax− b. Calculons maintenant la hessienne def. D’après (3.8.60), on a :

∇f(x+ h) =
1

2
(A(x + h) + At(x+ h)) − b = ∇f(x) +

1

2
(Ah+Ath)

et doncHf (x) = D(∇f(x)) = 1
2 (A+At). On en déduit que siA est symétrique,Hf (x) = A.

2. SiA est symétrique définie positive, alorsf est strictement convexe. De plus, siA est symétrique définie positive,
alorsf(x) → +∞ quand|x| → +∞. En effet,

Ah · h ≥ α|h|2 oùα est la plus petite valeur propre deA, etα > 0

f(h) ≥ α

2
‖h‖2 − ‖b‖‖h‖; or ‖bh‖ ≤ ‖b‖ ‖h‖

f(h) ≥ ‖h‖
(

α‖h‖
2 − b

)

−→ ∞ quandh→ +∞

On en déduit l’existence et l’unicité dēx qui minimisef . On a aussi :

∇f(x̄) = 0 ⇔ f(x̄) = inf
IRN

f

Par la question 1.̄x est donc l’unique solution du systèmeAx̄ = b.

Corrigé de l’exercice 63 page 149 (Convergence de l’algorithme du gradient à pas fixe)

1. Soitϕ la fonction définie deIR dansIRN par :ϕ(t) = f(x + t(y − x)). Alorsϕ(1) − ϕ(0) =
∫ 1

0
∇f(x +

t(y − x)) · (y − x)dt, et donc :

f(y) − f(x) =

∫ 1

0

∇f(x+ t(y − x)) · (y − x)dt.

On a donc :

f(y) − f(x) −∇f(x) · (y − x) =

∫ 1

0

(∇f(x+ t(y − x)) · (y − x) −∇f(x) · (y − x))dt,
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c’est–à–dire :

f(y) − f(x) −∇f(x) · (y − x) =

∫ 1

0

(∇f(x+ t(y − x)) −∇f(x))
︸ ︷︷ ︸

≥αt(y−x)2

·(y − x)dt.

Grâce à la première hypothèse surf , ceci entraîne :

f(y) − f(x) −∇f(x) · (y − x) ≥ α

∫ 1

0

t|y − x|2dt =
α

2
|y − x|2 > 0 si y 6= x. (3.8.61)

2. On déduit de la question 1 quef est strictement convexe. En effet, grâce à la question 1, pour tout (x, y) ∈
E2, f(y) > f(x) +∇f(x) · (y− x) ; et d’après la première caractérisation de la convexité, voir proposition
3.11 p.47, on en déduit quef est strictement convexe.
Montrons maintenant quef(y) → +∞ quand|y| → +∞.

On écrit (3.8.61) pourx = 0 : f(y) ≥ f(0) + ∇f(0) · y +
α

2
|y|2.

Comme∇f(0) · y ≥ −|∇f(0)|(y), on a donc

f(y) ≥ f(0) − |∇f(0)| |y| + α

2
|y|2, et donc :

f(y) ≥ f(0) + |y|
(α

2
|y| − |∇f(0)|

)

→ +∞ quand|y| + ∞.

3. On poseh(x) = x− ρ∇f(x). L’algorithme du gradient à pas fixe est un algorithme de point fixe pourh.

xn+1 = xn − ρ∇f(xn) = h(xn).

Grâce au théorème 2.3 page 84, on sait queh est strictement contractante si0 < ρ <
2α

M2
.

Doncxn → x̄ unique point fixe deh, c’est–à–dire x̄ = h(x̄) = x̄− ρ∇f(x̄). Ceci entraîne

∇f(x̄) = 0 doncf(x̄) = inf
E
f carf est convexe.

Corrigé de l’exercice 65 page 150 (Convergence de l’algorithme du gradient à pas optimal)

1. On sait quef(x) → +∞ lorsque|x| → +∞. Donc∀A > 0, ∃R ∈ IR+ ; |x| > R ⇒ f(x) > A. En
particulier pourA = f(x0) ceci entraîne :

∃R ∈ IR+; x ∈ BR ⇒ f(x) > f(x0).

2. Commef ∈ C2(IRN , IR), sa hessienneH est continue, donc‖H‖ atteint sonmax surBR+1 qui est un
fermé borné deIRN . SoitM = maxx∈BR+1 ‖H(x)‖, on aH(x)y · y ≤My · y ≤M |y|2.

3. Soitwn = −∇f(xn).
Siwn = 0, on posexn+1 = xn.

Siwn 6= 0, montrons qu’il existēρ > 0 tel que

f(xn + ρ̄wn) ≤ f(xn + ρwn) ∀ρ > 0.

On sait quef(x) → +∞ lorsque|x| → +∞.
Soitϕ : IR+ → IR définie parϕ(ρ) = f(xn + ρwn). On aϕ(0) = f(xn) etϕ(ρ) = f(xn + ρwn) → +∞
lorsqueρ→ +∞.
En effet siρ → +∞, on a|xn + ρwn| → +∞. Doncϕ étant continue,ϕ admet un minimum, atteint en̄ρ,
et donc∃ρ̄ ∈ IR+ ; f(xn + ρ̄w) ≤ f(xn + ρwn) ∀ρ > 0.

Analyse numérique I, Télé-enseignement, L3 165 Université Aix-Marseille 1,R. Herbin, 17 avril 2010



3.8. CORRIGÉS CHAPITRE 3. OPTIMISATION
4. a) Montrons que la suite(f(xn))n∈IN est convergente. La suite(f(xn))n∈IN vérifie

f(xn+1) ≤ f(xn).

De plusf(x) → +∞ lorsque|x| → +∞ doncf est bornée inférieurement. On en conclut que la suite
(f(xn))n∈IN est convergente.

b) Montrons quexn ∈ BR ∀n ∈ IN. On sait que six /∈ BR alorsf(x) > f(x0). Or la suite(f(xn))n∈IR

est décroissante doncf(xn) ≤ f(x0) ∀n, doncxn ∈ BR, ∀n ∈ IN.

c) Montrons quef(xn + ρwn) ≤ f(xn) − ρ|wn|2 +
ρ2

2
M |wn|2, ∀ρ ∈ [0,

1

|wn|
]. Soitϕ définie deIR+

dansIR parϕ(ρ) = f(xn + ρwn). On a

ϕ(ρ) = ϕ(0) + ρϕ′(0) +
ρ2

2
ϕ′′(ρ̃), où ρ̃ ∈]0, ρ[.

Or ϕ′(ρ) = ∇f(xn + ρwn) · wn etϕ′′(ρ) = H(xn + ρwn)wn · wn. Donc

ϕ(ρ) = ϕ(0)
︸︷︷︸

0

+ρ∇f(xn)
︸ ︷︷ ︸

−wn

·wn +
ρ2

2
H(xn + ρ̃wn)wn · wn.

Si ρ ∈ [0,
1

|wn|
] on a

|xn + ρ̃wn| ≤ |xn| +
1

|wn|
|wn|

≤ R+ 1,

doncxn + ρ̃wn ∈ BR+1 et par la question 2,

H(xn + ρ̃wn)wn · wn ≤M |wn|2.

On a donc bien

ϕ(ρ) = f(xn + ρwn) ≤ f(xn) − ρ|wn|2 +
ρ2

2
M |wn|2.

d) Montrons quef(xn+1) ≤ f(xn) − |wn|2
2M

si |wn| ≤M .

Comme le choix deρn est optimal, on a

f(xn+1) = f(xn + ρnwn) ≤ f(xn + ρwn), ∀ρ ∈ IR+.

donc en particulier

f(xn+1) ≤ f(xn + ρwn), ∀ρ ∈ [0,
1

|wn|
].

En utilisant la question précédente, on obtient

f(xn+1) ≤ f(xn) − ρ|wn|2 +
ρ2

2
M |wn|2 = ϕ(ρ), ∀ρ ∈ [0,

1

|wn|
]. (3.8.62)

Or la fonctionϕ atteint son minimum pour

−|wn|2 + ρM |wn|2 = 0
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c’est–à–direρM = 1 ou encoreρ = 1
M ce qui est possible si

1

|wn|
≥ 1

M
(puisque 3.8.62 est vraie si

ρ ≤ 1

|wn|
).

Comme on a supposé|wn| ≤M , on a donc

f(xn+1) ≤ f(xn) − |wn|2
M

+
|wn|2
2M

= f(xn) − |wn|2
2M

.

e) Montrons que−f(xn+1) + f(xn) ≥ |wn|2
2M̄

oùM̄ = sup(M, M̃) avecM̃ = sup{|∇f(x)|, x ∈ CR}.

On sait par la question précédente que si

|wn| ≤M, on a − f(xn+1) − f(xn) ≥ |wn|2
2M

.

Montrons que si|wn| ≥M , alors−f(xn+1) + f(xn) ≥ |wn|2
2M̃

. On aura alors le résultat souhaité.

On a

f(xn+1) ≤ f(xn) − ρ|wn|2 +
ρ2

2
M |wn|2, ∀ρ ∈ [0,

1

|wn|
].

Donc

f(xn+1) ≤ min
[0, 1

|wn| ]
[f(xn) − ρ|wn|2 +

ρ2

2
M |wn|2]

︸ ︷︷ ︸

Pn(ρ)

– 1er cas si|wn| ≤M , on a calculé cemin à la question c).

– si |wn| ≥ M , la fonctionPn(ρ) est décroissante sur[0,
1

|wn|
] et le minimum est donc atteint pourρ =

1

|wn|
.

OrPn

(
1

|wn|

)

= f(xn) − |wn| +
M

2
≤ f(xn) − |wn|

2

≤ f(xn) − |wn|2
2M̃

.

5. Montrons que∇f(xn) → 0 lorsquen → +∞. On a montré que∀n, |wn|2 ≤ 2M̄(f(xn) − f(xn+1)). Or
la suite(f(xn))n∈IN est convergente. Donc|wn| → 0 lorsquen → +∞ etwn = ∇f(xn) ce qui prouve le
résultat.
La suite (xn)n∈IN est bornée donc∃(nk)k∈IN et x̃ ∈ IRN ; xnk

→ x lorsquek → +∞ et comme
∇f(xnk

) → 0, on a, par continuité,∇f(x̃) = 0.

6. On suppose∃ ! x̄ ∈ IRN tel que∇f(x̄) = 0. Montrons quef(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ IRN et quexn → x̄ quand
n→ +∞. Commef est croissante à l’infini, il existe un point qui réalise un minimum def , et on sait qu’en
ce point le gradient s’annule ; en utilisant l’hypothèse d’unicité, on en déduit que ce point est forcémentx̄,
et doncf(x̄) ≤ f(x) pour toutx ∈ IRN .
Montrons maintenant que la suite(xn)n∈IN converge vers̄x. En raison de l’hypotèse d’unicité, on a forcé-
mentx̃ = x̄, et on sait qu’on a convergence d’une sous-suite de(xn)n∈IN versx̄ par la question 5. Il reste
donc à montrer que c’est toute la suite qui converge. Supposons qu’elle ne converge pas ; alors

∃ε > 0; ∀k ∈ IN, ∃nk ≥ k et |xnk
− x̄| > ε (3.8.63)

Mais d’après la question 5), on peut extraire de la suite(xnk
)k∈γ une sous–suite qui converge, ce qui con-

tredit (3.8.63). Donc la suite(xn)n∈IN converge.
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Corrigé de l’exercice 68 page 151 (Méthode de relaxation)

1. On vu à l’exercice 63, questions 1 et 2, que sif vérifie l’hypothèse (3.6.43) alorsf est strictement convexe et
tend vers l’infini en l’infini, et donc il existe un uniquēx ∈ IRN réalisant son minimum.

2. Ecrivons l’hypothèse (3.6.43) avecx = sek et y = tek où (s, t) ∈ IR2 et ek est lek-ième vecteur de la base
canonique deIRN ; en notant∂kf la dérivée partielle def par rapport à lak-ième variable, il vient :

(∂kf(s) − ∂kf(t))(s− t) ≥ α|s− t|2.

En appliquant à nouveau les résultats de l’exercice 63, questions 1 et 2 au casN = 1, on en déduit l’existence et
unicité des̄ tel que

ϕ
(n+1)
k (s) = inf

s∈IR
ϕ

(n+1)
k (s).

Comme l’algorithme (3.6.45) procède àN minimisations de ce type à chaque itération, on en déduit quela suite
(x(n))n∈IN construite par cet algorithme est bien définie.

3.(a) Par définition,x(n+1)
k réalise le minimum de la fonctionϕ(n+1)

k surIR. Comme de plus,ϕ(n+1)
k ∈ C1(IR, IR),

on a donc(ϕ(n+1)
k )′(x

(n+1)
k ) = 0. Or (ϕ

(n+1)
k )′(x

(n+1)
k ) = ∂kf(x(n+1,k)), et donc∂kf(x(n+1,k)) = 0.

D’après la question 2 de l’exercice 63, on a

f(x(n+1,k−1)) − f(x(n+1,k)) ≥ ∇f(x(n+1,k)) · (x(n+1,k−1) − x(n+1,k))

+
α

2
|x(n+1,k−1) − x(n+1,k)|2.

Or x(n+1,k−1) − x(n+1,k) = −x(n+1)
k ek et∇f(x(n+1,k)) · ek = ∂kf(x(n+1,k)) = 0. On en déduit que :

f(x(n+1,k−1)) − f(x(n+1,k)) ≥ α

2
|x(n+1,k−1) − x(n+1,k)|2.

3.(b) Par définition de la suite(x(n))n∈IN , on a :

f(x(n)) − f(x(n+1)) =

N∑

k=1

f(x(n+1,k−1)) − f(x(n+1,k)).

Par la question précédente, on a donc :

f(x(n)) − f(x(n+1)) ≥ α

2

N∑

k=1

|x(n+1,k−1)) − x(n+1,k)|2.

Or x(n+1,k−1)) − x(n+1,k) = −x(n+1)
k ek, et(ek)k∈Ndim est une base orthonormée. On peut donc écrire que

N∑

k=1

|x(n+1,k−1)) − x(n+1,k)|2 =
N∑

k=1

|(x(n)
k − x

(n+1)
k )ek|2

= |
N∑

k=1

(x
(n)
k − x

(n+1)
k )ek|2

= |
N∑

k=1

(x(n+1,k−1)) − x(n+1,k))|2

= |x(n) − x(n+1)|2.
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On en déduit que

f(x(n)) − f(x(n+1)) ≥ α

2
|x(n) − x(n+1)|2.

La suite(f(x(n)))n∈IN est bornée inférieurement parf(x̄) ; l’inégalité précédente montre qu’elle est décroissante,
donc elle converge. On a doncf(x(n)) − f(x(n+1) → 0 lorsquen→ +∞, et donc par l’inégalité précédente,

lim
n→+∞

|x(n) − x(n+1)| = 0.

De plus, pour1 ≤ k ≤ N ,

|x(n+1,k) − x(n+1)|2 =

N∑

ℓ=k

|(x(n)
ℓ − x

(n+1)
ℓ )eℓ|2

= |
N∑

ℓ=k

(x
(n)
ℓ − x

(n+1)
ℓ )eℓ|2

= |
N∑

ℓ=k

(x(n+1,ℓ−1)) − x(n+1,ℓ))|2

≤ |x(n) − x(n+1)|2.

d’où l’on déduit quelimn→+∞ |x(n+1,k) − x(n+1)| = 0.

4. En prenantx = x̄ ety = x(n+1) dans l’hypothèse (3.6.43) et en remarquant que, puisquex̄ réalise le minimum
def , on a∇f(x̄) = 0, on obtient :

(−∇f(x(n+1)) · (x̄− x(n+1)) ≥ α|x̄− x(n+1)|2,

et donc, par l’inégalité de Cauchy Schwarz :

|x(n+1) − x| ≤ 1

α

(
N∑

k=1

|∂kf(x(n+1))|2
) 1

2

.

5. Par les questions 1 et 2 de l’exercice 63, on sait que la fonctionf est croissante à l’infini. Donc il existeR > 0 tel
que si|x| > R alorsf(x) > f(x0). Or, la suite(f(xn))n∈IN étant décroissante, on af(xn)) ≤ f(x0) pour toutn,
et donc|xn| ≤ R pour toutn. Par la question 3(b), on sait que pour toutk ≥ 1, limn→+∞ |x(n+1,k)−x(n+1)| = 0,
ce qui prouve que les suites(x(n+1,k))n∈IN , pourk = 1, . . . , N , sont également bornées.

Commelimn→+∞ |x(n+1,k) − x(n+1)| = 0, on a pour toutη > 0, l’existence deNη ∈ IN tel que|x(n+1,k) −
x(n+1)| < η si n ≥ Nη. Commef ∈ C1(IR, IR), la fonction∂kf est uniformément continue sur les bornés
(théorème de Heine), et donc pour toutε > 0, il existeη > 0 tel que si|x − y| < η alors|∂kf(x) − ∂kf(y)| ≤ ǫ.
On a donc, pourn ≥ Nη : |∂kf(x(n+1,k)) − ∂kf(x(n+1))| ≤ ǫ, ce qui démontre que :

|∂kf(x(n+1))| → 0 lorsquen→ +∞.

On en conclut par le résultat de la question 4 quex(n) → x̄ lorsquen→ +∞.

6. On a vu a l’exercice 62 que dans ce cas,∇f(x) = 1
2 (A+At)x− b. L’algorithme 3.6.45 est donc la méthode de

Gauss Seidel pour la résolution du système linéaire1
2 (A+At)x = b.

7 (a) La fonctiong est strictement convexe (car somme d’une fonction strictement convexe :(x1, x2) → x2
1 + x2

2,
d’une fonction linéaire par morceaux :(x1, x2) 7→ −2(x1 + x2) + 2|x1 − x2|. et croissante à l’infini grâce aux
termes en puissance 2. Il existe donc un unique élémentx = (x1, x2)

t deIR2 tel queg(x) = infx∈IR2 g(x).
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7 (b) Soitǫ > 0. On a, pour toutx ∈ IR, φx(ǫ) = g(x, x + ǫ) = x2 + (x+ ǫ)2 − 4x, qui atteint (pour toutx) son
minimum pourǫ = 0. Le minimum deg se situe donc sur l’axex = y. Orψ(x) = g(x, x) = 2x2 − 4x atteint son
minimum enx = 1.
7 (c) Six(0) = (0, 0)t, on vérifie facilement que l’algorithme (3.6.45) appliqué àg est stationnaire. La suite ne
converge donc pas versx. La fonctiong n’est pas différentiable sur la droitex1 = x2.

Corrigé de l’exercice 71 page 154 (Méthode de Polak-Ribière)

1. Montrons quef est strictement convexe et croissante à l’infini. Soitϕ la fonction deIR dansIR définie par

ϕ(t) = f(x+ t(y − x)).

On aϕ ∈ C2(IR, IR), ϕ(0) = f(x) etϕ(1) = f(y), et donc :

f(y) − f(x) = ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt.

En intégrant par parties, ceci entraîne :

f(y) − f(x) = ϕ′(0) +

∫ 1

0

(1 − t)ϕ′′(t)dt. (3.8.64)

Or ϕ′(t) = ∇(x + t(y − x)) · (y − x) et doncϕ′′(t) = H(x + t(y − x))(y − x) · (y − x). On a donc par
hypothèseϕ′′(t) ≥ α|y − x|2.
On déduit alors de 3.8.64 que

f(y) ≥ f(x) + ∇f(x) · (y − x) +
α

2
|y − x|2. (3.8.65)

L’inégalité 3.8.65 entraîne la stricte convexité def et sa croissance à l’infini (voir démonstration de la
convergence du gradient à pas fixe, exercice 27).
Il reste à montrer que l’ensembleVP(H(x)) des valeurs propres deH(x) est inclus dans[α, β]. Commef ∈
C2(IR, IR), H(x) est symétrique pour toutx ∈ IR, et donc diagonalisable dansIR. Soitλ ∈ VP(H(x)) ; il
existe doncy ∈ IRN , y 6= 0 tel queH(x)y = λy, et doncαy · y ≤ λy · y ≤ βy · y, ∀λ ∈ VP(H)(x)). On
en déduit queVP(H(x)) ⊂ [α, β].

2. Montrons par récurrence surn queg(n+1) · w(n) = 0 etg(n) · g(n) = g(n) · w(n) pout toutn ∈ IN.
Pourn = 0, on aw(0) = g(0) = −∇f(x(0)).
Si ∇f(x(0)) = 0 l’algorithme s’arrête. Supposons donc que∇f(x(0)) 6= 0. Alorsw(0) = −∇f(x(0)) est
une direction de descente stricte. Commex(1) = x(0) + ρ0w

(0) oùρ0 est optimal dans la directionw(0), on
ag(1) · w(0) = −∇f(x(1)) · w(0) = 0. De plus, on a évidemmentg(0) · w(0) = g(0) · g(0).
Supposons maintenant queg(n) · w(n−1) = 0 et g(n−1) · g(n−1) = g(n−1) · w(n−1), et montrons que
g(n+1) · w(n) = 0 etg(n) · g(n) = 0.
Par définition, on a :

w(n) = g(n) + λn−1w
(n−1), donc

w(n) · g(n) = g(n) · g(n) + λn−1w
(n−1) · g(n) = g(n) · g(n)

par hypothèse de récurrence. On déduit de cette égalité quew(n) · g(n) > 0 (carg(n) 6= 0) et doncw(n) est
une direction de descente stricte enx(n). On a donc∇f(x(n+1)) ·w(n) = 0, et finalementg(n+1) ·w(n) = 0.
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3. Par définition,g(n) = −∇f(x(n)) ; or on veut calculerg(n+1) − g(n) = −∇f(x(n+1)) + ∇f(x(n)). Soitϕ

la fonction deIR dansIR définie par :

ϕ(t) = −∇f(x(n) + t(x(n+1) − x(n))).

On a donc :

ϕ(1) − ϕ(0) = g(n+1) − g(n)

=

∫ 1

0

ϕ′(t)dt.

Calculonsϕ′ : ϕ′(t) = H(x(n) + t(x(n+1) − x(n)))(x(n+1) − x(n)). Et commex(n+1) = x(n) + ρnw
(n),

on a donc :
g(n+1) − g(n) = ρnJnw

(n). (3.8.66)

De plus, commeg(n+1) · w(n) = 0 (question 1), on obtient par (3.8.66) que

ρn =
g(n) · w(n)

Jnw(n) · w(n)

(carJnw
(n) · w(n) 6= 0, puisqueJn est symétrique définie positive).

4. Par définition, on aw(n) = g(n) + λn−1w
(n−1), et donc

|w(n)| ≤ |g(n)| + |λn−1||w(n−1)|. (3.8.67)

Toujours par définition, on a :

λn−1 =
g(n) · (g(n) − g(n−1))

g(n−1) · g(n−1)
.

Donc, par la question 3, on a :

λn−1 =
ρng

(n) · J (n−1)w(n−1)

g(n−1) · g(n−1)
.

En utilisant la question 2 et à nouveau la question 3, on a donc:

λn−1 = − J (n−1)w(n−1) · g(n)

J (n−1)w(n−1) · w(n−1)
,

et donc

λn−1 =
|J (n−1)w(n−1) · g(n)|
J (n−1)w(n−1) · w(n−1)

,

carJ (n−1) est symétrique définie positive.
De plus, en utilisant les hypothèses surH , on vérifie facilement que

α|x|2 ≤ J (n)x · x ≤ β|x|2 ∀x ∈ IRN .

On en déduit que

λn−1 ≤ |J (n−1)w(n−1) · g(n)|
α|w(n−1)|2 .

On utilise alors l’inégalité de Cauchy–Schwarz :

|J (n−1)w(n−1) · g(n)| ≤ ‖J (n−1)‖2 |w(n−1)| |g(n−1)|
≤ β|w(n−1)| |g(n−1)|.
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On obtient donc que

λn−1 ≤ β

α

|g(n−1)|
|w(n−1)| ,

ce qui donne bien grâce à (3.8.67) :

|w(n)| ≤ |g(n)|(1 +
β

α
).

5. • Montrons d’abord que la suite(f(x(n)))n∈IN converge. Commef(x(n+1)) = f(x(n) + ρnw
(n)) ≤

f(x(n) + ρw(n)) ∀ρ ≥ 0, on a donc en particulierf(x(n+1)) ≤ f(x(n)). La suite(f(x(n)))n∈IN est
donc décroissante. De plus, elle est minorée parf(x̄). Donc elle converge, vers une certaine limite
ℓ ∈ IR, lorsquen tend vers+∞.

• La suite(x(n))n∈IN est bornée : en effet, commef est croissante à l’infini, il existeR > 0 tel que si
|x| > R alorsf(x) ≥ f(x(0)). Or f(x(n)) ≥ f(x(0)) pout toutn ∈ IN, et donc la suite(x(n))n∈IN est
incluse dans la boule de rayonR.

• Montrons que∇f(x(n)) → 0 lorsquen→ +∞.
On a, par définition dex(n+1),

f(x(n+1)) ≤ f(x(n) + ρw(n)), ∀ρ ≥ 0.

En introduisant la fonctionϕ définie deIR dansIR parϕ(t) = f(x(n) + tρw(n)), on montre facilement
(les calculs sont les mêmes que ceux de la question 1) que

f(x(n) + ρw(n)) = f(x(n)) + ρ∇f(x(n)) · w(n) + ρ2

∫ 1

0

H(x(n) + tρw(n))w(n) · w(n)(1 − t)dt,

pour toutρ ≥ 0. Grâce à l’hypothèse surH , on en déduit que

f(x(n+1)) ≤ f(x(n)) + ρ∇f(x(n)) · w(n) +
β

2
ρ2|w(n)|2, ∀ρ ≥ 0.

Comme∇f(x(n)) · w(n) = −g(n) · w(n) = −|g(n)|2 (question 2) et comme|w(n)| ≤ |g(n)|(1 + β
α )

(question 4), on en déduit que :

f(x(n+1)) ≤ f(x(n)) − ρ|g(n)|2 + ρ2γ|g(n)|2 = ψn(ρ), ∀ρ ≥ 0,

où γ = β2

2 + (1 + β
α )2. La fonctionψn est un polynôme de degré 2 enρ, qui atteint son minimum

lorsqueψ′
n(ρ) = 0, i.e.pourρ =

1

2γ
. On a donc, pourρ =

1

2γ
,

f(x(n+1)) ≤ f(x(n)) − 1

4γ
|g(n)|2,

d’où on déduit que
|g(n)|2 ≤ 4γ(f(x(n)) − f(x(n+1)) → 0

n→+∞

On a donc∇f(x(n)) → 0 lorsquen→ +∞.

• La suite(x(n))n∈IN étant bornée, il existe une sous–suite qui converge versx ∈ IRN , comme∇f(x(n)) →
0 et comme
nablaf est continue, on a∇f(x) = 0. Par unicité du minimum (f est croissante à l’infini et strictement
convexe) on a doncx = x̄.
Enfin on conclut à la convergence de toute la suite par un argument classique (voir question 6 de
l’exercice 65 page 150).
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Corrigé de l’exercice 72 page 154 (Algorithme de quasi Newton)

Partie 1

1. Par définition dew(n), on a :

w(n) · ∇f(x(n)) = −K(n)∇f(x(n)) · ∇f(x(n)) < 0

carK est symétrique définie positive.
Commeρn est le paramètre optimal dans la directionw(n), on a∇f(x(n) + ρnw

(n)) · w(n) = 0, et
doncAx(n) · w(n) + ρnAw

(n) · w(n) = b · w(n) ; on en déduit que

ρn = − g(n) · w(n)

Aw(n) · w(n)
.

Commew(n) = −K(n)g(n), ceci s’écrit encore :

ρn =
g(n) ·K(n)g(n)

AK(n)g(n) ·K(n)g(n)
.

2. SiK(n) = A−1, la formule précédente donne immédiatementρn = 1.

3. La méthode de Newton consiste à chercher le zéro de∇f par l’algorithme suivant (à l’itération 1) :

Hf (x(0))(x(1) − x(0)) = −∇f(x(0)),

(oùHf (x) désigne la hessienne def au pointx) c’est–à–dire

A(x(1) − x(0)) = −Ax(0) + b.

On a doncAx(n) = b, et comme la fonctionf admet un unique minimum qui vérifieAx = b, on a
doncx(1) = x, et la méthode converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher–Powell.
1. Soitn ∈ IN, on suppose queg(n) 6= 0. Par définition, on as(n) = x(n+1)−x(n) = −ρnK

(n)g(n), avec
ρn > 0. CommeK(n) est symétrique définie positive elle est donc inversible ; donc commeg(n) 6= 0,
on aK(n)g(n) 6= 0 et doncs(n) 6= 0.
Soit i < n, par définition des(n), on a :

s(n) ·As(i) = −ρnK
(n)g(n) · As(i).

CommeK(n) est symétrique,

s(n) ·As(i) = −ρng
(n) ·K(n)As(i).

Par hypothèse, on aK(n)As(i) = s(i) pouri < n, donc on a bien que sii < n

s(n) ·As(i) = 0 ⇔ g(n) · s(i) = 0.

Montrons maintenant queg(n) · s(i) = 0 pouri < n.

• On a
g(i+1) · s(i) = −ρig

(i+1) ·K(i)g(i)

= −ρig
(i+1) · w(i).

Or g(i+1) = ∇f(x(i+1)) etρi est optimal dans la directionw(i). Donc

g(i+1) · s(i) = 0.
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• On a

(g(n) − g(i+1)) · s(i) = (Ax(n) −Ax(i+1)) · s(i)

=
n−1∑

k=i+1

(Ax(k+1) −Ax(k)) · s(i)

=

n−1∑

k=i+1

As(k) · s(i),

= 0

Par hypothèse deA–conjugaison de la famille(s(i))i=1,k−1 on déduit alors facilement des deux
égalités précédentes queg(n) · s(i) = 0. Comme on a montré queg(n) · s(i) = 0 si et seulement si
s(n) · As(i) = 0, on en conclut que la famille(s(i))i=1,...,n estA−conjuguée, et que les vecteurs
s(i) sont non nuls.

2. Montrons queK(n+1) est symétrique. On a :

(K(n+1))t = (K(n))t +
(s(n)(s(n))t)t

s(n) · y(n)
− [(K(n)y(n))(K(n)y(n))t]t

K(n)y(n) · y(n)
= K(n+1),

carK(n) est symétrique.

3. Montrons queK(n+1)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n. On a :

K(n+1)As(i) = K(n)As(i) +
s(n)(s(n))t

s(n) · y(n)
As(i) − (K(n)y(n))(K(n)(y(n))t

K(n)y(n) · y(n)
As(i). (3.8.68)

– Considérons d’abord le casi < n. On a

s(n)(s(n))tAs(i) = s(n)[(s(n))tAs(i)] = s(n)[s(n) ·As(i)] = 0

cars(n) ·As(i) = 0 si i < n. De plus, commeK(n) est symétrique, on a :

(K(n)y(n))(K(n)y(n))tAs(i) = K(n)y(n)(y(n))tK(n)As(i).

Or par la question (c), on aK(n)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n. De plus, par définition,y(n) = As(n).
On en déduit que

(K(n)y(n))(K(n)y(n))tAs(i) = K(n)y(n)(As(n))ts(i) = K(n)y(n)(s(n))tAs(i) = 0

puisque on a montré en (a) que les vecteurss(0), . . . , s(n) sont A-conjugués. On déduit alors de
(3.8.68) que

K(n+1)As(i) = K(n)As(i) = s(i).

– Considérons maintenant le casi = n. On a

K(n+1)As(n) = K(n)As(n) +
s(n)(s(n))t

s(n) · y(n)
As(n) − (K(n)y(n))(K(n)(y(n))t

K(n)y(n) · y(n)
As(n),

et commey(n) = As(n),, ceci entraîne que

K(n+1)As(n) = K(n)As(n) + s(n) −K(n)y(n) = s(n).
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4. Pourx ∈ IRN , calculonsK(n+1)x · x :

K(n+1)x · x = K(n)x · x+
s(n)(s(n))t

s(n) · y(n)
x · x− (K(n)y(n))(K(n)y(n))t

K(n)y(n) · y(n)
x · x.

Or s(n)(s(n))tx · x = s(n)(s(n) · x) · x = (s(n) · x)2, et de même,(K(n)y(n))(K(n)y(n))tx · x =
(K(n)y(n) · x)2. On en déduit que

K(n+1)x · x = K(n)x · x+
(s(n) · x)2
s(n) · y(n)

− (K(n)y(n) · x)2
K(n)y(n) · y(n)

.

En remarquant quey(n) = As(n), et en réduisant au même dénominateur, on obtient alors que

K(n+1)x · x =
(K(n)x · x)(K(n)y(n) · y(n)) − (K(n)y(n) · x)2

(K(n)y(n) · y(n))
+

(s(n) · x)2
As(n) · s(n)

.

Montrons maintenant queK(n+1) est symétrique définie positive. CommeK(n) est symétrique définie
positive, on a grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz que(K(n)y(n) · x)2 ≤ (K(n)x · x)(K(n)y(n))
avec égalité si et seulement six ety(n) sont colinéaires. Six n’est pas colinéaire ày(n), on a donc donc
clairement

K(n+1)x · x > 0.

Si maintenantx est colinéaire ày(n), i.e.x = αy(n) avecα ∈ IR∗
+, on a, grâce au fait quey(n) = As(n),

(s(n) · x)2
As(n) · s(n)

= α2 (s(n) · As(n))2

As(n) · s(n)
> 0, et doncK(n+1)x · x > 0.

On en déduit queK(n+1) est symétrique définie positive.

5. On suppose queg(n) 6= 0 si 0 ≤ n ≤ N − 1. On prend comme hypothèse de récurrence que les
vecteurss(0), . . . , s(n−1) sont A-conjugués et non-nuls, queK(j)As(i) = s(i) si 0 ≤ i < j ≤ n et que
les matricesK(j) sont symétriques définies positives pourj = 0, . . . , n.
Cette hypothèse est vérifiée au rangn = 1 grâce à la question 1 en prenantn = 0 etK(0)symétrique
définie positive.
On suppose qu’elle est vraie au rangn. La question 1 prouve qu’elle est vraie au rangn+ 1.
Il reste maintenant à montrer quex(N+1) = A−1b = x. On a en effetK(N)As(i) = s(i) pouri = 0 à
N − 1. Or les vecteurss(0), . . . , s(n−1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On
en déduit queK(N)A = Id, ce qui prouve queK(N) = A−1, et donc, par définition dex(N+1), que
x(N+1) = A−1b = x.

Exercice 75 page 157 (Sur l’existence et l’unicité)

La fonctionf : IR → IR définie parf(x) = x2 est continue, strictement convexe, et croissante à l’infini. Etudions
maintenant les propriétés deK dans les quatre cas proposés :

(i) L’ensembleK = {|x| ≤ 1} est fermé borné et convexe. On peut donc appliquer le théorème d’existence et
d’unicité 3.34 page 139. En remarquant quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈ IR et quef(0) = 0, on en déduit que l’unique
solution du problème (3.4.29) est doncx̄ = 0.

(ii) L’ensembleK = {|x| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le théorème d’existence 3.32 page 138
s’applique donc, mais pas le théorème d’unicité 3.33 page 138. De fait, on peut remarquer queK = {−1, 1}, et
donc{f(x), x ∈ K} = {1}. Il existe donc deux solutions du problème (3.4.29) :x̄1 = 1 et x̄1 = −1.
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(iii) L’ensembleK = {|x| ≥ 1} est fermé, non borné et non convexe. Cependant, on peut écrireK = K1 ∪K2

oùK1 = [1,+∞[ etK2 =] −∞,−1] sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appliquer le théorème
3.34 page 139 : il existe un uniquēx1 ∈ IR et un uniquēx2 ∈ IR solution de (3.4.29) pourK = K1 etK = K2

respectivement. Il suffit ensuite de comparerx̄1 et x̄2. Commex̄1 = −1 et x̄2 = 1, on a existence mais pas unicité.

(iv) L’ensembleK = {|x| > 1} n’est pas fermé, donc le théorème 3.32 page 138 ne s’appliquepas. De fait, il
n’existe pas de solution dans ce cas, car on alimx→1+f(x) = 1, et doncinfK f = 1, mais cet infimum n’est pas
atteint.

Exercice 76 page 157 (Maximisation de l’aire d’un rectangleà périmètre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas du rectangle [0, x1] × [0, x2], dont l’aire est égale àx1x2 et
de périmètre2(x1 + x2). On veut donc maximiserx1x2, ou encore minimiser−x1x2. Pourx = (x1, x2)

t ∈ IR2,
posonsf(x1, x2) = −x1x2 etg(x1, x2) = x1 + x2. Définissons

K =
{
x = (x1, x2)

t ∈ (IR+)2 tel quex1 + x2 = 1
}
.

Le problème de minimisation de l’aire du rectangle de périmètre donné et égal à 2 s’écrit alors :






(
x1

x2

)

∈ K

f(x̄1, x̄2) ≤ f(x1, x2) ∀(x1, x2) ∈ K
(3.8.69)

2. Commex1 et x2 sont tous deux positifs, puisque leur somme doit être égale à1, ils sont forcément tous deux
inférieurs à 1. Il est donc équivalent de résoudre (3.8.69) ou (3.6.50). L’ensemblẽK est un convexe ferme borné,
la fonctionf est continue, et donc par le théorème 3.32 page 138, il existeau moins une solution du problème
(3.6.50) (ou (3.8.69)).

3. Calculons∇g : ∇g(x) = (1, 1)t, donc rangDg(x, y) = 1. Par le théorème de Lagrange, six = (x1, x2)
t est

solution de (3.8.69), il existeλ ∈ IR tel que
{

∇f(x̄, ȳ) + λ∇g(x̄, ȳ) = 0,
x̄+ ȳ = 1.

Or∇f(x̄, ȳ) = (−x̄,−ȳ)t, et∇g(x̄, ȳ) = (1, 1)t. Le système précédent s’écrit donc :

−ȳ + λ = 0 − x̄+ λ = 0 x̄+ ȳ = 1.

On a donc

x̄ = ȳ =
1

2
.

Exercice 77 page 157 (Fonctionnelle quadratique)

1. Commed 6= 0, il existex̃ ∈ IRN tel qued · x̃ = α 6= 0. Soitx = c
α x̃ alorsd · x = c. Donc l’ensembleK est

non vide. L’ensembleK est fermé car noyau d’une forme linéaire continue deIRN dansIR, etK est évidemment
convexe. La fonctionf est strictement convexe etf(x) → +∞ quand|x| → +∞, et donc par les théorèmes 3.32
et 3.33 il existe un uniquēx solution de (3.4.29).
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2. On veut calculer̄x. On a :Dg(x)z = d · z, et doncDg(x) = dt. Commed 6= 0 on arang(Dg(x)) = 1, ou
encoreIm(Dg(x)) = IR pour toutx. Donc le théorème de Lagrange s’applique. Il existe doncλ ∈ IR tel que
∇f(x̄) + λ∇g(x̄) = 0, c’est-à-direAx̄− b+ λd = 0. Le couple(x̄, λ) est donc solution du problème suivant‘ :

{
Ax̄− b+ λd = 0,
d · x̄ = c

, (3.8.70)

qui s’écrit sous forme matricielle :By = e, avecB =





A d

dt 0



 ∈ MN+1(IR), y =

[
x̄
λ

]

∈ IRN+1 et

e =







b

c






∈ IRN+1. Montrons maintenant queB est inversible. En effet, soitz

[
x
µ

]

∈ IRN+1, avecx ∈ IRN

etµ ∈ IR tel queBz = 0. Alors




A d

dt 0





[
x
µ

]

= 0.

Ceci entraîneAx − dµ = 0 et dtx = d · x = 0. On a doncAx · x − (d · x)µ = 0. On en déduit quex = 0, et
commed 6= 0, queµ = 0. On a donc finalementz = 0.
On en conclut queB est inversible, et qu’il existe un unique(x, λ)t ∈ IRN+1 solution de (3.8.70) et et̄x est
solution de (3.4.29).

Exercice 81 page 158 (Application simple du théorème de Kuhn-Tucker

La fonctionf définie deE = IR2 dansIR parf(x) = x2 + y2 est continue, strictement convexe et croissante à
l’infini. L’ensembleK qui peut aussi être défini par :K = {(x, y) ∈ IR2; g(x, y) ≤ 0}, avecg(x, y) = 1 − x− y
est convexe et fermé. Par le théorème 3.34 page 139, il y a doncexistence et unicité de la solution du problème
(3.4.29). Appliquons le théorème de Kuhn-Tucker pour la détermination de cette solution. On a :

∇g(x, y) =

(
−1
−1

)

et∇f(x, y) =

(
2x
2y

)

.

Il existe doncλ ∈ IR+ tel que : 





2x− λ = 0,
2y − λ = 0,

λ(1 − x− y) = 0,
1 − x− y ≤ 0,

λ ≥ 0.

Par la troisième équation de ce système, on déduit queλ = 0 ou1−x−y = 0. Or siλ = 0, on ax = y = 0 par les
première et deuxième équations, ce qui est impossible en raison de la quatrième. On en déduit que1− x− y = 0,
et donc, par les première et deuxième équations,x = y = 1

2 .

Exercice 3.6 page 159 (Exemple d’opérateur de projection)

2. SoitpK l’opérateur de projection définie à la proposition 3.44 page143, il est facile de montrer que, pour tout
i = 1, . . . , N, :
(pK(y))i = yi si yi ∈ [αi, βi],
(pK(y))i = αi si yi < αi,
(pK(y))i = βi si yi > βi,

ce qui entraîne

(pK(y))i = max(αi,min(yi, βi)) pour touti = 1, . . . , N.
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Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Introduction

On s’intéresse ici à la résolution numérique d’équations différentielles avec conditions initiales (ou problème de
Cauchy) :

{
x′(t) = f(x(t), t) t > 0,
x(0) = x̄0.

(4.1.1)

où f est une fonction deIRN × IR à valeurs dansIRN , avecN ≥ 1. L’inconnue est la fonctionx de IR dans
IRN . Souvent,t représente le temps, et on cherche doncx fonction deIR+ à valeurs dansIRN . On a donc affaire
à un système différentiel d’ordre 1. De nombreux exemples deproblèmes s’écrivent sous cette forme. Citons
entre autres les lois qui régissent la cinétique d’un ensemble de réactions chimiques, ou encore les équations
régissant la dynamique des populations. Notons qu’un système différentiel faisant intervenir des différentielles
d’ordre supérieur peut toujours s’écrire sous la forme (4.1.1). Prenons par exemple l’équation du second ordre
décrivant le comportement de l’amortisseur d’une voiture :







my′′ + cy′ + ky = 0,
y(0) = x̄0,
y′(0) = 0.

(4.1.2)

où m est la masse de la voiture,c le coefficient d’amortissement etk la force de rappel. L’inconnuey est le
déplacement de l’amortisseur par rapport à sa position d’équilibre. Pour se ramener à un système d’ordre 1, on
posex1 = y, x2 = y′, et le système amortisseur s’écrit alors, avec comme inconnuex = (x1, x2)

t :

{
x′(t) = f(x(t), t),
x(0) = (x̄0, 0)t,

avecf(x, t) =

(
x2,

− 1

m
(cx2 + kx1)

)

. (4.1.3)

On rappelle que par le théorème de Cauchy-Lipschitz, sif ∈ C1(IRN × IR, IRN) alors il existeTM > 0 et
x ∈ C2([0, TM [, IRN ) solution maximale de (4.1.1), c’est–à–dire quex est solution de (4.1.1) sur[0, TM [, et que
s’il existeα > 0 et y ∈ C2([0, α[, IRN ) solution de (4.1.1) sur[0, α[ alorsα ≤ TM et y = x sur [0, α[. De plus,
par le théorème d’explosion en temps fini, siTM < +∞ alors|x(t)| → +∞ quandt→ TM .

Remarque 4.1 (Hypothèse surf ) En fait, pour avoir existence et unicité d’une solution maximale de(4.1.1), on
peut affaiblir l’hypothèsef ∈ C1(IRN× IR, IRN ) en f ∈ C(IRN × IR, IRN) qui soit “lipschitzienne sur les
bornés", c’est–à–dire qui vérifie :

∀A > 0, ∃MA ∈ IR+ tel que∀t ∈ [0, T [, ∀(x, y) ∈ BA ×BA,
|f(x, t) − f(y, t)| ≤MA|x− y|. (4.1.4)
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où |.| désigne une norme surIRN etBA la boule de centre 0 et de rayonA. Il est clair que sif ∈ C1(IRN×
IR, IRN ) alorsf vérifie(4.1.4), alors qu’elle n’est évidemment pas forcément globalementlipschitzienne (prendre
f(x) = x2 pour s’en convaincre). De même la propriété(4.1.4)est encore vérifiée sif est “C1 par morceaux",
propriété toutefois délicate à démontrer dans le cas général.

Exemple 4.2 On supposeN = 1 ; soit la fonctionf définie parf(z, t) = z2. On considère le problème de
Cauchy :

{
dx

dt
(t) = x2(t)

x(0) = 1

La fonctionf est de classeC1, donc lipschitzienne sur les bornés (mais pas globalement lipschitzienne). On peut
donc appliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz qui nous donne existence et unicité d’une solution maximale. On
cherche alors à calculer une solution locale. Un calcul simple donnex(t) = 1

1−t , et cette fonction tend vers+∞
lorsquet tend vers1−. On en déduit que le temps maximal de la solution estTM = 1, et on a donc comme solution
maximalex(t) = 1

1−t t ∈ [0, 1[.

Exemple 4.3 Supposons quef ∈ C1(IRN × IR, IRN ), et soitx la solution maximale de(4.1.1)sur [0, TM [. On
suppose que pour tout0 < T < +∞, il existeaT > 0 etbT > 0 tels que

|f(z, t)| ≤ aT |z| + bT ∀z ∈ IRN , ∀t ∈ [0, T ]

On a donc :x′(t) ≤ aT |x(t)| + bT pour toutt, en intégrant entre 0 ett, on obtient :

x(t) ≤ aT

∫ t

0

|x(s)|ds + +bT t+ x̄0,

et donc :

|x(t)| ≤ aT

∫ t

0

|x(s)|ds + |bT |T + |x̄0|, ∀t ∈ [0, T [.

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall1 à la fonctiont 7→ |x(t)|. On obtient que :|x(t)| ≤ (|bT |T +
|x̄0|)eaT t pour tout t ∈ [0, T [. On en déduit quex reste bornée sur tout intervalle[0, T ], T ∈ IR. Le temps
d’existenceTM est donc égal à+∞.

Dans de nombreux cas, il n’est pas possible d’obtenir une expression analytique de la solution de (4.1.1). L’objet
de ce chapitre est de présenter des méthodes pour obtenir dessolutions (numériques) approchées de la solution de
(4.1.1). Plus précisément, on adopte les notations et hypothèses suivantes :

Notations et hypothèses :






Soitf vérifiant l’hypothèse (4.1.4))
et soitx solution maximale de (4.1.1) (définie sur[0, TM [),
on se donneT ∈]0, TM [, on cherche à calculerx sur [0, T ],

oùx ∈ C1([0, T ], IRN ) est solution de (4.1.1).
On se donne une discrétisation de[0, T ], i.e.n ∈ IN et
(t0, t1, . . . , tn) ∈ IRn+1 tels que0 < t0 < t1 < . . . < tn = T.
On posehk = tk+1 − tk, ∀k = 0, . . . , n− 1,
eth = max{h0, . . . , hn−1}. Pourk = 1, . . . n, on cherchexk

valeur approchée dex(tk) = x̄k,
et on appelleek = x̄k − xk l’erreur de discrétisation.

(4.1.5)

1On rappelle que le lemme de Gronwall permet de dire que siϕ ∈ C([0, T ], IR+) est telle queϕ(t) ≤ α
R t
0 ϕ(s)ds + β, avecα ≥ 0,

β > 0 alorsϕ(t) ≤ βeαt pourt ∈ [0, T ].
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On cherche alors une méthode qui permette le calcul dexk, pourk = 1, . . . , n, et telle que la solution approchée
ainsi calculée converge, en un sens à définir, vers la solution exacte. On cherchera de plus à évaluer l’erreur de
discrétisationek, et plus précisément, à obtenir des estimations d’erreur dela forme|ek| ≤ Chα, oùC ne dépend
que de la solution exacte (et pas deh) ; α donne alors l’ordre de la convergence.
On étudiera ici les méthodes de discrétisation des équations différentielles dits “schéma à un pas" qui s’écrivent
sous la forme suivante :

Définition 4.4 (Schéma à un pas)Avec les hypothèses et notations(4.1.5), on appelle schéma à un pas pour la
résolution numérique de(4.1.1), un algorithme de construction des valeurs(xk)k=1,n qui s’écrit sous la forme
suivante : 





x0 donné (approximation dēx0)

xk+1 − xk

hk
= φ(xk, tk, hk), k = 0, . . . n− 1,

(4.1.6)

oùφ est une fonction deIRN × IR+ × IR+ à valeurs dansIR.

Dans la définition du schéma (4.1.6), il est clair que le termexk+1−xk

hk
est obtenu en cherchant une approximation

dex′(tk) et queφ(xk, tk, hk) est obtenu en cherchant une approximation def(xk, tk). Le schéma numérique est
défini par cette fonctionφ.

Exemples :

1. Schéma d’Euler expliciteLe schéma d’Euler explicite est défini par (4.1.6) avec la fonction φ très simple
suivante :

φ(xk, tk, hk) = f(xk, tk). (4.1.7)

2. Schéma Euler implicite







x0 donné

xk+1 − xk

hk
= f(xk+1, tk+1). k = 0, . . . n− 1,

(4.1.8)

On remarque que dans le schéma d’Euler implicite, le calcul de xk+1 n’est pas explicite, il est donné de
manière implicite par (4.1.6) (d’où le nom du schéma). La première question à se poser pour ce type de
schéma est l’existence dexk+1. On montrera au théorème 4.15 que si l’hypothèse suivante est vérifiée :

D1f(y, t)z · z ≤ 0 ∀y ∈ IRN , ∀z ∈ IRN , ∀t ≥ 0, (4.1.9)

alorsxk+1 calculé par (4.1.8) est bien défini en fonction dexk, tk, ethk. On peut donc bien écrire le schéma
(4.1.8) sous la forme (4.1.6) avec

xk+1 − xk

hk
= φ(xk, tk, hk),

bien que la fonctionφ ne soit définie ici qu’implicitement et non explicitement. Sous l’hypothèse (4.1.9),
ce schéma entre donc bien dans le cadre des schémas (4.1.6) étudiés ici ; néanmoins, une propriété supplé-
mentaire dite de “stabilité inconditionnelle", est vérifiée par ce schéma. Cette propriété peut s’avérer très
importante en pratique et justifie une étude séparée (voir section 4.6).
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4.2 Consistance, stabilité et convergence

Définition 4.5 (Consistance)On se place sous les hypothèses et notations(4.1.5)et on étudie le schéma(4.1.6).

1. Pourk = 0, . . . , n, on définit l’erreur de consistance du schéma(4.1.6)entk par :

Rk =
xk+1 − xk

hk
− φ(xk, tk, hk). (4.2.10)

2. Le schéma est consistant si

max{|Rk|, k = 0 . . . n− 1} → 0 lorsqueh→ 0. (4.2.11)

3. Soitp ∈ IN∗, le schéma est consistant d’ordrep s’il existeC ∈ IR+ ne dépendant que def ,T , x̄0 (et pas de
h) tel que|Rk| ≤ Chp, ∀k = 1, . . . , n− 1.

Donnons maintenant une condition nécessaire surφ pour que le schéma (4.1.6) soit consistant.

Proposition 4.6 (Caractérisation de la consistance)Sous les hypothèses et notations(4.1.5), si φ ∈ C(IRN ×
IR+ × IR+, IR

N ) et siφ(z, t, 0) = f(z, t) pour toutz ∈ IRN et pour toutt ∈ [0, T ], alors le schéma(4.1.6)est
consistant.

DémonstrationCommex ∈ C1([0, T ], IRN ) est la solution exacte de (4.1.1), on peut écrire que

x(tk+1) − x(tk) =

∫ tk+1

tk

x′(s)ds =

∫ tk+1

tk

f(x(s), s)ds.

On en déduit que

Rk =
x(tk+1) − x(tk)

hk
− φ(xk, tk, hk) =

1

hk

∫ tk+1

tk

(f(x(s), s) − φ(xk, tk, hk))ds.

Soitε > 0, commef est continue etφ(xk, tk, 0) = f(xk, tk), il existeη1 tel que sihk ≤ η1 alors :|φ(xk, tk, hk)−
f(xk, tk)| ≤ ε. On a donc par inégalité triangulaire,

|Rk| ≤ ε+
1

hk

∫ tk+1

tk

|f(x(s), s) − f(xk, tk)|ds.

La fonctions 7→ f(x(s), s) est continue et donc uniformément continue sur[tk, tk+1]. Il existe doncη2 tel que si
h ≤ η2, alors

1

hk

∫ tk+1

tk

|f(x(s), s) − f(xk, tk)|ds ≤ ε.

On a ainsi montré que sih ≤ min(η1, η2), alors|Rk| ≤ 2ε, ce qui termine la preuve de la proposition.

Notons que pour obtenir une consistance d’ordrep > 1, il est nécessaire de supposer que la solutionx de (4.1.1)
est dansCp(IR+, IR

N ).

Définition 4.7 (Stabilité) Sous les hypothèses(4.1.5), on dit que le schéma(4.1.6)est stable s’il existeh∗ > 0 et
R ∈ IR+ tels quexk ∈ BR pour toutk = 0, . . . , N et pour touth ∈ [0, h∗[, oùBR désigne la boule de centre 0
et de rayonR. On dit que le schéma est inconditionnellement stable si de plus,h∗ = +∞.

Définition 4.8 (Convergence)On se place sous les hypothèses et notations(4.1.5).
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1. Le schéma(4.1.6)est convergent si, lorsqu’on suppose|e0| = 0, on a

max
k=0,...,n

|ek| → 0 lorsqueh→ 0.

2. Soitp ∈ IN∗, le schéma est convergent d’ordrep s’il existeC ∈ IR+ ne dépendant que def ,T , x̄0 (et pas de
h) tel que si on suppose|e0| = 0, alors

max
k=0,...,n

|ek| ≤ Chp.

Nous donnons à présent une notion de stabiité souvent utilisée dans les ouvrages classiques, mais qui ne semble
pas être la plus efficace en termes d’analyse d’erreur (voir remarque 4.14.

Définition 4.9 (Stabilité par rapport aux erreurs) Sous les hypothèses et notations(4.1.5), on dit que le schéma
(4.1.6)est stable par rapport aux erreurs s’il existeh∗ ∈ IR∗

+ etK ∈ IR+ dépendant dēx0, f etφ (mais pas de
h) tels que sih ≤ h∗ et si

xk+1 = xk + hkφ(tk, xk, hk),
yk+1 = yk + hkφ(tk, yk, hk) + εk,

pourk = 0, . . . , n− 1, (4.2.12)

où (εk)k∈IN ⊂ IR+ est donnée, alors

|xk − yk| ≤ K(|x0 − y0| +
k−1∑

i=0

|εi|), pour toutk = 0, . . . , n− 1.

On peut alors énoncer le théorème de convergence suivant, dont la démonstration, très simple, fait partie de l’exer-
cice 90 page 190.

Théorème 4.10 (Convergence)Sous les hypothèses et notations(4.1.5), on suppose que le schéma(4.1.6)est
stable par rapport aux erreurs au sens de la définition 4.9 et qu’il est consistant d’ordrep au sens de la définition
4.2.10. Alors il existeK ∈ IR+ ne dépendant que dēx0, f etφ (mais pas deh) tel que|ek| ≤ Khp + |e0|, pour
toutk = 0, . . . , n.

Comme on l’a dit dans la remarque 4.14, ce théorème est d’une portée moins générale que le théorème 4.12 car il
n’est pas toujours facile de montrer la stabilité par rapport aux erreurs, en dehors de la condition suffisante donnée
dans la proposition qui suit, et qui est rarement vérifiée en pratique.

Proposition 4.11 (Condition suffisante de stabilité)Sous les hypothèses et notations(4.1.5), une condition suff-
isante pour que le schéma(4.1.6)soit stable par rapport aux erreurs est que

∃h∗ > 0, ∃M > 0; ∀(x, y) ∈ IRN × IRN , ∀h < h∗, ∀t ∈ [0, T ],
|φ(x, t, h) − φ(y, t, h)| ≤M |x− y|. (4.2.13)

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice (exercice 90 page 190).

4.3 Théorème général de convergence

Théorème 4.12On se place sous les hypothèses et notations(4.1.5).

1. On suppose que le schéma(4.1.6)est consistant d’ordrep (i.e. il existep ∈ IN∗ etC ∈ IR+ ne dépendant
que deT , f , x̄0 tel que|Rk| ≤ Chp.)
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2. On suppose qu’il existeh∗ > 0 tel que pour toutA ∈ IR∗

+, il existeMA > 0 tel que

∀(y, z) ∈ BA ×BA, ∀t ∈ [0, T ], ∀h ∈ [0, h∗],
|φ(y, t, h) − φ(z, t, h)| ≤MA|y − z|, (4.3.14)

oùBA désigne la boule de rayonA. (Noter que cette hypothèse surφ est semblable à l’hypothèse(4.1.4)
“Lipschitz sur les bornés" faite surf dans la remarque 4.1 page 178).

Alors il existeh∗∗ > 0 (h∗∗ ≤ h∗), ε > 0, etK > 0 (ne dépendant que def ,x̄0,T ,h∗,MA) tels que si

0 < h ≤ h∗∗ et |e0| ≤ ε,

alors

1. le schéma est “stable", au sens oùxk ∈ B2A pour toutk = 0, . . . n, avecA = max{|x(t)|, t ∈ [0, T ]} <
+∞.

2. le schéma converge, et plus précisément, on a l’estimation d’erreur suivante :|ek| ≤ K(hp + |e0|), pour
toutk = 0, . . . , n. (En particulier sie0 = 0 on a|ek| ≤ Khp doncektend vers 0 au moins commehp.)

Démonstration : Soitx ∈ C1([0, T ], IRN ) solution de (4.1.1), et soitA = max{|x(t)|, t ∈ [0, T ]} < +∞ (carx
est continue et[0, T ] est compact). On a donc̄xk ∈ BA = {y ∈ IRN , |y| ≤ A}.
On va “parachuter" ici un choix deε et h∗∗ qui permettront de montrer le théorème par récurrence surk, on
montrera dans la suite de la démonstration pourquoi ce choixconvient. On choisit :

1. h∗∗ > 0 tel queCeT (M2A+1)(h∗∗)p ≤ A

2
, oùM2A est la constante de Lipschitz deφ surB2A dans l’hy-

pothèse (4.3.14),

2. ε > 0 tel queeTM2Aε ≤ A

2
.

On va maintenant montrer par récurrence surk que sih ≤ h∗∗ et |e0| ≤ ε, alors :
{

|ek| ≤ αkh
p + βk|e0|,

xk ∈ B2A,
, (4.3.15)

avecαk = CetkM2A (1 + h0) . . . (1 + hk−1) etβk = etkM2A . (4.3.16)

Si on suppose (4.3.15) vraie, on peut terminer la démonstration du théorème : en effet pourx ≥ 0, on a1+x ≤ ex,
et donc :

(1 + h0)(1 + h1) . . . (1 + hk−1) ≤ eh0+h1+···hk−1 = etk ≤ eT .

On en déduit que
αk ≤ CeTM2AeT = CeT (M2A+1), et queβk ≤ eTM2A .

On déduit alors de (4.3.15) et (4.3.16) que

|ek| ≤ CeT (M2A+1)hp + eTM2A |e0|
≤ K(hp + |e0|) avecK = max(CeT (M2A+1), eT (M2A),

et quexk ∈ B2A. Il ne reste donc plus qu’à démontrer (4.3.15) par récurrencesurk.
– Pourk = 0, les formules (4.3.16) donnentα0 = C etβ0 = 1. Or on a bien|e0| ≤ α0h

p + |e0| carC ≥ 0. De
plus, par définition dee0, on ax0 = x̄0 − e0, et donc :|x0| ≤ |x̄0| + |e0| ≤ A + ε ≤ A + A

2 ≤ 2A car, par
hypothèseεeTM2A ≤ A

2 et doncε ≤ A
2 . On en déduit quex0 ∈ B2A.
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– Supposons maintenant que les relations (4.3.15) et (4.3.16) sont vraies jusqu’au rangk et démontrons qu’elles

le sont encore au rangk + 1.
Par définition du schéma (4.1.6) et de l’erreur de consistance (4.2.10), on a :

xk+1 = xk + hkφ(xk, tk, hk)
x̄k+1 = x̄k + hkφ(x̄k, tk, hk) + hkRk.

On a doncek+1 = ek + hk(φ(x̄k, tk, hk) − φ(xk, tk, hk)) + hkRk, ce qui entraîne que

|ek+1| ≤ |ek| + hk|φ(x̄k, tk, hk) − φ(xk , tk, hk)| + hk|Rk|. (4.3.17)

Commexk ∈ B2A et x̄k ∈ BA, en utilisant la propriété (4.3.14) deφ, on a

|φ(x̄k, tk, hk) − φ(xk, tk, hk)| ≤M2A|x̄k − xk|.

De plus, comme le schéma (4.1.6) est supposé consistant d’ordrep, on a|Rk| ≤ Chp. On peut donc déduire de
(4.3.17) que

|ek+1| ≤ |ek|(1 +M2Ahk) + hkCh
p,

et, en utilisant l’hypothèse de récurrence (4.3.15) :

|ek+1| ≤ (1 + hkM2A)(αkh
p + βk|e0|) + hkCh

p.

Comme1 + u ≤ eu pour toutu ≥ 0, ceci entraîne

|ek+1| ≤ ᾱk+1h
p + βk+1|e0|,

où ᾱk+1 = αke
hkM2A + Chk etβk+1 = βke

hkM2A = etk+1M2A . Or

αk = CetkM2A(1 + h0) + · · · (1 + hk−1) ≥ C,

et donc
ᾱk+1 ≤ αk(ehkM2A + hk) ≤ αke

hkM2A(1 + hk),

ce qui entraîne

CetkM2AehkM2A(1 + h0) · · · (1 + hk−1)(1 + hk) = αk+1 cartk + hk = tk+1.

Donc
|ek+1| ≤ αk+1h

p + βk|e0|.
Il reste à montrer quexk+1 ∈ B2A. On a

|xk+1| ≤ |x̄k+1| + |ek+1| ≤ A+ |ek+1| carx̄k ∈ BA.

Or on vient de montrer que|ek+1| ≤ αk+1h
p + βk+1|e0|, et

αk+1 ≤ CeT (M2A+1) et βk+1 ≤ eTM2A .

Donc

|ek+1| ≤ CeT (M2A+1)h∗∗
p

+ eTM2Aε ≤ A

2
+
A

2

car on a choisih∗∗ et ε pour !. . . On a donc finalement|xk+1| ≤ A+A, c’est–à–direxk+1 ∈ B2A.
On a donc bien montré (4.3.15) pour toutk = 0, . . . n. Ce qui donne la conclusion du théorème.
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Remarque 4.13Dans le théorème précédent, on a montré quexk ∈ B2A pour toutk = 1, . . . n. Ceci est un
résultat destabilité (c’est–à–dire une estimation sur la solution approchée ne dépendant que des donnéesT , x̄0, f
etφ (ne dépend pas du pas de discrétisationh)) conditionnelle, car on a supposé pour le démontrer queh ≤ h∗∗,
oùh∗∗ ne dépend que deT , x̄0, f etφ.

Remarque 4.14 (Sur la démonstration du théorème de convergence)
Dans la plupart des ouvrages d’analyse numérique, la convergence des schémas de discrétisation des équations
différentielles est obtenue à partir de la notion de consistance et de la notion de stabilité par rapport aux erreurs
(vue au paragraphe précédent, voir définition 4.9, et souvent appelée stabilité tout court). Il est en effet assez facile
de voir (cf exercice 90 page 190) que si le schéma(4.1.6)est consistant d’ordrep et stable par rapport aux erreurs
comme défini dans la définition 4.9, alors il est convergent, et plus précisément,|ek| ≤ K(hp + |e0|), pour tout
k = 0, . . . , n.

Il y a deux avantages à utiliser plutôt le théorème précédent. D’une part, ce théorème est d’une portée très générale
et s’applique facilement à de nombreux schémas, comme on le verra sur des exemples (voir section 4.4).
D’autre part la preuve de convergence par la notion de stabilité par rapport aux erreurs présente un défaut ma-
jeur : la seule condition suffisante qu’on connaisse en général pour montrer qu’un schéma est stable par rapport
aux erreurs est que la fonctionφ(., t, h) soit globalement lipschitzienne pour toutt ∈ [0, T ] et pour touth ∈ [0, h∗]
(voir proposition 4.11). Ceci revient à dire, dans le cas du schéma d’Euler explicite par exemple, quef est glob-
alement lipschitizienne. Cette hypothèse est très forte etrarement vérifiée en pratique. Bien sûr, comme la solution
x de (4.1.1)est bornée sur[0, T ], x vit dans un compact et on peut toujours modifierf sur le complémentaire de
ce compact pour la rendre globalement lipschitzienne. Cependant, cette manipulation nécessite la connaissance
des bornes de la solution exacte, ce qui est souvent loin d’être facile à obtenir dans les applications pratiques.

4.4 Exemples

On se place sous les hypothèses (4.1.5) et on étudie le schéma(4.1.6). On donne quatre exemples de schémas de
la forme (4.1.6) :

Exemple 1Euler expliciteOn rappelle que le schéma s’écrit (voir (4.1.7)) :

xk+1 − xk

hk
= f(xk, tk),

On a doncφ(xk, tk, hk) = f(xk, tk).

On peut montrer (voir exercice 89 page 190) que :
– sif ∈ C1(IRN × IR+, IR

N ), le schéma est consistant d’ordre 1,
– le théorème 4.12 s’applique|ek| ≤ K(h + |e0|) pourh < h∗∗. (La convergence est assez lente, et le

schéma n’est stable que conditionnellement.)

Exemple 2Euler amélioréLe schéma s’écrit :

xk+1 − xk

hk
= f

(

xk +
hk

2
f(xk, tk), tk +

hk

2

)

= φ(xk, tk, hk) (4.4.18)

– six ∈ C2(IR+, IR
N ),le schéma est consistant d’ordre 2,

– le théorème 4.12 s’applique et|ek| ≤ K(h2 + |e0|) pourh ≤ h∗∗.

La convergence est plus rapide.

Exemple 3Heun
xk+1 − xk

hk
=

1

2
f(xk, tk) +

1

2
[f(xk + hkf(xk, tk), tk+1)]. (4.4.19)
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– six ∈ C2(IR+, IR

N ), le schéma est consistant d’ordre 2,
– Le théorème 4.12 s’applique et|ek| ≤ K(h2 + |e0|), pourh ≤ h∗∗.

Exemple 4RK4 (Runge et Kutta, 1902) Les schémas de type Runge Kutta peuvent être obtenus en écrivant l’équa-

tion différentielle sous la formēxk+1 − x̄k =

∫ tk+1

tk

f(x(t), t)dt, et en construisant un schéma numérique à

partir des formules d’intégration numérique pour le calculapproché des intégrales. Le schéma RK4 s’obtient
à partir de la formule d’intégration numérique de Simpson :
A xk connu,

xk,0 = xk

xk,1 = xk +
hk

2
f(xk,0, tk)

xk,2 = xk +
hk

2
f(xk,1, tk +

hk

2
)

xk,3 = xk + hkf(xk,2, tk +
hk

2
)

xk+1 − xk

hk
=

1

6
f(xk,0, tk) +

1

3
f(xk,1, tk +

hk

2
)

+
1

3
f(xk,2, tk +

hk

2
) +

1

6
f(xk,3, tk+1)

= φ(xk, tk, hk)

On peut montrer (avec pas mal de calculs. . . ) que six ∈ C4([0, T ]) alors le schéma est consistant d’ordre 4.
Le théorème 4.12 s’applique et|ek| ≤ K(h4 + |e0|), pourh ≤ h∗∗.

4.5 Explicite ou implicite ?

On lit souvent que “les schémas implicites sont plus stables". Il est vrai que lorsque la condition (4.1.9) donnée
plus haut est vérifiée, le schéma d’Euler implicite (4.1.8) est inconditionnellement stable, comme nous le verrons
dans la section suivante. Il est donc naturel de le préférer au schéma explicite pour lequel on n’a qu’un résultat de
stabilité conditionnelle. Cependant, dans le cas général,le choix n’est pas si évident, comme nous allons le voir
sur des exemples, en étudiant le comportement respectif desschémas d’Euler explicite et implicite.

4.5.1 L’implicite gagne...

Prenons d’abordf(x, t) = −x,N = 1 etx0 = 1. L’équation différentielle est donc :

{
dx

dt
= −x(t),

x(0) = 1,

dont la solution est clairement donnée parx(t) = e−t.On suppose que le pas est constant, c’est–à–direhk = h ∀k.
Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas :

xk+1 = xk − hxk = (1 − h)xk et donc
xk = (1 − h)k, ∀k = 0, . . . , n, avecnh = T.

(4.5.20)

(On a doncn points de discrétisation.) La valeurxk est censée être une approximation dex(tk) = e−tk , et de fait,
on remarque que pourn = T

h , on a

xn = (1 − h)T/h → e−T quandh→ 0.
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Lorsqu’on cherche par exemple à obtenir le comportement de la solution d’une équation différentielle “dans les
grands temps", on peut être amené à utiliser des pas de discrétisation relativement grands. Ceci peut être aussi le
cas dans des problèmes de couplage avec d’autres équations,les “échelles de temps" des équations pouvant être
très différentes pour les différentes équations. Que se passe-t-il dans ce cas ? Dans le cas de notre exemple, si on
prendh = 2, on obtient alorsxk = (−1)k, ce qui n’est clairement pas une bonne approximation de la solution. Un
des problèmes majeurs est la perte de la positivité de la solution. Dans un problème d’origine physique oùx serait
une concentration ou une densité, il est indispensable que le schéma respecte cette positivité. On peut noter que
ceci n’est pas en contradiction avec le théorème 4.12 qui donne un résultat de convergence (i.e. de comportement
lorsqueh tend vers 0). Dans l’exemple présent, le schéma d’Euler explicite (4.5.20) ne donne pas une solution
approchée raisonnable pourh grand.

Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée àl’aide du schéma d’Euler implicite (4.1.8), on obtient

xk+1 = xk − hxk+1, c.à.d.xk+1 =
1

1 + h
xk et donc

xk =
1

(1 + h)k
, ∀k = 0, . . . n, avecnh = T.

Dans ce cas, la solution approchée reste “proche" de la solution exacte, et positive, même pour des pas de discréti-
sation grands. On pourrait en conclure un peu hâtivement quele schéma implicite est “meilleur" que le schéma
explicite. On va voir dans l’exemple qui suit qu’une telle conclusion est peu rapide.

4.5.2 L’implicite perd...

On considère maintenant le problème de Cauchy (4.1.1) avecf(y, t) = +y, x̄0 = 1. La solution est maintenant
x(t) = et. Si on prend un pas de discrétisation constant égal àh, le schéma d’Euler explicite s’écrit :

xk+1 = xk + hxk = (1 + h)xk, c.à.d.xk = (1 + h)k.

On a donc
xn = (1 + h)n → eT c.à.d. lorsquen→ +∞.

Contrairement à l’exemple précédent, la solution approchée donnée par le schéma d’Euler explicite reste “raisonnable"
même pour les grands pas de temps.
Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée àl’aide du schéma d’Euler implicite (4.1.8), on obtient

xk+1 = xk + hxk+1, c.à.d.xk+1 =
1

1 − h
xk.

On remarque d’une part que le schéma implicite n’est pas défini pourh = 1, et que d’autre part sih est proche de 1
(par valeurs supérieures ou inférieures), la solution approchée “explose". De plus pour les valeurs deh supérieures
à 1, on perd la positivité de la solution (pourh = 2 par exemple la solution approchée oscille entre les valeurs+1
et -1).
Dans le cadre de cet exemple, le choix explicite semble donc plus approprié.

4.5.3 Match nul

En conclusion de ces deux exemples, il semble que le “meilleur" schéma n’existe pas dans l’absolu. Le schéma de
discrétisation doit être choisi en fonction du problème ; ceci nécessite une bonne compréhension du comportement
des schémas en fonction des problèmes donnés, donc une certaine expérience. . .
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4.6 Etude du schéma d’Euler implicite

On peut écrire le schéma d’Euler implicite sous la forme d’unschéma (4.1.6), si pour toutk = 0 . . . n−1, xk étant
donné, il existexk+1 qui satisfait :

xk+1 − xk

hk
= f(xk+1, tk+1), k = 0, . . . , n− 1.

On va montrer dans le théorème suivant que ceci est le cas si lacondition (4.1.9) qu’on rappelle ici est vérifiée :

D1f(y, t)z · z ≤ 0, ∀y, z ∈ IRN , ∀t ∈ [0, T ].

On montrera aussi que sous cette hypothèse, on obtient un résultat de stabilité inconditionnelle pour le schéma
d’Euler implicite.

Théorème 4.15On se place sous les hypothèses(4.1.5)et (4.1.9). Alors

1. (xk)k=0...n est bien définie par(4.1.8),

2. |ek| ≤ |e0| + h

∫ tk

0

|x′′(s)|ds, ∀k = 0, . . . , n.

Démonstration :

1. Soitϕ la fonction définie de[0, 1] à valeurs dansIRN par ϕ(t) = f((1 − t)y + tz) ; en écrivant que
ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0
ϕ′(s)ds, et en utilisant l’hypothèse (4.1.9), on déduit que :

(f(y, t) − f(z, t), (y − z)) ≤ 0, ∀y, z ∈ IRN , ∀t ∈ [0, T ]. (4.6.21)

On veut alors montrer que sixk, hk, tk sont donnés, il existe un et un seuly tel que
y − xk

hk
= f(y, tk +hk).

A xk et tk fixés, soitF la fonction deIR+ × IRN à valeurs dansIRN définie parF (h, y) = y − xk −
hf(y, tk + h). On considère alors l’équation

F (h, y) = 0. (4.6.22)

Pourh = 0, cette équation admet évidemment une unique solutiony = xk. SoitI = {h̄ ∈ IR∗
+ t.q. (4.6.22)

admette une solution pour touth < h̄}. On va montrer par l’absurde quesup I = +∞, ce qui démontre
l’existence et l’unicité dey solution de (4.6.22).

Supposons quesup I = H < +∞. Montrons d’abord queH est atteint. Soit(hn)n∈IN ⊂ I telle que
hn → H lorsquen→ +∞, alors la suite(yn)n∈IN définie paryn = xk + hnf(yn, tk + hn) est bornée : en
effet,

yn = xk + hn(f(yn, tk + hn) − f(0, tk + h)) + hnf(0, tk + h),

en prenant le produit scalaire des deux membres de cette égalité avecyn et en utilisant (4.6.21) et l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, on obtient que :

|yn| ≤ |xk| +H |f(0, tk + h)|.
Il existe donc une sous-suite(ynk

)k∈IN qui converge vers un certainY lorsquen → +∞. Par continuité de
f , on aY = xk +Hf(Y, tk +H), et doncH = max I.

Montrons maintenant queH ne peut pas être égal àsup I. On applique pour cela le théorème des fonctions
implicites àF définie en (4.6.22). On a bienF (H,Y ) = 0, etD2F (H,Y ) = Id −HD1f(Y, tk +H) est
inversible grâce à l’hypothèse (4.1.9). Donc il existe un voisinage de(H,Y ) sur lequel (4.6.22) admet une
solution, ce qui contredit le fait queH = sup I.
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2. La démonstration de 2 se fait alors par récurrence surk. Pourk = 0 la relation est immédiate. L’hypothèse

de récurrence s’écrit

|ek| ≤ |e0| + h

∫ tk

0

|x′′(s)|ds.

Par définition du schéma (4.1.8) et de l’erreur de consistance, on a :

xk+1 = xk + hkf(xk+1, tk+1),
x̄k+1 = x̄k + hkf(x̄k+1, tk+1) + hkRk.

avec (par intégration par parties)

|Rk| ≤
∫ tk+1

tk

|x′′(s)|ds.

On a donc :

ek+1 = x̄k+1 − xk+1 = x̄k − xk + hk(f(x̄k+1, tk+1) − f(xk+1, tk+1)) + hkRk,

et donc

ek+1 · ek+1 = ek · ek+1 + hkRk · ek+1 + hk(f(x̄k+1, tk+1) − f(xk+1, tk+1)) · ek+1.

Grâce à l’hypothèse (4.1.9) ceci entraîne (par (4.6.21)) que

|ek+1| ≤ |ek| + h|Rk|,

et donc

|ek+1| ≤ |e0| + h

∫ tk

0

|x′′(s)|ds+

∫ tk+1

tk

|x′′(s)|ds = |e0| + h

∫ tk+1

0

|x′′(s)|ds.

Ce qui démontre le point 2.

Remarque 4.16 (Stabilité inconditionnelle du schéma Eulerimplicite) Le schéma d’Euler implicite(4.1.8)est
inconditionnellement stable, au sens où la suite(xk)k=0,...,n est majorée indépendamment deh. En effet :

|ek| ≤ |e0| + T

∫ T

0

|x′′(s)|ds = β,

|xk| ≤ |x̄k| + β ≤ max{|x(s)|, s ∈ [0, T ]}+ β = γ.

4.7 Exercices

Exercice 85 (Condition de Lipschitz et unicité) Corrigé en page 197

Poura ≥ 0, on définit la fonctionϕa : IR+ → IR+ par :ϕa(x) = xa. Pour quelles valeurs dea la fonctionϕa

est-elle lipschitzienne sur les bornés ?

On considère le problème de Cauchy suivant :

y′(t) = ϕa(y(t)), t ∈ [0,+∞[
y(0) = 0.

(4.7.23)

Montrer que siϕa est lipschitzienne sur les bornés alors le problème de Cauchy (4.7.23) admet une solution
unique, et que siϕa n’est pas lipschitzienne sur les bornés alors le problème deCauchy (4.7.23) admet au moins
deux solutions.
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Exercice 86 (Fonctions lipschitziennes sur les bornés)

Les fonctions suivantes sont elles lipschitziennes sur lesbornés ?

1.
ϕ1 : IR → IR

x 7→ min(x2,
√

(x2 + 1)

2.
ϕ2 : IR 2 → IR2

(x, y) 7→ (x2 − xy, |y + 2xy|)
3.

ϕ3 : IR 2
+ → IR2

+

(x, y) 7→ (
√
x+ y, x2 + y2)

Exercice 87 (Loi de Malthus) Corrigé en page 197

On considère une espèce dont la population (i.e. le nombre d’individus) a doublé en 100 ans et triplé en 200 ans.
Montrer que cette population ne peut pas satisfaire la loi deMalthus (on rappelle que la loi de Malthus s’écrit
p′(t) = ap(t) aveca > 0 indépendant de t).

Exercice 88 (Histoire de sardines)Corrigé en page 197

Une famille de sardines tranquillement installées dans leseaux du Frioul a une population qui croît selon la loi de
Malthus,p′(t) = 4p(t) où t est exprimé en jours. A l’instantt = 0, un groupe de bonites voraces vient s’installer
dans ces eaux claires, et se met à attaquer les pauvres sardines. Le taux de perte chez ces dernières s’élève à
10−4p2(t) par jour, oùp(t) est la population des sardines au tempst. De plus, au bout d’un mois de ce traitement,
suite au dégazement intempestif d’un super tanker au large du phare du Planier, les sardines décident d’émigrer
vers des eaux plus claires au rythme de 10 pour cent de la population par jour (on supposera que les bonites sont
insensibles au gas oil, et donc que le nombre de bonites resteconstant...).

1. Modifier la loi de Malthus pour prendre en compte les deux phénomènes.

2. En supposant qu’àt = 0 le nombre de sardines est de 1 million, calculer le nombre de sardines pourt > 0. Quel
est le comportement dep(t) à l’infini ?

Exercice 89 (Consistance et ordre des schémas)Corrigé en page 198

On reprend les hypothèses et notations (4.1.5).

1. On suppose quef ∈ C1(IRN × IR+, IR
N ). Montrer que le schéma d’Euler explicite s’écrit (4.1.7)) est

consistant et convergent d’ordre 1.

2. On suppose quef ∈ C1(IRN × IR+, IR
N ). Montrer que les schémas d’Euler amélioré (4.4), et de Heun

(4.4) sont consistants et convergents d’ordre 2.

3. On suppose quef ∈ C4(IRN × IR+, IR
N ).Montrer que le schéma RK4 est consistant et convergent d’ordre

4 (pour les braves. . . )

4. On suppose quef ∈ C1(IRN × IR+, IR
N ).Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre

1.

Exercice 90 (Stabilité par rapport aux erreurs et convergence) Corrigé donné en page 200

On se place sous les hypothèses et notations (4.1.5) page 179, et on considère le schéma (4.1.6) page 180 pour la
résolution numérique de l’équation différentielle (4.1.1) page 178.
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1. Montrer que si le schéma (4.1.6) est stable par rapport auxerreurs au sens de la définition 4.9 page 182, et

qu’il est consistant d’ordrep au sens de la définition 4.5 page 181, alors il existeK ∈ IR+ ne dépendant que
de x̄0, f etφ (mais pas deh) tel que|ek| ≤ Khp + |e0|, pour toutk = 0 . . . n. En déduire que sie0 = 0 le
schéma converge.

2. Montrer que siφ est globalement lipschitzienne, c.à.d. si

∃h∗ > 0, ∃M > 0; ∀(x, y) ∈ IRN × IRN , ∀h < h∗, ∀t ∈ [0, T ],
|φ(x, t, h) − φ(y, t, h)| ≤M |x− y|,

alors le schéma est stable par rapport aux erreurs.

Exercice 91 (Schéma d’ordre 2)

Soitf ∈ C2(IRN × IR, IRN ),N ≥ 1, x̄0 ∈ IRN , et soitx solution maximale de(E) (définie sur[0, TM [) :

{
dx

dt
(t) = f(x(t), t), t > 0,

x(0) = x̄0.
(E)

On se donneT ∈]0, TM [, et une discrétisation de[0, T ], définie parn ∈ IN et (t0, t1, . . . , tn) ∈ IRn+1 tels que
0 = t0 < t1 < . . . < tn = T. On posehk = tk+1 − tk, ∀k = 0, . . . , n− 1.
On considère le schéma de discrétisation

{
x0 donné (approximation dēx0),
xk+1−xk

hk
= 1

2 [f(xk, tk) + f(xk + hkf(xk, tk), tk+1)], k = 0, . . . n− 1,

pour la résolution numérique de l’équation différentielle(E). Montrer que ce schéma est convergent d’ordre 2.

Exercice 92 (Algorithme du gradient à pas fixe et schéma d’Euler)

Soit f ∈ C2(IRN , IR) strictement convexe et t.q.f(x) → ∞ quand|x| → ∞. Soitx0 ∈ IRN . On considère les 2
problèmes :

x ∈ IRN ,

f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ IRN ,
(4.7.24)

dx

dt
(t) = −∇f(x(t)), t ∈ IR+,

x(0) = x0.
(4.7.25)

1. Montrer que l’algorithme du gradient à pas fixe (de pas notéρ) pour trouver la solution de (4.7.24) (avec
point de départx0) est le schéma d’Euler explicite pour la résolution approchée de (4.7.25) (avec pas de
tempsρ).

2. Montrer qu’il existe un uniquex solution de (4.7.24).

3. Montrer que (4.7.25) admet une et une seule solution surIR+ et que cette solution converge versx (solution
de (4.7.24)) quandt→ ∞.

4. Expliciter le casf(x) = (1/2)Ax · x− b · x avecA symétrique définie positive etb ∈ IRN .

Exercice 93 (Méthode de Taylor) Corrigé en page 200
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Soitf ∈ C∞(IR × IR, IR), et x̄0 ∈ IR, on considère le problème de Cauchy (4.1.1), dont on chercheà calculer la
solution sur[0, T ], oùT > 0 est donné. On se donne un pas de discrétisationh = T

n , avecn ≥ 1.

Dans toute la suite, on notex(k) la dérivée d’ordrek dex, ∂k
i f la dérivée partielle d’ordrek def par rapport à la

i-ème variable,∂k
i ∂

ℓ
jf la dérivée partielle def d’ordrek par rapport à lai-ème variable et d’ordreℓ par rapport à

la j-ème variable (on omettra les symbolesk et ℓ lorsquek = 1 ou ℓ = 1).
On définitf (m) ∈ C∞(IR × IR, IR) par

f (0) = f,

f (m+1) =
(
∂1f

(m)
)
f + ∂2f

(m), pourm ≥ 0.
(4.7.26)

1. Montrer que pour toutm ∈ IN, la solutionx du problème de Cauchy (4.1.1) satisfait :

x(m+1)(t) = f (m)(x(t), t).

2. Calculerf (1) etf (2) en fonction des dérivées partielles∂1f , ∂2f ,∂1∂2f , ∂2
1f , ∂2

2f , et def .

On définit pourp ≥ 1 la fonctionψp deIR × IR à valeurs dansIR par

ψp(y, t, h) =

p−1
∑

j=0

hj

(j + 1)!
f (j)(y, t).

Pourk = 1, . . . , n, on notetk = kh. On définit alors la suite(xk)k=0,n+1 ⊂ IR par

{
x0 = x̄0,
xk+1 = xk + hψp(xk, tk, h), pourk = 1, . . . , n.

(4.7.27)

3. Montrer que dans le casp = 1, le système (4.7.27) définit un schéma de discrétisation vu en cours, dont on
précisera le nom exact.

4. On suppose, dans cette question uniquement, quef(y, t) = y pour tout(y, t) ∈ IR × IR, et quex̄0 = 1.

4.a/ Calculerψp(y, t, h) en fonction dey eth.

4.b/ Montrer quexk =





p
∑

j=0

hj

j!





k

, pourk = 1, . . . , n.

4.c/ Montrer que|xk − x(tk)| ≤ hp

(p+ 1)!
tke

tk .

5. On revient au cas généralf ∈ C∞(IR×IR, IR). Montrer que le schéma (4.7.27) est consistant d’ordrep. Montrer
qu’il existe h̄ > 0, etC > 0 ne dépendant que dēx0, T et f , tels que si0 < h < h̄, alors|xk − x(tk)| ≤ Chp,
pour toutk = 0, . . . , n+ 1.

Exercice 94 (Schéma d’Euler implicite)

Soit f ∈ C1(IR, IR) telle quef(y) < 0 pour touty ∈]0, 1[ et f(0) = f(1) = 0. Soity0 ∈]0, 1[. On considère le
problème suivant :

y′(t) = f(y(t)), t ∈ IR+, (4.7.28)

y(0) = y0. (4.7.29)
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Question 1.
1.1SoitT ∈ IR+ ; on suppose quey ∈ C1([0, T [, IR) est solution de (4.7.28)-(4.7.29). Montrer que0 < y(t) < 1
pour toutt ∈ [0, T [ (On pourra raisonner par l’absurde et utiliser le théorème d’unicité).

1.2 Montrer qu’il existe une unique fonctiony ∈ C1([0,+∞[, IR) solution de (4.7.28)-(4.7.29) et quey est une
fonction strictement positive et strictement décroissante.

Dans les questions suivantes on désigne pary cette unique solution définie sur[0,+∞[.

Question 2.
2.1Montrer quey admet une limiteℓ ∈ IR lorsquet→ +∞.

2.2Montrer queℓ = 0 . (On pourra remarquer que, pour toutt ≥ 0, on ay(t+ 1) = y(t) +
∫ t+1

t
f(y(s))ds).

Question 3. Soit y0 ∈]0, 1[, on cherche à approcher la solution exacte de (4.7.28)-(4.7.29) par le schéma d’Euler
implicite de pash ∈ IR∗

+, qui s’écrit :

yn+1 = yn + hf(yn+1), n ∈ IN. (4.7.30)

3.1 Soita ∈]0, 1[. Montrer qu’il existeb ∈]0, 1[ t.q.

b − a

h
= f(b).

En déduire que poury0 ∈]0, 1[ fixé, il existe(yn)n∈IN solution du schéma d’Euler implicite (4.7.30) telle que
yn ∈]0, 1[ pour toutn ∈ IN.

3.2 Soit (yn)n∈IN une suite construite à la question 3.1. Montrer que cette suite est décroissante et qu’elle tend
vers 0 lorsquen tend vers l’infini.

Question 4. On suppose dans cette question que

f ′(0) = −α < 0

Soitβ ∈]0, α[.

4.1Montrer que pourt suffisamment grand,
f(y(t))

y(t)
< −β.

4.2En déduire qu’il existeC ∈ IR+ t.q.
y(t) ≤ Ce−βt, ∀t ≥ 0.

4.3Montrer qu’il existeC ∈ IR∗
+ t.q. la solution du schéma d’Euler implicite construite à laquestion 3 vérifie :

yn ≤ C
( 1

1 + hβ

)n

, ∀n ∈ IN.

Exercice 95 (Méthodes semi-implicite et explicite) Corrigé en page 202

On s’intéresse dans cet exercice au système différentiel :






x′1(t) = −x1(t) − x1(t)x2(t),

x′2(t) = −x2(t)

x1(t)
,

t > 0, (4.7.31)

avec les conditions initiales
x1(0) = a, x2(0) = b, (4.7.32)

oùa et b appartiennent à l’intervalle]0, 1[.
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1. On posex = (x1, x2)

t. Montrer que le système (4.7.31)-(4.7.32) s’écrit

{
x′(t) = f(x(t)), t > 0,
x(0) = (a, b)t,

(4.7.33)

avecf ∈ C1((IR∗
+)2, IR2).

2. Les questions suivantes sont facultatives : elles permettent de montrer que le système (4.7.33) admet une
solution maximalex ∈ C1([0,+∞[, (IR∗

+)2). Le lecteur pressé par le temps pourra admettre ce résultat et
passer à la question 3.

(a) Montrer qu’il existeα > 0 etx ∈ C1([0, α[, (IR∗
+)2) solution de (4.7.33) (on pourra utiliser, ainsi que

dans la question suivante, le fait quef est lipschitzienne sur tout pavé[ε,A]2 avec0 < ε ≤ A < +∞).

(b) Soitβ > 0, montrer qu’il existe au plus une solution de (4.7.33) appartenant àC1([0, β[, (IR∗
+)2).

(c) Montrer que le système (4.7.33) admet une solution maximalex ∈ C1([0,+∞[, (IR∗
+)2). (Cette ques-

tion est difficile : il faut raisonner par l’absurde, supposer queT < +∞, montrer que dans ce casx
n’est pas solution maximale. . . )

(d) Montrer que la solution maximalex vérifiex ∈ C∞([0,+∞[, (IR∗
+)2).

3. On considère le schéma suivant de discrétisation du système (4.7.31)-(4.7.32) : soitk le pas de discrétisation,
choisi tel que0 < k < 1

2 . 





x
(n+1)
1 − x

(n)
1

k
= −x(n)

1 − x
(n)
1 x

(n+1)
2 ,

x
(n+1)
2 − x

(n)
2

k
= −x

(n+1)
2

x
(n)
1

,

x
(0)
1 = a, x

(0)
2 = b.

(4.7.34)

(a) Montrer par récurrence surn que les suites(x(n)
1 )n∈IN et (x

(n)
2 )n∈IN données par (4.7.34) sont bien

définies, décroissantes et strictement positives.

(b) Montrer que le schéma numérique (4.7.34) s’écrit sous laforme

x(n+1) − x(n)

k
= φ(x(n), k), (4.7.35)

avecx(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 )t, φ ∈ C∞((IR∗

+)2 × IR+, IR
2) etφ(x, 0) = f(x).

(c) (Consistance)
SoitT > 0. Pourn ∈ IN, on notetn = nk. Montrer qu’il existeC(T ) ∈ IR+ tel que

x(tn+1) − x(tn)

k
= φ(x(tn), k) +R

(n)
k , pour toutn tel quenk ≤ T, (4.7.36)

avec|R(n)
k | ≤ C(T )k.

(d) (Stabilité)
SoitT > 0.

(i) Montrer quex(n)
1 ≥ (1 − k − kb)

T
k pour tout entiern tel quenk ≤ T .

(ii) Montrer que
(1 − k − kb)

T
k → e−(1+b)T lorsquek → 0,

et en déduire queinf0<k< 1
2
(1 − k − kb)

T
k > 0.
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(iii) En déduire qu’il existea(T ) > 0 et b(T ) > 0 tels que

{

a(T ) ≤ x
(n)
1 ≤ a,

b(T ) ≤ x
(n)
2 ≤ b,

pour toutn tel quenk ≤ T. (4.7.37)

(e) (Convergence)
SoitT > 0. Montrer qu’il existeD(T ) ∈ IR+ tel que

|x(n) − x(tn)| ≤ D(T )k, pour toutn tel quenk ≤ T. (4.7.38)

En déduire la convergence du schéma (4.7.34).

(f) On remplace maintenant le schéma (4.7.34) par le schéma d’Euler explicite pour le système (4.7.33).
Ecrire ce schéma. Montrer que pour tout pas de discrétisation k > 0, il existe des valeurs den telles
quex(n)

1 ≤ 0 ou x(n)
2 ≤ 0. (On pourra montrer que six(n)

1 > 0 et x(n)
2 > 0 pour toutn ∈ IN, alors

x
(n)
1 tend vers 0 lorsquen tend vers+∞, et donc qu’il existen tel quex(n)

2 ≤ 0, ce qui contredit
l’hypothèse). Commenter.

Exercice 96

Soit f ∈ C2(IRn × IR+, IR
n), T > 0, ety(0) ∈ IRn. On désigne par(., .) le produit scalaire euclidien surIRn et

‖.‖ la norme associée. On suppose que :

∀(y, z) ∈ (IRn)2, (f(y, t) − f(z, t), y − z) ≤ 0. (4.7.39)

On considère le système différentiel :

y′(t) = f(y(t), t)∀t ∈ [0, T [, (4.7.40)

y(0) = y(0). (4.7.41)

1. Montrer que pour touty ∈ IRn et t ∈ [0, T [, on a :

(f(y, t), y) ≤ 1

2
(‖f(0, t)‖2 + ‖y‖2). (4.7.42)

En déduire qu’il existe une unique solutiony ∈ C1([0, T [, IRn) vérifiant (4.7.40)-(4.7.41).

On se propose de calculer une solution approchée dey sur [0, T ]. Pour cela, on considère une discrétisation de
l’intervalle [0, T ] de pas constant, notéh, avech = T

N , oùN ∈ IN∗. Pourk = 0, . . . , N , on notetk = kh, et on se
propose d’étudier l’algorithme suivant, où0 ≤ θ ≤ 1.

y0 ∈ IRn est donné (4.7.43)

yk,1 = yk + θhf(yk,1, tk + θh), pourk = 0, . . . , N − 1, (4.7.44)

yk+1 = yk + hf(yk,1, tk + θh) pourk = 0, . . . , N − 1, (4.7.45)

2. Montrer qu’il existe une unique solution(yk)k=0,...,N ⊂ IRn de (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45).

Pourk = 0, . . . , N − 1, on posey(tk) = yk, oùy est la solution exacte de (4.7.40)-(4.7.41),tk,1 = tk + θh, on
définit ỹk,1 par :

ỹk,1 = yk + θhf(ỹk,1, tk,1), (4.7.46)
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et on définit l’erreur de consistanceRk du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45) au pointtk par :

Rk =
yk+1 − yk

h
− f(ỹk,1, tk,1) (4.7.47)

3. Pourk = 0, . . . , N , on poseyk,1 = y(tk,1), et, pourk = 0, . . . , N − 1 on pose :

R̃k =
1

h
(yk,1 − yk) − θf(yk,1, tk,1). (4.7.48)

Montrer que pour toutk = 0, . . . , N − 1 :

ỹk,1 − yk,1 = θh
(
f(ỹk,1, tk,1) − f(yk,1, tk,1

)
+ hR̃k, (4.7.49)

En déduire qu’il existeC1 ne dépendant que dey et deT t.q. :‖ỹk,1 − yk,1‖ ≤ C1h
2.

4. Montrer qu’il existeC2 ne dépendant que def, y etT t.q.

‖yk+1 − yk − hf(yk, tk,1) − hRk‖ ≤ C2h
3, ∀k = 0, . . . , N − 1. (4.7.50)

5. Déduire des questions précédentes qu’il existeC3 ne dépendant que dey, f etT t.q. :

‖Rk‖ ≤ C3((θ −
1

2
)h+ h2) (4.7.51)

et en déduire l’ordre du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45).

6. Montrer que pour toutk = 1, . . . , N , on a :
(
yk − yk, f(yk,1, tk,1) − f(ỹk,1, tk,1)

)
≤ −θh‖f(yk,1, tk,1) − f(ỹk,1, tk,1)‖2. (4.7.52)

7. Montrer que pour toutk = 0, . . . , N , on a :

‖ek+1 − hRk‖2 = ‖ek‖2 + 2h(f(yk,1, tk,1) − f(ỹk,1, tk,1), ek) + h2‖f(yk,1, tk,1) − f(ỹk,1, tk,1)‖2. (4.7.53)

8. Montrer que siθ ≥ 1
2 , on a :

‖ek‖ ≤ ‖e0‖ + C3(h
2 + (θ − 1

2
)h), ∀k = 1, . . . , N. (4.7.54)

9. Soient(εk)k∈IN ⊂ IRn donnée et(zk)k∈IN ⊂ IRn définie par :

z0 ∈ IRn donné (4.7.55)

zk,1 = zk + θhf(zk,1, tk,1), pourk = 0, . . . , N − 1, (4.7.56)

zk+1 = zk + +εk + hf(zk,1, tk,1) pourk = 0, . . . , N − 1, (4.7.57)

En s’inspirant des questions 6 et 7, montrer que siθ ≥ 1
2 , on a :

‖yk+1 − zk+1 + εk‖2 ≤ ‖yk − zk‖2, (4.7.58)

et en déduire que

‖yk − zk‖ ≤ ‖y0 − z0‖ +
k−1∑

i=0

‖εi‖. (4.7.59)
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4.8 Corrigés

Corrigé de l’exercice 85 page 189 (Condition de Lipschitz etunicité)

Poura ≥ 1, la fonctionϕa : IR+ → IR+ définie par :ϕa(x) = xa est continûment différentiable, et sa dérivée est
ϕ′

a(x) = axa−1. Elle est donc lipschitzienne sur les bornés. Sia = 0, la fonctionϕa est constante et égale à 1, et
donc encore lipschitzienne sur les bornés.
Soit maintenanta ∈]0, 1[, supposons que soit lipschitzienne sur les bornés. Alors, pour toutA > 0, il existe
MA > 0 tel que|ϕa(x)| ≤ MA|x|. Ceci entraîne que la fonctionx 7→ |ϕa(x)

x | est bornée surB(0, A). Mais

|ϕa(x)
x | = |xa−1| → +∞ lorsquex→ 0. Ceci montre que la fonctionϕa n’est pas lipachitzienne sur les bornés si

a ∈]0, 1[.

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, siϕa est lipschitzienne sur les bornés, alors le problème (4.7.23) admet une
unique solution qui est la solution constante et égale à zéro.
Si ϕa est lipschitzienne sur les bornés, i.e. sia ∈]0, 1[, la fonction nulle est encore solution du problème (4.7.23),
mais on peut obtenir une autre solution définie par (calcul élémentaire de séparation de variable) :

ya(t) = [(1 − a)t]
1

1−a .

(Notons que cette fonction n’est définie que poura ∈]0, 1[.)

Corrigé de l’exercice 87 page 190 (Loi de Malthus)

Soit p0 le nombre d’individus au tempst = 0. On a doncp(100) = 2p0, et p(200) = 3p0. Or la loi de Malthus
s’écritp′(t) = ap(t) aveca > 0, et doncp(t) = p0e

at. On a donc

p(100) = p0e
100 a = 2p0

p(200) = p0e
200 a = 3p0,

mais on a aussip(200) = p(100)e100 a, et doncp(200) = 3p0e
100 a. On obtient donc quep(200) = 3p0e

100 a =
p0e

200 a = 3p0, ce qui est vrai si
{
e100 a = 3

2

e200 a = 3.

Ceci est impossible carln 3
2 6= 1

2 ln 3. Donc la population ne peut pas satisfaire la loi de Malthus.

Corrigé de l’exercice 88 page 190 (Histoire de sardines)

1. Pendant le premier mois, le taux d’accroissement de la population est celui de la loi de Malthus(4p(t)) auquel
il faut retrancher les pertes dues auxbonites, soit10−4p2(t). Donc pour0 ≤ t ≤ T = 30, on a :

{
p′1(t) = 4p1(t) − 4 10−4p2

1(t)

p1(0) = p0.

A partir deT = 30, le taux diminue en raison de l’émigration, soit10−1p(t). On a donc :

{
p′2(t) = 4p2(t) − 10−4p2

2(t) − 10−1p2(t), t > 30

p2(30) = p1(30).
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c’est–à–dire : {

p′2(t) = 3.9p2(t) − 10−4p2
2(t), t > 30

p2(30) = p1(30).

2. Les équations à résoudre sont de la forme :
{
x′(t) = ax(t) + bx2(t)
x(0) = ax0.

qui sont du type "Bernoulli". En supposant quex ne s’annule pas (ce qu’on vérifiera a posteriori) on divise par x2,
on posez = 1

x , et on obtient






−z′(t) = az(t) + b

z(0) =
1

x0

Notons qu’on supposex0 6= 0. Si x0 = 0, la solution unique estx(t) ⇐⇒ 0 ∀t ∈ IR+, par le théorème de
Cauchy-Lipschitz. On cherche une solution sous la forme :z(t) = C(t)e−at. On a doncz′(t) = C′(t)e−at −
aC(t)e−at = C′(t)e−at − az(t). Pour quez soit solution, il faut donc que :

−C′(t)e−at = b, soit encoreC′(t) = −beat.

On en déduit queC(t) = − b
ae

at +K oùK ∈ IR. La fonctionz est donc de la formez(t) =
(
− b

ae
+at +K

)
. On

détermineK à l’aide de la condition initialez(0) = 1
x0

, ce qui entraine− b
a +K = 1

x0
, soitK = b

a + 1
x0

. On en
déduit que la solution de (4.8) s’écrit

z(t) =

(
1

x0
+
b

a

)

e−at − b

a
,

après avoir vérifié que cette fonction ne s’annule pas (ce qu’on avait supposé pour pouvoir la calculer). On a donc :

x(t) =
1

(
1
x0

+ b
a

)

e−at − b
a

.

En reportant les données de notre problème dans cette expression, on a donc :






x(t) = 1
“

10−6− 10−4

4

”

e−4t+ 10−4

4

0 ≤ t ≤ 30

x30 = x(30),

x(t) = 1
“

1
x30

− 10−4

3.9

”

e−3.9t+ 10−4

3.9

t ≥ 30.

On en conclut quelimt→+∞ x(t) = 3.9 104.

Corrigé de l’exercice 89 page 190 (Consistance et ordre des schémas)

1. Un développement de Taylor à l’ordre 1 donne que
∣
∣
∣
∣

x(tk+1) − x(tk)

hk
− f(x(tk), tk)

∣
∣
∣
∣
≤ sup

[0,T ]

|f ′|hk.

L’erreur de consistance est donc d’ordre 1, et le schéma est convergent par le théorème 4.12 page 182.

2. Pour les schémas d’Euler amélioré et de Heun, le théorème 4.12 page 182 s’applique encore, à condition de
montrer qu’ils sont consistants. Calculons l’erreur de consistance pour ces deux schémas :
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1. Le schéma d’Euler amélioré s’écrit :

xk+1 − xk

hk
= f

(

xk +
hk

2
f(xk, tk), tk +

hk

2

)

Soit x̄k = x(tk) la solution exacte de l’équation différentiellex′(t) = f(x(t), t) (avec condition initiale
x(0) = x0) entk. En remarquant quef(x̄k, tk) = x′(tk), on a :

x̄k +
hk

2
f(x̄k, tk) = x̄k +

hk

2
x′(tk) = x

(

tk +
hk

2

)

− 1

8
h2

kx
′′(ξk),

avecξk ∈
[
tk, tk + hk

2

]
. En posantX = f(x̄k + hk

2 f(x̄k, tk), tk + hk

2 ), on remarque queX = f(x(tk +
hk

2 ) − 1
8h

2x′′(ξk), tk + hk

2 ) et donc qu’il existeζk ∈ IR tel que :

X = f(x(tk +
hk

2
), tk +

hk

2
) − 1

8
h2

kx
′′(ξk)∂1f(ζk, tk +

hk

2
).

On en déduit que

X = x′(tk +
hk

2
) − 1

8
h2

kx
′′(ξk)∂1f(ζk, tk +

hk

2
)

De plus, par développement de Taylor d’ordre 2, on a :
∣
∣
∣
∣

x̄k+1 − x̄k

hk
− x′(tk +

hk

2
)

∣
∣
∣
∣
≤ Ch2 (4.8.60)

oùC ne dépend que def . On en déduit que l’erreur de consistanceRk vérifie :

Rk =
∣
∣
∣
x̄k+1−x̄k

hk
− f(x̄k + hk

2 f(x̄k, tk), tk + hk

2 )
∣
∣
∣

≤ 1
8h

2x”(ξk)∂1f(ζk, tk + hk

2 ) + C̃h2

oùC ne dépend que def . On en déduit que le schéma est bien d’ordre 2.

2. Le schéma de Heun s’écrit :

xk+1 − xk

hk
=

1

2
f(xk, tk) +

1

2
[f(xk + hkf(xk, tk), tk+1)].

Ecrivons d’abord qu’il existe doncθk ∈ [tktk+1] tel que

x̄k + hkf(x̄k, tk) = x(tk+1) +
h2

k

2
x′′(θk).

De plus, il existeζk ∈ IR tel que :

f(x̄k + hkf(x̄k, tk), tk+1) = f(x̄k+1, tk+1) + ∂1f(ζk, tk+1)
h2

k

2
x”(θk).

Or 1
2 (f(x̄k, tk) + f(x̄k+1 tk+1)) = 1

2 (x′(tk+1) + x′(tk)) et par développement de Taylor, il existeC ∈ IR
ne dépendant que dex tel que

|1
2
(x′(tk+1) + x′(tk)) − x′(tk +

hk

2
)| ≤ Ch2.

En utilisant à nouveau (4.8.60), on en déduit que l’erreur deconsistance est d’ordre 2 (à condition quex soit
trois fois dérivable. . .).
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Corrigé de l’exercice 90 page 190 (Stabilité par rapport auxerreurs et convergence)

1. Par définition du schéma (4.1.6) et de l’erreur de consistance (4.2.10), on a :

xk+1 = xk + hkφ(xk, tk, hk)
x̄k+1 = x̄k + hkφ(x̄k, tk, hk) + hkRk.

Comme le schéma (4.1.6) est supposé stable par rapport aux données, on a en prenantyk = x̄k etεk = hkRk dans
(4.2.12) page 182 :

ek+1 ≤ K(|x0 − x̄0| +
k−1∑

i=0

|hiRi|) pour toutk = 0, . . . , n− 1.

Comme le schéma est consistant d’ordrep, on aRi ≤ Chp et donc par l’inégalité précédente :ek+1 ≤ K|e0| +
C̃hp) où C̃ ∈ R+ ne dépend que def ,T , x̄0 (et pas deh). On en déduit que le schéma est convergent d’ordrep.

2. Soient(xk)k=0,...,n−1 et (yk)k=0,...,n−1 vérifiant (4.2.12), c’est–à–dire :

xk+1 = xk + hkφ(xk, tk, hk),
yk+1 = yk + hkφ(yk, tk, hk) + εk,

pourk = 0, . . . , n− 1,

alors grâce à l’hypothèse sur le caractère lipschitzien deφ, on a :

|xk+1 − yk+1| ≤ (1 + hkM)|xk − yk| + |εk| ≤ ehkM |xk − yk| + |εk|.

On en déduit par récurrence surk que

|xk − yk| ≤ etkM |e0| +
k−1∑

i=0

e(tk−ti+1)M |εi| ≤ K(|e0| +
k∑

i=0

|εi|),

avecK = eTM . On a donc ainsi montré que le schéma (4.1.6) est stable par rapport aux erreurs.

Corrigé de l’exercice 93 page 191 (Méthode de Taylor)

1. Soitx solution du problème de Cauchy (4.1.1). Montrons par récurrence que

x(m+1)(t) = f (m)(x(t), t).

Pourm = 0, on ax(1)(t) = f(x(t), t) = f (0)(x(t), t). Supposons que

x(p+1)(t) = f (p)(x(t), t) pourp = 0, . . . ,m,

et calculonsx(m+2)(t). On a

x(m+2)(t) = ∂1f
(m)(x(t), t)x′(t) + ∂2f

(m)(x(t), t)
= ∂1f

(m)(x(t), t)f(x(t), t) + ∂2f
(m)(x(t), t)

= f (m+1)(x(t), t).

2. On af (1) = ∂2f + (∂1f)f, etf (2) = (∂1f
(1))f + (∂2f

(1)), soit encore

f (2) =
(
∂1∂2f + (∂2

1)f + (∂1f)2
)

+ ∂2
2 + (∂1∂2f)f + (∂1f)(∂2f).
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3.Dans le casp = 1, on aψp(y, t, h) = f(y, t) et donc le schéma (4.7.27) s’écrit :

{
x0 = x̄0,
xk+1 = xk + hf(xk, tk), pourk = 1, . . . , n.

On reconnaît le schéma d’Euler explicite.

4.a/ Puisquef(y, t) = y , on af (k) = f pour toutk, et donc

ψp(y, t, h) =

p−1
∑

j=0

hj

(j + 1)!
f(y, t).

4.b/ Par définition,

x1 = x̄0 + hf(x̄0, 0) = x̄0 + h

p−1
∑

j=0

hj

(j + 1)!
x̄0 = 1 + h

p−1
∑

j=0

hj

(j + 1)!
=

p
∑

j=0

hj

(j + 1)!
.

Supposons que

xk =





p
∑

j=0

hj

j!





k

pourk = 1, . . . , ℓ,

et montrons que cette relation est encore vérifiée au rangℓ+ 1. On a bien :

xℓ+1 = xℓ + h

p−1
∑

j=0

hj

j!
xℓ =

p
∑

j=0

hj

j!
xℓ,

ce qui termine la récurrence.

4.c/ Commex est la solution de (4.1.1) pourf(y, t) = y et x̄0 = 1, on a évidemmentx(t) = et, et donc
x(tk) = ehk.
Le résultat de la question 4.b/ permet de déduire que

xk =
(
∑p

j=0
hj

j!

)k

=
(
eh −R(h)

)k
,

avec0 < R(h) < eh hp+1

(p+1)! . On a donc

xk = ekh
(

1 − R(h)
eh

)k

= ekh(1 − a)k,

aveca = R(h)
eh ∈]0, 1[. On en déduit que

0 ≤ x̄k − xk ≤ ekh
(
1 − (1 − a)k

)
.

Commek ≥ 1 eta ∈]0, 1[, on en déduit (par récurrence surk) que(1 − a)k ≥ 1 − ka. On a donc

0 ≤ x̄k − xk ≤ kaekh ≤ ketk
hp+1

(p+ 1)!
≤ tke

tk
hp

(p+ 1)!
.
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5. Un développement de Taylor montre que

x̄k+1 =

p
∑

j=0

hj

j!
x(j)(tk) + Ck,hh

p+1

= x̄k +

p
∑

j=1

hj−1

j!
f (j−1)(x̄k, tk) + Ck,hh

p+1,

avecCk,h ≤ C ∈ IR+. On a donc

x̄k+1 − x̄k

h
=

p
∑

j=1

hj−1

j!
f (j−1)(x̄k, tk) + Ck,hh

p

=

p−1
∑

j=0

hj

(j + 1)!
f (j)(x̄k, tk) + Ck,hh

p

= ψp(x̄k, tk, h) + Ck,hh
p.

Le schéma est donc consistant d’ordrep. Il suffit alors d’appliquer le théorème 4.12 page 182 (carψp est de classe
C∞ donc lipschitzienne sur les bornés) pour obtenir l’existence deh̄ > 0 etC > 0 ne dépendant que dēx0, T et
f , tels que si0 < h < h̄, alors|xk − x(tk)| ≤ Chp, pour toutk = 0, . . . , n+ 1.

Corrigé de l’exercice 4.7 page 193 (Méthodes semi-implicite et explicite)

1. 





x
(n+1)
1 − x

(n)
1

k
= −x(n)

1 − x
(n)
1 x

(n+1)
2 ,

x
(n+1)
2 − x

(n)
2

k
= −x

(n+1)
2

x
(n)
1

,

x
(0)
1 = a, x

(0)
2 = b.

(4.8.61)

On ax(0)
1 = a > 0 etx(0)

2 = b > 0. De plus, on a

x
(1)
2 =

1

1 + k
a

b,

doncx(1)
2 est bien défini, et0 < x

(1)
2 < x

(0)
2 = b. Or x(1)

1 = a− k(a+ ab) et commea etb appartiennent à

]0, 1[, on aa+ ab ∈]0, 2[, et comme0 < k < 1/2, on en déduit que0 < x
(1)
1 < x

(0)
1 = a.

Supposons que les suites soient bien définies, décroissantes et strictement positives jusqu’au rangn, et
vérifions-le au rangn+ 1. On a

x
(n+1)
2 =

1

1 + k

x
(n)
1

x
(n)
2 , (4.8.62)

et donc en utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient quex(n+1)
2 < x

(n)
2 et0 < x

(n+1)
2 < b.

De plus
x

(n+1)
1 = x

(n)
1 − kx

(n)
1 − kx

(n)
1 x

(n+1)
2 = x

(n)
1 (1 − k − kx

(n+1)
2 ), (4.8.63)

et donc grâce au fait que0 < x
(n+1)
2 < b (et donc1 − k − kx

(n+1)
2 > 1 − k − kb, et à l’hypothèse de

récurrence, on déduit quex(n+1)
1 < x

(n)
1 et0 < x

(n+1)
1 < a.
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2. Après calcul, on obtient que le schéma numérique (4.7.34)s’écrit sous la forme

x(n+1) − x(n)

k
= φ(x(n), k), (4.8.64)

avecx(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 )t, et oùφ ∈ C∞((IR∗

+)2 × IR,
+IR2) est définie par

φ(x, k) =





−x1(1 +
x1x2

x1 + k
)

− x2

x1 + k



 , (4.8.65)

et on vérifie bien queφ ∈ C∞((IR∗
+)2 × IR+, IR

2) (en faitφ est de classeC∞ sur IR2
+ × IR+ \ {0} ×

IR+ × {0}.) et queφ(x, 0) = f(x). Ceci montre que pour(x(n)
1 , x

(n)
2 ) ∈ (IR∗

+)2 et k > 0, le couple

(x
(n+1)
1 , x

(n+1)
2 ) est bien défini par (4.7.34) de manière unique.

3. Commex ∈ C∞([0,+∞[, (IR∗
+)2), on a

|x(tn+1) − x(tn)

k
− x′(tn)| ≤ kmax

[0,T ]
|x′′|,

et
|φ(x(tn), k) − φ(x(tn), 0)| ≤ kmax

[0,T ]
|D2φ(x(t), t)|.

Or la solution exactex sur [0, T ] vit dans un borné[α, β]2 deR∗
+, et ses dérivées atteignent ses bornes sur

le compact[0, T ], donc il existeC(T ) ∈ IR+ tel quemax[0,T ] |x′′| ≤ C(T ) et max[0,T ] |D2φ(x(t), t)| ≤
C(T ). Comme de plusφ(x(tn), 0) = f(x(tn), on en déduit par inégalité triangulaire que|R(n)

k | ≤ C(T )k.

4. (Stabilité)

(i) Soit T > 0. De (4.8.63) et du fait que0 < x
(n)
2 < b on déduit que

x
(n+1)
1 ≥ x

(n)
1 (1 − k − kb),

et donc par récurrence surn que
x

(n)
1 ≥ x

(0)
1 (1 − k − kb)n,

Donc pour tout entiern tel quenk ≤ T , on an ≤ T
k , et comme1 − k − kb > 0 (cark < 1/2), on a

x
(n)
1 ≥ (1 − k − kb)

T
k .

(ii) On a (1 − k − kb)
T
k = exp(T

k ln(1 − k − kb)), et ln(1 − k − kb) est équivalent àk − kb dans un

voisinage dek = 0. On en déduit que(1 − k − kb)
T
k → e−(1+b)T lorsquek → 0.

La fonctionϕ définie parϕ(k) = (1 − k − kb)
T
k est continue, strictement positive sur[0, 1/2], et

sa limite lorsquek tend vers 0 est minorée par un nombre strictement positif. Donc la fonction est
elle-même minorée par un nombre strictement positif. On en déduit queinf0<k< 1

2
(1− k− kb)

T
k > 0.

(iii) D’après les résultats des questions 3 (a) et 3 (d) (ii),on aa(T ) ≤ x
(n)
1 ≤ a, pour toutn tel quenk ≤ T ,

aveca(T ) = inf0<k< 1
2
(1 − k − kb)

T
k .

En utilisant ce résultat (et la question 3 (a)), on déduit alors de (4.8.62) que

x
(n+1)
2 ≥ 1

1 + k
a(T )

x
(n)
2 ,
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et donc que

x
(n)
2 ≥

( 1

1 + k
a(T )

) T
k

x
(0)
2 ,

Une étude similaire à celle de la question précédente montreque la fonction

k 7→
( 1

1 + k
a(T )

)T
k

est continue et strictement positive sur[0, 1/2] et sa limite lorsquek tend vers 0 est strictement positive.

On en déduit queb(T ) ≤ x
(n)
2 ≤ b, pour toutn tel quenk ≤ T , avec

b(T ) = b inf
k∈[0,1/2]

( 1

1 + k
a(T )

) T
k

> 0.

5. (Convergence) SoitT > 0. On ne peut pas appliquer directement le théorème du cours car φ n’est pas
lipschitzienne sur les bornés, mais il suffit de remarquer que :
– la solution exacte sur[0, T ] vit dans un borné[α, β]2 deR∗

+.
– le schéma est inconditionnellement stable :x(n) ∈ [a(T ), a] × [b(T ), b].
Or la fonctionφ est de classeC1 sur[A,B]2 ×R∗

+, oùA = min(α, a(T ), b(T )) etB = max(β, a, b). Donc
elle est lipschitzienne par rapport à la première variable sur le pavé[A,B]2. La démonstration par récurrence
faite en cours dans le casφ globalement lipschitzienne s’adapte donc très facilement. (elle est même plus
facile care0 = 0 et le pas de discrétisation est constant. . . )

6. On remplace maintenant le schéma (4.7.34) par le schéma d’Euler explicite. Celui s’écrit :






x
(n+1)
1 − x

(n)
1

k
= −x(n)

1 − x
(n)
1 x

(n)
2 ,

x
(n+1)
2 − x

(n)
2

k
= −x

(n)
2

x
(n)
1

,

x
(0)
1 = a, x

(0)
2 = b.

(4.8.66)

Supposonsx(n)
1 > 0 etx(n)

2 > 0 pour toutn. La première équation de (4.7.34) donne alors que

x
(n+1)
1 − x

(n)
1

k
= −x(n)

1 ,

et doncx(n+1)
1 < (1 − k)x

(n)
1 . On en déduit par récurrence quex(n)

1 < (1 − k)na → 0 lorsquen → 0 (on
supposera quek < 1 pour que le schéma soit bien défini. Donc pour un pas de tempsk donné, il existen tel
quex(n)

1 ≤ k. Or pour cette valeur den,

x
(n+1)
2 = x

(n)
2 (1 − k

x
(n)
1

) ≤ 0,

ce qui contredit l’hypothèsex(n)
2 > 0 pour toutn.

Ceci montre que le schéma d’Euler explicite n’est franchement pas bon dans ce cas. (Etudier si le coeur vous
en dit le schéma totalement implicite...)
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