Partiel Mathématiques Appliquées L3 MASS, 12 novembre 2019. Aucuns documents autorisés.
Durée 2h.

Exercice 1 : Soient Z € R et f € CY(R,R) tels que f(z) =0 et f'(Z) # 0, et soit A > 0.
On considere 'algorithme suivant pour résoudre f(x) =0 :

0 e R,
{(U%W%F+Aﬂﬂ“”—xw):—f@“Uﬂﬂ“%kEN

(1) Pour quelle valeur de A obtient-on I’algorithme de Newton ? Expliquer pourquoi, contrairement
a I'algorithme de Newton, cet algorithme est toujours bien défini.

Corrigé : comme X > 0, (f'(®))2 + X\ ne s’annule jamais et donc la méthode est toujours
définie. Ce n’est pas le cas de 'algorithme de Newton qui s’obtient pour A = 0 et qui n’est
défini que si f/(z*)) # 0.

(2) D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe 8% €]z, z*¥)[ tel que
Fa®) — £(2) = 169 7).
Avec cette définition de %), montrer que

_ (1 S@) W)
@ -2) = @ -2 (1 - GrE )

Corrigé : Comme f(z) =0on a

(2® ) _ 7+ 7 — o) fia™)(f@®) - f@) _ f@®)fe™)

r—x

(RN T (@)

e 1) (0®)
(1) _ 7 (p®) _ oy (= L))
#* -z = (o x)(l (f/(z))2 +/\>‘

(3) En utilisant la continuité de f’, montrer que

B f’(w(’“))f’(e(’“))) _ A
(f@®))2+ 2 (f(2) + A

lim (1
(k) 5z

Corrigé : d’apres la continuité de f’ on a

lim f/(0®) = Tim (™) = f'(2),

z(k) 7 (k) sz

et donc comme A > 0 on a

Fra®) W)y _ A
<1 ()2 + A) RO

lim
z(k) >z
(4) Déduire de la question précédente qu'il existe a > 0 et 3 < 1 tels que pour tout z*) ¢ I, =
|z — a, T + «f on ait
lz* D — 2| < Bl2® — 7.



Corrigé : Comme f’ est une fonction continue, on en déduit qu’il existe o > 0 tel que pour
tout z¥) € I, =]z — o, Z + a[ on ait

2D — 2| < pla™® — a,

)
avecparexempleﬁ—% Comme A >0et f/(Z) A#0ona < 1.

(5) En déduire par récurrence que si ) e 1, alors z*) e I, pour tous k € N et

lim z® = z.
k——+o0

Corrigé : on déduit de la question précédente que si z*) € I, alors |x(k+1) —I<af <aet
donc z+1) € I,. On en déduit par récurrence que si z(9) € I, alors z(®¥) € I, pour tous
k € N puis que
2% — 7] < 4 — ),

et donc que

lim z® = z.

k—4o0

(6) On suppose (0 e I, et z*) % Z pour tous k € N. Calculer la constante 0 < v < 1 telle que

(k+1) _ =
lim [ 7|

k—too |z(k) — 7| =7

Corrigé : il résulte des questions (2), (3) et (5) que

- A
T @R+

Exercice 2 : Soit A une matrice carrée d’ordre n Symétrique Définie Positive (SDP). On note A =
D — FE — F ou D est la partie diagonale de A, —F sa partie triangulaire inférieure stricte, et —F sa

partie triangulaire supérieure stricte. Précisément, on a pour tous (i, ) € {1,--- ,n}?
Dy, = Aii s% z = j, B, - —A;j s% j < z:, Py = —A;j S% j > z:,
’ 0 si i # 4, k 0 sij >, k 0 sig <i.

On considere le systeme linéaire

Az = b,
avec b € R donné et on note & = A~1b la solution.

On considere la méthode itérative suivante pour résoudre le systéeme Ax = b : (0 € R" et pour

tous k € N
(D — E)y(kH) = Fz®) 1 p

(D _ F)l‘(k+1) —_ Ey(k-‘rl) +b.

(1) On note e € R™ le itme vecteur de la base canonique de R™ donc tel que egi) =1et ey) =0
pour tous ¢ # j. Pour z,y € R™, on note (z,y) = > | x;y; le produit scalaire canonique.
Montrer que A;; = (Ae?, ) e(®),



Corrigé :
(Ae® )y = Z Z Ak,zel(’)eﬁf = Ay,
k=1 i=1
(2) Montrer que A;; # 0 pour tous ¢ = 1,--- ,n en utilisant que la matrice A est SDP. En déduire
que la matrice D est inversible.

Corrigé : Comme A est SDP et que el # 0, on déduit que (Ae®,e(?) > 0. On en déduit que
det(D) =1I7_, A; ; > 0 et donc que A est inversible.

(3) Déduire de la question précédente que les matrices D — E et D — F sont inversibles.

Corrigé : comme det(D — E) = det(D — F) = det(D) on deduit de la question précédente que
D — E et D — F sont inversibles.

(4) On note e =z — 20 et f) = 7 — y*) k € N. Donner I’expression des matrices By et By
telles que

fOHD = Bie® ke N,
et = B, fk+D) ke N,

Corrigé : en utilisant que b= Az et A=D —FE—F on a
(D—E)(z—y**V)=(D-E)z—Fz® —(D-E - F)z = F(z — 2®),
d’ott By = (D — E)~'F. De méme on a

E(i‘ - y(k+1))a

(D — F)(z — 2%y = (D - F)z — By**) — (D - E— F)z
d’ott By = (D — F)7'E.
(5) Déduire de la question précédente I'expression de la matrice B telle que
et = Belk) | e N,
et donner une condition nécessaire et suffisante vue en cours pour que limy_, z®) = 7 quel
que soit 0 e R,

Corrigé : on a
ekt = B, fk+1) — B, By k)

d’ott B = By Bj. On en déduit que e®) = BFe() D’apres le cours on sait que limg—s 100 e(k)
0 quel que soit e(®) e R™ si et seulement si p(B) < 1. Donc de fagon équivalente limy_, 4 oo a(
T quel que soit (%) € R™ si et seulement si p(B) < 1.

A:<_21 —21>.

b

(6) Soit la matrice

Calculer p(B), qu’en déduisez vous ?

Corrigé :
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d’ou

1/10)/0 2 0 2
3_3231—16(2 0)(0 1)‘(0 4)'

On en déduit que p(B) = % et donc que ’algorithme converge pour cette matrice.



