Partiel Analyse Numérique L3 MASS, 13 novembre 2018. Aucuns documents autorisés. Durée 2h.

Exercice 1.

Soit A € M, (R) une matrice a diagonale strictement dominante au sens ou

i1 n
> Z | A ;| + Z |4; ;| pour tous i =1,--- ,n.

| Aii
i=1 j=it1
On note D € M, (R) la matrice diagonale extraite de A définie par : pour tous (i,5) € {1,--- ,n}?
Dij:{ Aid SU::J:’
’ 0 si i # j,
(1) Montrer que A;; est non nul pour tout ¢ = 1,--- ,n, en déduire que la matrice D est inversible.

(2) On admettra que la matrice A est inversible. Soit b € R™, on note & la solution du systeme
linéaire AT = b. Pour résoudre le systeme Az = b, on considere la méthode itérative suivante :

Etant donné z(© € R™, on définit 2+t € R™ pour k € N tel que

i—1 n
k+1 k k) .
Amxg ):bi_ZAing')_ Z Amx;),z:l,---,n.
j=1 j=i+1
Montrer que
(2D — 3y = B(z®™ — z), k e N.
avec
B=I-D'A
(3) En utilisant un résultat du cours, donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice
B pour que la suite 2%, k e N converge vers T quel que soit b € R".

n admettra que la norme matricielle induite par la norme ||T|cc = max;—1 ... n |2;| vérilie
4) On ad 1 icielle indui 1 . érifi
n
[Clloe = max 3 |Ciyl,
b b j:l

pour C' € M,(R).

Caleuler 377, [B; | pour i = 1,---,n donné et en déduire que [|Bljc < 1 en utilisant la
propriété de diagonale dominance de la matrice A.

(5) On rappelle que la norme induite vérifie ||Cz||s < ||Cllxo]|Z]|co pour tous C' € M, (R) et
z e R"™
En déduire que pour tous £ € N on a

l2*+Y — Zlloe < |Bllsolle™ — 2o,



(6) Montrer en utilisant les deux questions précédentes que limy_, o |2*) — Z||oo = 0 et donc que
la méthode itérative converge vers T quel que soit b € R".

A:(i j).

Calculer B = I — D' A et || Bl|oo, qu'en déduisez vous sur la méthode itérative appliquée a
cette matrice A7

(7) Soit la matrice

(8) En considérant la matrice A de la question (7), calculer p(B). Qu’en déduisez vous ?

Exercice 2.

Soit f € CY(R,R) et Z € R tel que f(Z) = 0 et f/(Z) # 0. On considere la suite définie par z(?),
) € R et
($(k) - x(kil))
f@®) — f(aE=D)

(1) Par le théoreme des accroissements finis, on sait qu'il existe &, € (z,z®)) et 6, € (=1, 2(*)
tels que
fa®) = f(@) = f'(&) (=" — )
et
F@®) = fa®=D) = /() (P — 2*D).

En déduire Iexpression de vy tel que

b — k) — f@®), k>1.

(z*H) —3) = (2™ — ), k>1.

k1)

(2) Montrer que lim (k1) o0y (3,5) Yo = 0. On supposera que k) £ g

7,T)

(3) Soit I, =]z — a, % 4+ af et k > 1. Montrer qu’il existe a > 0 et 8 < 1 tels que si z®) € I,,
z*=1 e 1, et 2®) £ 2= alors

D — 2] < gla®) — 1.
(4) On considere les choix de « et 8 de la question (3). Montrer par récurrence que si 0 e 1,
M e I, et si 20 #£ 2D alors
z® e 1., 21 ¢ I, ) =+ x(k_l), vk > 1.
On supposera que z(¥) # Z pour tous k > 0.

(5) On suppose que 2O e I, 2 e I, et 29 % (U Montrer, en utilisant les résultats des
questions (3) et (4), que limy_, ;o 2 = Z.

m lorsque

(k+1) =
(6) On suppose que 0 € I, 2 € I, et 2 £ 21 Calculer la limite de z *

k — +oo0.



