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Exercice 1.

Soit A ∈Mn(R) une matrice à diagonale strictement dominante au sens où

|Ai,i| >
i−1∑
j=1

|Ai,j |+
n∑

j=i+1

|Ai,j | pour tous i = 1, · · · , n.

On note D ∈Mn(R) la matrice diagonale extraite de A définie par : pour tous (i, j) ∈ {1, · · · , n}2

Di,j =

{
Ai,i si i = j,
0 si i 6= j,

(1) Montrer que Ai,i est non nul pour tout i = 1, · · · , n, en déduire que la matrice D est inversible.

(2) On admettra que la matrice A est inversible. Soit b ∈ Rn, on note x̄ la solution du système
linéaire Ax̄ = b. Pour résoudre le système Ax = b, on considère la méthode itérative suivante :

Etant donné x(0) ∈ Rn, on définit x(k+1) ∈ Rn pour k ∈ N tel que

Ai,ix
(k+1)
i = bi −

i−1∑
j=1

Ai,jx
(k)
j −

n∑
j=i+1

Ai,jx
(k)
j , i = 1, · · · , n.

Montrer que
(x(k+1) − x̄) = B(x(k) − x̄), k ∈ N.

avec
B = I −D−1A.

(3) En utilisant un résultat du cours, donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice
B pour que la suite x(k), k ∈ N converge vers x̄ quel que soit b ∈ Rn.

(4) On admettra que la norme matricielle induite par la norme ‖x‖∞ = maxi=1,··· ,n |xi| vérifie

‖C‖∞ = max
i=1,··· ,n

n∑
j=1

|Ci,j |,

pour C ∈Mn(R).

Calculer
∑n

j=1 |Bi,j | pour i = 1, · · · , n donné et en déduire que ‖B‖∞ < 1 en utilisant la
propriété de diagonale dominance de la matrice A.

(5) On rappelle que la norme induite vérifie ‖Cx‖∞ ≤ ‖C‖∞‖x‖∞ pour tous C ∈ Mn(R) et
x ∈ Rn.
En déduire que pour tous k ∈ N on a

‖x(k+1) − x̄‖∞ ≤ ‖B‖∞‖x(k) − x̄‖∞,



(6) Montrer en utilisant les deux questions précédentes que limk→+∞ ‖x(k)− x̄‖∞ = 0 et donc que
la méthode itérative converge vers x̄ quel que soit b ∈ Rn.

(7) Soit la matrice

A =

(
4 −3
−1 2

)
.

Calculer B = I − D−1A et ‖B‖∞, qu’en déduisez vous sur la méthode itérative appliquée à
cette matrice A ?

(8) En considérant la matrice A de la question (7), calculer ρ(B). Qu’en déduisez vous ?

Exercice 2.

Soit f ∈ C1(R,R) et x̄ ∈ R tel que f(x̄) = 0 et f ′(x̄) 6= 0. On considère la suite définie par x(0),
x(1) ∈ R et

x(k+1) − x(k) = − (x(k) − x(k−1))

f(x(k))− f(x(k−1))
f(x(k)), k ≥ 1.

(1) Par le théorème des accroissements finis, on sait qu’il existe ξk ∈ (x̄, x(k)) et θk ∈ (x(k−1), x(k))
tels que
f(x(k))− f(x̄) = f ′(ξk)(x

(k) − x̄)
et
f(x(k))− f(x(k−1)) = f ′(θk)(x

(k) − x(k−1)).
En déduire l’expression de γk tel que

(x(k+1) − x̄) = γk(x
(k) − x̄), k ≥ 1.

(2) Montrer que lim(x(k−1),x(k))→(x̄,x̄) γk = 0. On supposera que x(k) 6= x(k−1).

(3) Soit Iα =]x̄ − α, x̄ + α[ et k ≥ 1. Montrer qu’il existe α > 0 et β < 1 tels que si x(k) ∈ Iα,
x(k−1) ∈ Iα et x(k) 6= x(k−1), alors

|x(k+1) − x̄| ≤ β|x(k) − x̄|.

(4) On considère les choix de α et β de la question (3). Montrer par récurrence que si x(0) ∈ Iα,
x(1) ∈ Iα et si x(0) 6= x(1), alors

x(k) ∈ Iα, x(k−1) ∈ Iα, x(k) 6= x(k−1), ∀k ≥ 1.

On supposera que x(k) 6= x̄ pour tous k ≥ 0.

(5) On suppose que x(0) ∈ Iα, x(1) ∈ Iα et x(0) 6= x(1). Montrer, en utilisant les résultats des
questions (3) et (4), que limk→+∞ x

(k) = x̄.

(6) On suppose que x(0) ∈ Iα, x(1) ∈ Iα et x(0) 6= x(1). Calculer la limite de
x(k+1) − x̄
x(k) − x̄

lorsque

k → +∞.
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