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Exercice 1 : Soit A € M,,(R) une matrice carrée inversible telle que A;; # 0 pour tout i =1,--- ,n
et soit b € R™. On considere I'algorithme de Gauss Seidel pour résoudre le systeme linéaire Ax = b :
on se donne (9 € R” et on calcule z(**1) € R” pour k € N tels que

Ai

)

i—1 n
k k k) .
1$§ +1) :bi*ZAi,jxg' +1)* Z Ai,j-Tg‘ ),221,'-- , .
7j=1 Jj=i+1

(1) Montrer que
$w+n:xwL+L4(b_Awa,keN,

avec L la partie triangulaire inférieure de A ie la matrice de M, (R) telle que
i
’ 0siz<j.
(2) Soit # = A~'b la solution de Az = b et e®) = 7 — 2k € N. Montrer que
et = BeW) | e N

avec B = (I — L1 A) puis
e®) = Bke(0)

et donner la condition nécessaire et suffisante du cours pour que la suite z*) converge vers .
(3) En utilisant un résultat de cours, montrer que

le®l2 < (Vo(tBB)) [ 2.

2 -1
=(47)

et b € R? donné. Calculer la matrice d’itération B € M3(R) de I'algorithme de Gauss Seidel
et calculer les valeurs propre de B. En déduire si I’algorithme de Gauss Seidel converge ou non
pour cette matrice A.

(5) Calculer y/p(!BB) pour la matrice A ci-dessus Qu’en déduisez vous sur la convergence de
I’algorithme de Gauss Seidel pour cette matrice en comparaison avec la convergence de 1’algo-
rithme de Richardson & pas a = 1 et avec la convergence de ’algorithme de Richardson a pas

(4) Soit la matrice

optimal 7
(6) En déduire une condition suffisante sur le nombre d’itérations k de 'algorithme de Gauss Seidel
pour que
le™][2
[e®@l =

pour une précision € > 0 donnée.

Corrigé Exercice 1 :



(1) Soit D € M, (R) la matrice diagonale extraite de A défini par

Ajjsii=j
D=4 f St =
I { 0sii#j.

On réécrit sous forme vectorielle la relation de définition de la suite 2(*). On obtient
Dz = p — (L — D)2* D) — (4 — L)z,

donc
Lo+ = La® 4 p — Az,

Comme A;; # 0 pour tout ¢ = 1,--- ,n, la matrice L est inversible et on obtient en multipliant
les deux membres de I’égalité par L~! que

) = &) L =1 — Az®)),
(2) D’apres la question (1) on a
et — 7 — g+ — 7 — 2 _ L7 — AxW) = e®) — 71 — Az,
En remarquant que AZ = b on obtient

e ) — ) — 171 (Az — Az®)) = e®) — L1 4e®) = (1 — L71A)e® = Be®).

On en déduit par récurrence que
o) _ BE(0)

(3) On déduit de la question (2) que
le™lo = || B*e],.
En appliquant les propriétés de la norme matricielle induite on a
1B 2 < [|B¥[|2[le® ]

et
IB*|l2 < (||Bl|2)"

D’apres le cours, on sait que
|Bll2 = v/ p("BB).

En combinant ces relations on en déduit que
(k) ; o)
[e®1l> < (Vo(TBB)) e
(4) On calcule B=1—L7'A:
s_ (10N (2 0N/ 2 —1\_(10) 1(20 2 -1\ [0
L0 1 -1 2 -1 2 L0 1 4\ 1 2 -1 2 ~\ 0

Les valeurs propres de B sont donc 0 et i et donc p(B) = %. On en déduit que ’algorithme de
Gauss Seidel converge pour cette matrice.
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(5) On calcule !BB :
1
wo=(3 1) (1]
3 1 1
0 d

Les valeurs propres de 'BB sont donc 0 et - et donc p(*BB) = . On en déduit que I'algo-

rithme de Gauss Seidel vérifie Y
5\ k
le®ll < (2) 11e@]l2

4
On rappelle que 'algorithme de Richardson a pas « est définie par

e® D = ) o (b — Az,
et vérifie pour une matrice A symétrique

el < (p( — a)) e
Les valeurs propres de A sont données par les racines du polynome caractéristique

det(A—X[)=(2-XN?—-1=X—4\+3=(\—-1)(A—3).
On obtient donc les valeurs propres de A : Ay =1 et As = 3 Pour a = 1 on obtient donc
p(I —A) =max(]1 —1],|1 - 3]) =2.

On en déduit que l'algorithme de Richardson a pas 1 ne converge pas. Le pas optimal est donné

_ 2 1
par Qopt = 3157 = 2 et

1 1
pUI — oy A) = max(|1 = 7 |1 - %\) -

On en déduit que 'algorithme de Richardson & pas optimal converge et vérifie

1\k V5 k
(k) - (0) ye (0)
1@z < (5) 1€z < (372) 1o

Donc les estimations obtenues donnent une meilleure convergence pour ’algorithme de Richard-
son a pas optimal que pour 'algorithme de Gauss Seidel pour cette matrice A.
(6) Une condition suffisante est donnée par

en prenant le logarithme (fonction croissante) des deux membres de 'inégalité on obtient que

kln(\{f) < n(e).

Comime ln(f) < 0, on en déduit qu’une condition suffisante sur k est donnée par

w



Exercice 2 :

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible telle que A;; # 0 pour tous 7 = 1,--- ,n. On note
A=D—FE—F ou D est la partie diagonale de A, —F sa partie triangulaire inférieure stricte, et —F
sa partie triangulaire supérieure stricte. Précisément, on a pour tous (i,5) € {1,--- ,n}?

D, . — Ai,i sii =y, o *AL]' sig <, Foo— *AL]' sig >,
I 0 sii# 7, J 0 sij >, J 0 sij <i.

On considere le systeme linéaire

Ax = b,

avec b € R™ donné et on note Z = A~!b la solution.
On rappelle que I'algorithme de Richardson de pas a = 1 préconditionné par une matrice inversible
C %écrit : (9 € R™ et

2D = o) L =1 (b — Az, ke N.

(1) On considere la méthode itérative =(9) € R™ et

Dz = p+ (E+ F)z®,| ke N.

Montrer qu’il s’agit de I'algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par la diagonale de
A (méthode de Jacobi).

Calculer la matrice B; telle que

(%) — z) = By (2™ — &), k e N.

A= (25

Calculer p(Bj) et conclure sur la convergence de la méthode de Jacobi pour la matrice A.
Corrigé : On a

Soit la matrice

Daz* ) = p 4 (D — A)z®),
comme D est inversible on a
) = o) L D= — A)2®),

I1 s’agit bien de I'algorithme de Richardson & pas 1 préconditionné par la diagonale (Jacobi).
On en déduit
() —z) = 2® —z 4+ DL AW — 7).
d’ou
B =1-D'A

On obtient pour la matrice A :

Bl:((l) (1)>_;<(1) (1)><—21 _21>:<1(/)2 1(/)2>'

Les valeurs propres de B; sont données par les racines du polynome caractéristique :

1
det(By — X) = \? — T
d’ou A = :l:% et p(By) = % < 1. On en déduit que l'algorithme de Jacobi converge pour la

matrice A.



(2) On considere la méthode itérative 2(0) € R” et
Dzt = p 4 Fo+D 4 ) ke N.

Montrer qu’il s’agit de I’algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par la partie trian-
gulaire supérieure de A (méthode de Gauss Seidel).

Calculer la matrice d’itération B telle que

() — 7) = By(2™ — z), k € N.

A_<_21 —21>.

Calculer p(Bs2) et conclure sur la convergence de la méthode de Gauss Seidel pour la matrice
A.

Corrigé : On a

Soit la matrice

(D — F)z* ) =p 4+ E2® = b+ (D - F — A)z®
comme D est inversible, la matrice triangulaire D — F' est inversible et on obtient
2 ) = 20 (D — )7 b — A)z®).

Il s’agit bien de I'algorithme de Richardson a pas 1 préconditionné par la partie triangulaire
supérieure de A (méthode de Gauss Seidel). On en déduit

(@®D) —7) = 2® —z 4+ (D - F) " A@® — 7).

d’ot
By=I—-(D-F) A

On obtient pour la matrice A :

(D—F)1:<§ _21>1:z11<(2) ;>
(0 0)-5(%0)-(ik0)

Les valeurs propres de B, matrice triangulaire, sont données par les éléments diagonaux :

M = 0et Ay = 1 dott p(Bz) = 7 < 1. On en déduit que l'algorithme de Gauss Seidel
converge pour la matrice A.

puis

(3) On considére la méthode itérative (9 € R™ et pour k € N :

DY) — p 4 poetl) 4 prk)
{ ) = g+ 4 (1 — w)z k)

Montrer qu’il s’agit de 'algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par C' = (%D —F),
donc la méthode Successive Over Relaxation (SOR).



Calculer la matrice d’itération Bj telle que

(1) — z) = Bs(z® — 7), k e N.

2 -1
()
6

Calculer p(Bs) pour w = = en utilisant le fait que le module des deux racines complexes de
A2 4+ X + 25 est égal & 5.
Conclure sur la convergence de la méthode SOR. pour la matrice A avec w = g.

Corrigé : On a 1) = 1pk+D) 4 (1 — 1yz(®) qon

Soit la matrice

gx(kﬂ) +(1-— %)D:z:(k) = b+ Fz+) 4 B,

Il en résulte que

D
(Z—F
w

Yo = b+(2—D+E):L'(k) = (Q—F)x(k)—i—b—i—(—D—l—F—i—E)x(k) = (B—F):z:(k)+(b—Aa;(k)),
w w w

D

Comme w > 0 et D inversible, la matrice triangulaire (2 — F') est inversible et on a

) = (k) 4 (g — F)7 (b — Az™).

On reconnait 'algorithme de Richardson a pas 1 préconditionné par SOR. Classiquement
on a ensuite

@ — ) = @® —2)+ (2
w

— ) A@® —z),

dot By =1— (2 - F)4. Ona

=0 1)

puis
D . 3(5 3
<w‘F>-5(05)
et
1 . 3/ 7 1
GP =) A_25(—5 10)
et

1 4 -3
Bs =25 < 15 —5 ) ‘
On trouve que les valeurs propres complexes de B3 sont égales a % fois les racines du

polynéme A? 4 X + 25 donc de module p(B3) = % < 1. On en déduit que 'algorithme SOR
converge.



