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Exercice 1 : Soit A ∈ Mn(R) une matrice carrée inversible telle que Ai,i 6= 0 pour tout i = 1, · · · , n
et soit b ∈ Rn. On considère l’algorithme de Gauss Seidel pour résoudre le système linéaire Ax = b :
on se donne x(0) ∈ Rn et on calcule x(k+1) ∈ Rn pour k ∈ N tels que

Ai,ix
(k+1)
i = bi −

i−1∑
j=1

Ai,jx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

Ai,jx
(k)
j , i = 1, · · · , n.

(1) Montrer que

x(k+1) = x(k) + L−1
(
b−Ax(k)

)
, k ∈ N,

avec L la partie triangulaire inférieure de A ie la matrice de Mn(R) telle que

Li,j =

{
Ai,j si i ≥ j,

0 si i < j.
,

(2) Soit x̄ = A−1b la solution de Ax = b et e(k) = x̄− x(k), k ∈ N. Montrer que

e(k+1) = Be(k), k ∈ N.

avec B = (I − L−1A) puis
e(k) = Bke(0),

et donner la condition nécessaire et suffisante du cours pour que la suite x(k) converge vers x.
(3) En utilisant un résultat du cours, montrer que

‖e(k)‖2 ≤ (
√
ρ(tBB))k‖e(0)‖2.

(4) Soit la matrice

A =

(
2 −1
−1 2

)
,

et b ∈ R2 donné. Calculer la matrice d’itération B ∈ M2(R) de l’algorithme de Gauss Seidel
et calculer les valeurs propre de B. En déduire si l’algorithme de Gauss Seidel converge ou non
pour cette matrice A.

(5) Calculer
√
ρ(tBB) pour la matrice A ci-dessus Qu’en déduisez vous sur la convergence de

l’algorithme de Gauss Seidel pour cette matrice en comparaison avec la convergence de l’algo-
rithme de Richardson à pas α = 1 et avec la convergence de l’algorithme de Richardson à pas
optimal ?

(6) En déduire une condition suffisante sur le nombre d’itérations k de l’algorithme de Gauss Seidel
pour que

‖e(k)‖2
‖e(0)‖2

≤ ε

pour une précision ε > 0 donnée.

Exercice 2 :



Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible telle que Ai,i 6= 0 pour tous i = 1, · · · , n. On note
A = D−E − F où D est la partie diagonale de A, −E sa partie triangulaire inférieure stricte, et −F
sa partie triangulaire supérieure stricte. Précisément, on a pour tous (i, j) ∈ {1, · · · , n}2

Di,j =

{
Ai,i si i = j,
0 si i 6= j,

Ei,j =

{
−Ai,j si j < i,
0 si j ≥ i, Fi,j =

{
−Ai,j si j > i,
0 si j ≤ i.

On considère le système linéaire
Ax = b,

avec b ∈ Rn donné et on note x̄ = A−1b la solution.
On rappelle que l’algorithme de Richardson de pas α = 1 préconditionné par une matrice inversible
C s’écrit : x(0) ∈ Rn et

x(k+1) = x(k) + C−1(b−Ax(k)), k ∈ N.

(1) On considère la méthode itérative x(0) ∈ Rn et

Dx(k+1) = b+ (E + F )x(k), k ∈ N.

Montrer qu’il s’agit de l’algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par la diagonale de
A (méthode de Jacobi).

Calculer la matrice B1 telle que

(x(k+1) − x̄) = B1(x
(k) − x̄), k ∈ N.

Soit la matrice

A =

(
2 −1
−1 2

)
.

Calculer ρ(B1) et conclure sur la convergence de la méthode de Jacobi pour la matrice A.

(2) On considère la méthode itérative x(0) ∈ Rn et

Dx(k+1) = b+ Fx(k+1) + Ex(k), k ∈ N.

Montrer qu’il s’agit de l’algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par la partie trian-
gulaire supérieure de A (méthode de Gauss Seidel).

Calculer la matrice d’itération B2 telle que

(x(k+1) − x̄) = B2(x
(k) − x̄), k ∈ N.

Soit la matrice

A =

(
2 −1
−1 2

)
.

Calculer ρ(B2) et conclure sur la convergence de la méthode de Gauss Seidel pour la matrice
A.

(3) On considère la méthode itérative x(0) ∈ Rn et pour k ∈ N :{
Dx̃(k+1) = b+ Fx(k+1) + Ex(k),

x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1− ω)x(k)
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Montrer qu’il s’agit de l’algorithme de Richardson de pas 1 préconditionné par C = ( 1
ωD−F ),

donc la méthode Successive Over Relaxation (SOR).

Calculer la matrice d’itération B3 telle que

(x(k+1) − x̄) = B3(x
(k) − x̄), k ∈ N.

Soit la matrice

A =

(
2 −1
−1 2

)
.

Calculer ρ(B3) pour ω = 6
5 en utilisant le fait que le module des deux racines complexes de

λ2 + λ+ 25 est égal à 5.
Conclure sur la convergence de la méthode SOR pour la matrice A avec ω = 6

5 .
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