TD Analyse Numérique Licence L3 MASS, TD2 corrigé

Exercice 1 : Soit Z € R et f € C%(R,R) tels que f(z) =0 et f'(z) # 0.
Soit une constante v € R telle que
0<~f'(z) <2
On considere I'algorithme suivant pour résoudre ’équation f(z) =0 :

(D) — 20y = —f (2, k e N

(1) D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 8% €] min(z, z®)), max(z, ()] tel que

Fa®) — (@) = [(09) @ 7).
Calculer S, en fonction de v et 8% tel que

() — z) = B (=™ — 7).

Corrigé : comme f(z) =0, on a

(@D — 50y = (£ ®) = (7)) = —1 /(6P — 3),
d’on
(z* —2) = (1 =7/ (W) (@ — @),
et
B = (1 =f(0"™)).
(2) Montrer qu'il existe o > 0 et 0 < 3 < 1 tels que pour tout ¥ € I, =]Z — a, T + o[ on ait

D — 2] < Bla®) — 1.

Corrigé : comme 0 < vf'(Z) < 2 on remarque que
—-1<1—9f(7) <1,

et donc [1—~f'(Z)| < 1. Comme f’ est une fonction continue on en déduit qu’il existe o > 0
et B < 1 tels que pour tout 8%) € I, alors | 8| < 8. Comme %) €] min(z, ), max(z, z*))],
alors z®) e I, implique que 8%) e I, d’ott la propriété demandée.

(3) En déduire par récurrence que si ) e I, alors 2®) € I, pour tous k € N.

Corrigé : supposons que z(¥) € I, il en résulte d’apres la question précédente que
) — 7] < Blz® — 3| < Ba < a,

et donc que ¥t € I,,. On en déduit par récurrence que z*) € I, pour tous k € N.

(4) Déduire des questions (2) et (3) que limg_, 40 2®) = Z et montrer que la convergence est
linéaire avec
i ‘x(k"'l) _ f‘ . .

en supposant que z(k) # T pour tous k > 0.



Corrigé : Si z(0) € I, on déduit des questions (2) et (3) que
|1'(k+1) _ j| < B|$(k) _ i"

pour tous k € N et donc
¥ — 2| < (8)"[2) - z].

Il en résulte que limg_ 1 z®) = z et donc que limg_ 1 oo 9) = z. Par continuité de la
fonction f’; on déduit de la question (1) que

] ‘x(k+1) _f‘ B -

(5) Proposer un choix de v donnant la convergence quadratique de I’algorithme.

Corrigé : une condition nécessaire pour obtenir la convergence quadratique est que

’x(k+1) — Z

lim — 1 =,

k—+oo ‘x(k) — 7|

ce que 'on obtient avec
1

BNE)
ce qui est un choix admissible deés lors que f'(Z) # 0. Montrons que sous ces conditions,
I’algorithme converge quadratiquement. L’algorithme est équivalent au point fixe

24D = g(z®),

avec fa)
x
g(w) = — LT
f'(x)
On vérifie que ¢'(Z) = 0 et que g est dans C?(R, R) ce qui montre d’apres le cours que I’algo-
rithme converge au moins quadratiquement dés lors que le point initial z(9) est suffisament
proche de z.
On peut remarquer que cet algorithme de convergence quadratique n’est pas utilisable en
pratique car on cherche justement z. Il est remplacé par sa variante qui est 'algorithme de
Newton qui s’obtient en remplacant f'(Z) par f'(z).

Exercice 2 :
Soit z € Ret f € C(R,R) tels que f(z) =0 et f'(z) # 0.
On considere Ialgorithme suivant pour résoudre ’équation f(z) =0 :

0 e R,

(2D — Ry = —f (&™) f(zh)) keN.

F(2® + £@@0)) - f(2®)

(1) On rappelle que d’apres le théoreme des accroissements finis il existe 6 e]a?,:n(k)[ et & €
Jx®) 2 ®) 4 f (2] tels que

Fa®) = @) = £ O —2) et f(a® + f@D)) - £@) = (g f®).

2



Montrer que

L) oy (SO
@ =) = (1 gy ) e =)

Corrigé : comme f(Z) =0 on a

(D )= (o ¥ gy SEOED) —f@)
f(2® + f@®)) = fa®)

d’ou

L) oy (1 £ (0r) f(2®) 0 2 (1 I (k) L) _
(@ =) = (1 G am)) @~ 0 = (1~ Fgy ) = -

(2) Montrer qu’il existe & > 0 et 0 < 8 < 1 tels que si ) € I, =]z — o, Z + af, avec 2*) £ z
alors z(F*t1) est bien défini et
2 #) — 7] < gla® — 2

Corrigé : on remarque que lim ) _,; & = T et lim_ ), 0 = Z puis par continuité de f’ on
a donc lim ) _,; f' (&) = f'(Z) et lim ), f'(0x) = f/(Z). Comme f'(Z) # 0 on en déduit

que
. 0N
a:<1’“1>n—l>:f<1 B f’(fk)> =0

Par définition de la limite, il existe donc & > 0 et 3 < 1 tel que si %) € I, avec =¥ £
alors z(F*1) est bien défini et )
| <1 ~J(0k)

[ (&)

)I<5

donc
D — 7] < gla®) — 1.

(3) En déduire par récurrence que si z©) e I, et en supposant z*) = T pour tout k, alors () est
bien défini et z(¥) € I, pour tous k € N. En déduire que limg 400 ) = 7.
Corrigé : Montrons par récurrence que si (%) € I, alors 2%) € I, pour tous k € N. Supposons
que z®) € I, alors d’apres la question précédente
2D — 2] < B2®) — 2] < fa < a,

(k+1)

donc z € I,. On en déduit que pour tous les kK € N on a

2D — 2| < pla) — 7],
et donc
20 — ] < g4z — 5.
Comme limy,_, 4 o 8% = 0 on déduit que limg_, 4o ) = z.
(4) Montrer que la convergence est super linéaire au sens ou

) |x(k+1) — 7z
lim &~ _
P e g

en supposant que (%) # T pour tous k € N.



Corrigé : d’apres la question 1 et la question 3, on a

e —g f'0k) _
lim ———— = lim (1—f/(£k))—0.

k—+o00 ]x(’f) — :f:’ k—+00
Il en résulte que la convergence de l'algorithme est superlinéaire.




