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Exercice 1 : Soit x̄ ∈ R et f ∈ C2(R,R) tels que f(x̄) = 0 et f ′(x̄) 6= 0.
Soit une constante γ ∈ R telle que

0 < γf ′(x̄) < 2.

On considère l’algorithme suivant pour résoudre l’équation f(x) = 0 :{
x(0) ∈ R,
(x(k+1) − x(k)) = −γf(x(k)), k ∈ N.

(1) D’après le théorème des accroissements finis, il existe θ(k) ∈] min(x̄, x(k)),max(x̄, x(k))[ tel que

f(x(k))− f(x̄) = f ′(θ(k))(x(k) − x̄).

Calculer βk en fonction de γ et θ(k) tel que

(x(k+1) − x̄) = βk(x
(k) − x̄).

(2) Montrer qu’il existe α > 0 et 0 ≤ β < 1 tels que pour tout x(k) ∈ Iα =]x̄− α, x̄+ α[ on ait

|x(k+1) − x̄| ≤ β|x(k) − x̄|.

(3) En déduire par récurrence que si x(0) ∈ Iα alors x(k) ∈ Iα pour tous k ∈ N.
(4) Déduire des questions (2) et (3) que limk→+∞ x(k) = x̄ et montrer que la convergence est

linéaire avec

lim
k→+∞

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|

= |1− γf ′(x̄)|,

en supposant que x(k) 6= x̄ pour tous k ≥ 0.
(5) Proposer un choix de γ donnant la convergence quadratique de l’algorithme et comparer l’al-

gorithme obtenu à l’algorithme de Newton.

Exercice 2 :
Soit x̄ ∈ R et f ∈ C2(R,R) tels que f(x̄) = 0 et f ′(x̄) 6= 0.
On considère l’algorithme suivant pour résoudre l’équation f(x) = 0 :

x(0) ∈ R,

(x(k+1) − x(k)) =
−f(x(k))f(x(k))

f
(
x(k) + f(x(k))

)
− f(x(k))

, k ∈ N.

(1) On rappelle que d’après le théorème des accroissements finis il existe θk ∈]x̄, x(k)[ et ξk ∈
]x(k), x(k) + f(x(k))[ tels que

f(x(k))− f(x̄) = f ′(θk)(x
(k) − x̄) et f

(
x(k) + f(x(k))

)
− f(x(k)) = f ′(ξk)f(x(k)).

Montrer que

(x(k+1) − x̄) =
(

1− f ′(θk)

f ′(ξk)

)
(x(k) − x̄).



(2) Montrer qu’il existe α > 0 et 0 ≤ β < 1 tels que si x(k) ∈ Iα =]x̄ − α, x̄ + α[, avec x(k) 6= x̄
alors x(k+1) est bien défini et

|x(k+1) − x̄| ≤ β|x(k) − x̄|.

(3) En déduire par récurrence que si x(0) ∈ Iα et en supposant x(k) 6= x̄ pour tout k, alors x(k) est
bien défini et x(k) ∈ Iα pour tous k ∈ N. En déduire que limk→+∞ x(k) = x̄.

(4) Montrer que la convergence est super linéaire au sens où

lim
k→+∞

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|

= 0,

en supposant que x(k) 6= x̄ pour tous k ∈ N.
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