Corrigé du TD Analyse Numérique Licence 1.3 MASS

Exercice 1 : algorithme de point fixe en dimension n.

Soit g € CL(R™,R"™) et & € R™ un point fixe de g tel que g(Z) = Z. On suppose que || Dg(z)|| < 1
pour la norme induite par une norme |.|| sur R”. On considére 'algorithme de point fixe suivant :
(0 € R" et

25 = ¢(z™®) pour tous k € N.

On définit la boule ouverte de centre a € R™ et de rayon § comme suit
B(a,d) = {x € R" tel que ||z — a|| < d}.

On utilisera le Lemme (théoréme des accroissements finis) suivant : soit f € C*(R",R") et a,b € R,
on définit le segment |a, b|C R™ comme

la,b[= {z € R" tel que x =6a+ (1 —0)b, § € (0,1)},
alors

1£®) = f@)l < (sup [IDF@)]) lIb— all

z€]a,b|

() Montrer qu'il existe & > 0 et 8 < 1 tel que pour tout z*) € B(Z,«) alors
lz®) — z|| < Bla®) — 2.

Corrigé : comme Dg est continue au point Z et que ||[Dg(Z)|| < 1, on deduit par continuité
qu’il existe a > 0 et B < 1 tels que

|Dg(z)|| < B pour tous z € B(Z, «).

En utilisant le théoreme des accroissements finis ci dessus, on a donc que

D — 2| = g(=®) — g@)| < ( swp|DF@)]) ® 2]

x€)z,x(k)|
Comme |z, z®)[C B(%, ) des lors que 2*) € B(%, ), on a bien

l2®* — 2| < glla® — 2.

(ii) En déduire que si (9 € B(z,a) alors z*) € B(z, ) pour tous k € N et
4D — 3 < 8la® — 2.

Corrigé : On proceéde par récurrence. On a par hypothése que z(9) B(Z,«). Supposons que
% e B (Z,«), alors d’apres la question précédente on a

l2®*Y — 2| < Blla® — 7| < Ba < a,

et donc z*t1) € B(Z, ). On en déduit que par récurrence *) € B(Z, ) pour tous k € N.
Donc, d’apres la question précédente il résulte aussi que

|z*+D — z|| < Bl|l#®) — Z|| pour tous k € N.



(iii) En déduire que si (%) € B(Z, o) alors
|z®) — z|| < g¥)|2® — Z|| pour tous k € N,

conclure que la suite 2% k € N converge vers .

Corrigé : montrons la propriété par récurrence. Pour k = 0, comme (Y = 1 elle se réduit a
2© 2 < [o© ~ 3,

qui est toujours vérifié. Supposons la propriété vérifiée pour k € N, alors d’apres la question
précédente on a

lz*Y — 2| < Blla® —z|| < B — 2| < B2 — 2],

ce qui démontre par récurrence que ||z — z|| < ¥]|z(©) — Z|| pour tous k € N. Comme
B < 1,o0nalimy_, s ¥ =0 et donc limp_, ;o0 ) = z.

Exercice 2 : Newton et point fixe en dimension 2. On considere la fonction f de R? dans R? suivante :

f< T > _ ( —5x1 + 2sin(z1) + 2 cos(2) >

T —b5x9 + 2sin(xg2) + 2 cos(z1)

On cherche 7 € R? tel que f(7) = 0.
(1) Mettre le systéme f(x) = 0 sous la forme d’un point fixe g(x) = x avec g : R? — R? contrac-
tante par rapport a la norme ||||;.
En déduire qu’il existe un unique z € R? tel que f(Z) = 0 et que la suite

2* ) = () k € N avec (¥ € R? donné

converge vers T au moins linéairement.
Corrigé : On considere la fonction

()= 2 ( sin(x1) + cos(zz) ) |

9\r) = sin(z2) + cos(x1)

de sorte que f(x) = 5(g(z) — x) et donc que f(x) = 0 est équivalent & g(z) = x. On va
montrer que ||dg(z)||1 < % quel que soit z € R? ce qui démontrera que g est une contraction
sur R? par rapport & la norme ||||;. On a

dgm:?( cos(z1)  —sin(as) >

—sin(zy) cos(za)

Soit y € R?, on a

_ 2 ( cos(w1)y1 — sin(z2)y2
dg(iﬁ)y - 5 < _ Sin(xl)yl + COS(xQ)yQ '

puis
2 . .
Idg(@)ylly = = (| cos()ys — sin(wa)ya] + | = sin(a1)y + cos(w2)ya ).

et donc 5 4
Idg(@)yll < 2 (lyal + el + o] + lpat) = Dyl

2



On en déduit que

Hdg(ﬂf)Hl —  sup ||d9($)y||1 < %
yerzy20 Yl 5

Montrons maintenant que l’application g continue sur R? et contractante sur R? admet
nécessairement un unique point fixe. Pour cela on va montrer que la suite 2(9) € R? et pour

keN
25 = g(z*)),

converge vers un point fixe de g. On note v = %. On a pour tout k € N :
24D — o, = lg(z®) - ga® V)]s < ola®) - D,
par récurrence on en déduit que

24+ — oy < 4oV — 2O
On a donc

q k
_ B
la®E+D) — 20, < <§ ke 1)”»"3(1) — 2O, < ﬁux(l) — 2O,
=1

ce qui montre que la suite 2% k € N est une suite de Cauchy. Comme Despace vecto-
riel normé R? est complet, on en déduit que cette suite converge vers z € R?. Comme
I’application g est continue on a nécessairement

z= lim z® = lim g(z®*) =g< lim CC(k_l)) =g(2),

k——+o0 k——+o0 k——+o0

et donc z est un point fixe de g ce qui prouve 'existence du point fixe. En ce qui concerne
I'unicité, supposons qu'il existe a € R? et b € R? tels que a = g(a) et b = g(b), alors

16 —allL = llg(b) — g(a)llr <~[Ib - allx,

ce qui implique que [[b — al|; = 0 et donc a = b, d’ou I'unicité du point fixe noté z. Pour
montrer la convergence linéaire de la suite on écrit

24D — 2l = llg(a) — g(@) I < 7l — |1,

d’ot1 par récurrence

1254 =&y < A*)la® — 2|1,

ce qui montre la convergence linéaire de la suite.

(2) Ecrire l'algorithme de Newton pour résoudre le systeme non linéaire f(x) = 0. Est-il toujours
défini ?
Corrigé : l'algorithme de Newton s’écrit : 2(9) € R? et pour tout k € N :

df (¥ (@) — 209) = — f(a).

df (z) = —51 +2 ( cos(ar) - —sin(zs) > .

—sin(z1)  cos(z2)



Montrons que df (x) est inversible quel que soit x € R? ce qui montrera que 1’algorithme de
Newton est toujours bien défini.

det(df (z)) = (=5 + 2cos(x1))(—=5 + 2 cos(x2)) — 4sin(zq) sin(xz),
d’on
det(df (x)) = 25 — 10 cos(z1) — 10 cos(x2) + 4 cos(x1) cos(z2) — 4sin(xy) sin(z2),

puis
det(df (x)) = 25 — 10 cos(z1) — 10 cos(xa) + 4 cos(xy + z2) > 1,

ce qui montre que la matrice df (x) est toujours inversible.



